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Résumé :

Les fluides non-Newtoniens interviennent dans de nombreux processus industriels. Nous nous inté-
resserons aux écoulements de fluides à seuil (Bingham) en milieux poreux ou fracturés. À travers des
résultats analytiques et numériques, nous montrerons que la présence d’hétérogénéités entraine diffé-
rents régimes d’écoulement. En premier lieu, il existe un seuil de pression en dessous duquel le débit
de fluide est nul. Au-delà de ce seuil, nous verrons que la relation débit-pression présente différentes
lois d’écoulement, suivant que la pression est proche ou éloignée du seuil. Dans le cas d’un canal uni-
dimensionnel hétérogène, nous verrons qu’il y a deux régimes. En revanche, dans le cas de fractures
bidimensionnelles, nous avons observé numériquement que les hétérogénéités se traduisent par la pré-
sence de trois régimes.

Abstract :

The non-Newtonian fluids intervene in numerous industrial processes. In the present paper, we are
interested in the flow of yield stress fluids (Bingham) in porous or fractured media. Through analytical
and numerical investigations, we will show that the heterogeneties induce various flow regimes. First
of all, there is a pressure threshold below which no flow is observed. Beyond this threshold, we will see
that the relation flow rate - pressure presents various laws, as the pressure is close or far from the
threshold.

Mots clefs : Milieux Poreux ; Fluides à seuil

1 Introduction
Les écoulements de fluides complexes interviennent dans de nombreux processus industriels. En parti-
culier, dans les méthodes de récupération pétrolière (Enhanced Oil Recovery), il est courant d’injecter
des polymères dont la rhéologie est fortement non-Newtonienne. Les boues et les huiles lourdes ont
également un fort caractère non Newtonien. Nous nous intéressons ici au cas particulier des fluides à
seuil, pour lesquels un seuil de contrainte minimal est nécessaire afin que le fluide puisse s’écouler. En
dessous de ce seuil, le fluide est alors considéré comme figé. La loi rhéologique qui nous intéresse ici est
celle de Bingham qui représente la loi la plus simple pour ces types de fluides :

γ̇ =
1

µ0
(τ − τ0), (1)

où γ̇ est le taux de cissaillement, τ la contraine appliquée et τ0 le seuil de contrainte. Cette loi implique
une viscosité effective dépendant du taux de cisaillement :

µeff (γ̇) = µ0 +
τ0

γ̇
, (2)
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où µeff est la viscosité effective. Il est important de souligner ici qu’un fluide de Bingham se comporte
comme un fluide Newtonien pour les fortes valeurs de contraintes.

Dans la littérature relativement peu de lois ont été proposées pour décrire la perméabilité effective
d’un fluide à seuil en milieu poreux [2, 8, 4, 1]. Elles ont toute la même structure (pour un fluide de
Bingham) :

q ∝ k

µs

(∇P −∇Pc), (3)

où q est la vitesse superficielle, k la perméabilité Newtonienne du milieu, µs une viscosité apparente
(pouvant être différente de celle du fluide) et ∇Pc un seuil de pression à déterminer en fonction du
seuil de contrainte et de la structure du milieu poreux (en général

√
k).

2 Écoulement de Poiseuille dans un canal rugueux
Dans un canal bidimensionnel d’ouverture 2b(x) (x étant la direction de l’écoulement) variant suf-
fisament lentement pour que l’hypothèse de lubrification soit vérifiée, le débit peut être déterminé
analytiquement par :

Q =
2b(x)3

3µ0

(

1

∇P

)2 (

∇P − τ0

b(x)

)2 (

∇P +
τ0

2b(x)

)

(4)

Pour un canal d’ouverture constante, on note alors que le seuil en pression est égal à ∇Pc =
τ0
b
. Pour

les fractures rugueuses, le seuil de pression se détermine par conservation du débit. En effet, dans la
limite où (Q) → 0 on vérifie en tout point lim∇P → τ0

b(x) en tout point. Le gradient de pression entre
l’entrée et la sortie est donc :

∆Pc = τ0

∫ L

0

1

b(x)
dx (5)

Un développement limité aux faibles débits de l’équation (4) permet d’écrire :

Q ≃ b(x)4

µ0τ0

(

∇P − τ0

b(x)

)2

(6)

Ce qui conduit au débit en fonction de la pression appliquée :

Q ≃ 1

µ0τ0

(

∫ L

0
b(x)−2dx

)−2

(∆P −∆Pc)
2. (7)

De même, un développement limité aux forts débits donne :

Q =
2b(x)3

3µ0
∇P (8)

et donc :

Q =
2

3µ0

(

∫ L

0
b−3(x)dx

)−1

∆P (9)

On constate donc que la perméabilité effective d’une fracture rugueuse comporte au moins deux ré-
gimes d’écoulement, l’un quadratique (pour les pressions proches du seuil) et l’autre linéaire (aux forts
gradients de pression). Ces lois de comportement ont été vérifiées numériquement sur des canaux auto-
affines (voir Figure 1). De telles ouvertures ont une fonction de corrélation à deux points p2(∆b,∆x),
donnant la densité de probabilité d’avoir une différence d’ouverture ∆b sur une distance ∆x qui est
caractérisée par une invariance λζp2(λ

ζ∆b, λ∆x) = p2(∆b,∆x) où ζ est l’exposant de rugosité (dans
l’exemple λ = 0.8) et λ un facteur d’échelle.
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Figure 1 – Courbe de débit en fonction de l’écart au seuil de pression pour un canal hétérogène. En
insert est representé le débit en fonction de la pression.

Figure 2 – Exemple de simulations de fluide à seuil en fracture hétérogène (avec un modèle de réseau
de pores). La pression appliquée augmente de gauche à droite. À gauche, proche du seuil, l’ensemble
du milieu est figé (en vert) sauf un seul chemin d’écoulement (en blanc). Au fur et à mesure que la
pression augmente, un nombre croissant de régions deviennent fluide.

3 Écoulement en fractures hétérogènes
Comme le montre la figure 2 dans une fracture dont l’ouverture varie aussi dans la direction normale à
l’écoulement, les régimes d’écoulement restent multiples. La figure illustre l’influence des hétérogénéités
sur les régimes d’écoulement. Dans cette série de simulation, nous avons résolu le champ de vitesses
dans un réseau de pores connecté par des seuils. Dans chacun de ces seuils, la loi eq. (4) est résolue
avec la hauteur b(x, y) distribuée aléatoirement (bruit blanc, non corrélé). On constate en particulier
que le nombre de chemins d’écoulement augmente avec la différence de pression appliquée (Cf. 2).

Pour les très fortes valeurs de pression, le nombre de chemins n’augmente plus, les pores sont déseuillés
et macroscopiquement on retrouve un comportement Newtonien, Q ∝ ∆P .

Pour des pressions proches du seuil on constate qu’un seul chemin est actif Fig. (2 gauche). Ce constat
permet de déterminer la valeur de la différence de pression critique (voir aussi [6]). En effet, si un seul
chemin est actif alors les relations eqs. (4) et (5) sont valables sur ce chemin. La relation (5) permet de
déterminer le premier chemin d’écoulement et son seuil : c’est celui, parmi tous les chemins connectant
un bord à l’autre, qui a la plus faible valeur de seuil. A savoir :

∆Pc = τ0min
C

∫

C

1

b(x, y)
ds. (10)

Le seuil est donc une quantité purement géométrique pouvant être déterminé par de simples algorithmes
de minimisation. De plus, la relation eqs. (4) conduit à la conclusion que, proche du seuil (i.e. lorsque
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l’écoulement passe par un seul chemin), on doit avoir un comportement quadratique du débit, Q ∝
(∆P −∆Pc)

2.
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Figure 3 – Gauche : courbe de débit en fonction de l’écart au seuil de pression pour une fracture
hétérogène de distribution aléatoire non corrélée. Droite : Proportion de liens déseuillés en fonction de
l’écart de pression.

La figure 3 (gauche) représente la courbe de débit-pression sur une échelle logarithmique. Si on retrouve
bien un comportement quadratique proche du seuil et linéaire pour les pressions élevées, on constate
également la présence d’un troisième régime. Celui-ci se caractérise également par comportement en
loi de puissance (Q ∝ ∆P 2,5 ici). Ce régime est intermédiaire entre celui où un seul canal est ouvert à
celui où l’ensemble est ouvert. Cette transition s’illustre sur la figure 3(droite) qui représente le pour-
centage de liens déseuillé en fonction de l’écart au seuil de pression. On constate que le premier régime
correspond effectivement à un nombre de liens ouvert constant. Le changement de pente correspond à
un saut significatif de ce nombre de liens. Par ailleurs, on pourra noter que dans ce régime le nombre
de liens augmente par paliers successifs (de plus en plus petits). Initialement, ces chemins ont une
extension de l’ordre de la taille du système. Au fur et à mesure que la pression augmente, ces chemins
s’interconnectent par des chemins de plus en plus petits ; à la fin le fluide s’écoule par l’ensemble des
canaux.

4 Conclusions
Nous nous sommes intéressé à l’étude d’écoulement de fluides à seuil en fractures hétérogènes. Nous
avons montré en particulier que la présence d’hétérogénéités dans le milieu induisent différent types
de lois d’écoulement. Dans un fracture unidimensitionnelle (invariant suivant la direction transverse)
le seuil de pression est obtenue par l’intégrale des seuils le long de la fracture. Nous avons observé
un régime d’écoulement quadratique proche du seuil et un régime linéaire loin de celui-ci. Ces deux
régimes peuvent se prédirent analytiquement.

Dans le cas de fractures hétérogènes bidimensionnelles, nous avons observé la présence de trois régimes.
Le premier, proche du seuil de pression, est quadratique car il correspond à la présence d’un seul canal
d’écoulement. Pour les très fortes pressions, le comportement est linéaire car il correpond au cas où
l’ensemble du milieu est loin du seuil et donc se comporte comme un fluide Newtonien. Le régime
intermédiaire se caratérise par un accroissement discontinu de la proportion de fluide déseuillée. Dans
ce régime, l’écoulement suit également une loi de puissance qui dépend de la statistique du champ
d’ouverture.

Nous poursuivons actuellement ces travaux avec des expériences d’écoulements de Carbopol en fractures
(voir figure 4). Nous développons également des méthodes numériques de types "Lattice-Boltzmann"
de façon à résoudre précisement les équations de Stokes non-Newtonien en milieux poreux bi- ou
tri-dimensionnels.
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Figure 4 – Éxperience d’écoulement de Carbopol en fracture hétérogène. Proche du seuil d’écoulement,
quelques chemins seulement s’écoulent.
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