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Résumé :

Une méthode inverse fondée sur la théorie du contrôle optimal est employée afin d’identifier les pa-
ramètres mécaniques d’une poutre en béton comprenant une barre en acier. Les paramètres mécaniques
de la poutre sont déterminés par la minimisation d’une fonctionnelle d’écart entre la solution numérique
et les mesures. Les paramètres de la poutre sont définis sur une taille de maille grossière (H) alors que
la résolution du problème direct par la méthode des éléments finis est réalisée sur une maille fine (h).
Ceci permet de réduire le nombre de paramètres à identifier. Concernant l’aspect logiciel, un supervi-
seur en Python avec des appels au code de calculs éléments finis Code Aster a été développé afin de
résoudre ce problème inverse. En utilisant la méthode inverse avec des mesures de déformation, nous
sommes capables d’identifier une perte de section locale de la barre en acier ainsi qu’une diminution
du module d’Young dans une partie de la poutre en béton.

Abstract :

The paper deals with the determination of mechanical parameters in a 2D beam using inverse modeling
technique. The optimal control theory is employed. In our strategy, the beam is instrumented with strain
sensors, and a known dynamic load is applied. In the inverse technique, two space discretizations are
considered : a fine dicretization (h) to solve the structural dynamic problems and a coarse discretization
(H) for the beam parameter identification. To get the beam parameters, we minimize a classical data
misfit functional using a gradient-like algorithm. A low-cost computation of the cost functional gradient
is performed using the adjoint problem solution. Our procedure is implemented in a general way using
Python script and the finite element Code Aster. First results show that a local reduction of the steel
bar cross-sections and a local decrease of concrete Young modulus can be detected using this inverse
technique.

Mots clefs : problème inverse ; problème adjoint ; dynamique

1 Introduction

Dans de nombreux ouvrages du génie civil, notamment les Viaducs à travées Indépendantes à Poutres
en béton Précontraint (VIPP), les poutres renforcées (armatures passives) et précontraintes consti-
tuent un élément essentiel. Entre 1945 et 1965, plus de 1000 VIPP furent construits [1]. Afin de
réduire les coûts de maintenance de ces ouvrages et afin de garantir la sécurité des usagers, il est im-
portant d’identifier le plus tôt possible les poutres endommagées. Pour cela, des méthodes de contrôle
non-destructives doivent être employées. Dans [2], une méthode inverse, fondée sur une modélisation
1D et les réponses temporelles de la poutre, a été proposée afin d’identifier une éventuelle perte de
précontrainte. Ici, nous privilégions une méthode inverse fondée sur une modélisation 2D de la poutre.
Ceci permet une meilleure prise en compte de la position 2D des capteurs et une description fine de
la géométrie et de la position des barres en acier dans la poutre. A partir de mesures temporelles de
déformation, l’objectif est d’identifier une réduction locale de la section d’une barre d’acier et une
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diminution du module d’Young du béton dans une zone endommagée. Ainsi, nous proposons une
méthode inverse fondée sur la théorie du contrôle optimal [3]. Les équations 2D de l’élastodynamique
sont considérées et le chargement est supposé connu. Le problème inverse est résolu en utilisant les
outils numériques de l’ingénieur : code de calculs éléments finis Code Aster [4], la librairie Python
Numpy et l’API Python de la plateforme SALOME [5]. Sur une poutre 2D en béton comprenant une
barre en acier, nous montrons qu’une réduction locale de 25% de la section de la barre d’acier et
une diminution locale de 25% du module d’Young du béton peuvent être détectées en utilisant cette
méthode inverse.

2 Méthode inverse pour identifier une perte de section de la barre
en acier et une diminution locale du module d’Young du béton
dans une poutre 2D

On considère une poutre 2D en béton comprenant une barre en acier satisfaisant les équations de
l’élastodynamique. Concernant la barre en acier, on néglige le travail des efforts de cisaillement et le
travail des moments de flexion. On suppose également une parfaite adhérence entre la barre en acier
et le béton.

Problème direct : On cherche le champ de déplacement u ∈ U0 = {u∗ ∈ H1(Ω)\u∗ = 0 sur ∂Ωi}
tel que : ∫

Ω
ρcü.u

∗dΩ +

∫
Γ
ρbSbü.u

∗dΓ +

∫
Ω
ε(u) : Kcε(u

∗)dΩ +

∫
Γ
EbSb

∂ux
∂x

∂u∗x
∂x

dΓ

−
∫
∂Ωf

F d.u
∗∂Ω = 0, ∀u∗ ∈ U0

(1)

Les conditions initiales sont supposées nulles.
Les paramètres indexés par “c” (resp. “b”) sont associés au béton (resp. à la barre en acier). On
rappelle que le chargement dynamique F d est supposé connu.

L’objectif est d’identifier la section de la barre en acier Sb(x) et le module d’Young du béton Ec(x) dans
une poutre 2D en béton à partir de mesures temporelles de déformation. Afin de réduire le nombre de
paramètres à identifier, on recherche Sb(x) et Ec(x) sous la forme :

Sb(x) =

nb∑
j=1

S̄bjSbud
φsj(x), Ec(x) =

nc∑
j=1

ĒcjEcud
φcj(x) (2)

où :

– Sbud
(resp. Ecud

) représente la section de la barre en acier non-endommagée (resp. le module d’Young
du béton non-endommagé) ;

– S̄bj (resp. Ēcj) correspond à la j ème section adimensionnée de la barre en acier (resp. module d’Young

adimensionné du béton) associé à la zone Γj (resp. Ωcj ), i.e. la zone où φbj(x) (resp. φcj(x)) est non

nul. S̄bj et Ēcj sont les paramètres à identifier par la méthode inverse ;

– φbj(x) et φcj(x) sont des fonctions de base définies sur une grille de maille grossière (H). Elles sont a

priori connues. En pratique, φbj(x) (resp. φcj(x)) est une fonction constante par morceaux, elle vaut
1 dans la zone Γj (resp. dans le sous-domaine Ωcj ) et 0 ailleurs.

Pour identifier les paramètres caractéristiques de la poutre, une méthode inverse fondée sur la théorie
du contrôle optimal est employée. Nous cherchons les sections adimensionnées de la barre en acier S̄bj
(j ∈ {1, .., nb}) et les modules d’Young adimensionnés du béton Ēcj (j ∈ {1, .., nc}) qui minimisent
une fonctionnelle d’écart quadratique entre les mesures temporelles de déformation et les déformations
obtenues par simulation numérique.
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Fonctionnelle à minimiser :

J(S̄b, Ēc) =
1

2

ns∑
i=1

∫ T

0

[∫
Ω
εxx(x, t)ψi(x− xi)dΩ− (εmes

xx )i(t)

]2

dt +ε1
αn1

2

∫
Γ

[
Sb(x)

Sbud

− 1

]2

dΓ

+ε2
αn2

2

∫
Ω

[
Ec(x)

Ecud

− 1

]2

dΩ

(3)

où :
– ns est le nombre de capteurs ;
– (εmes

xx )i(t) est la déformation xx mesurée par le capteur i positionné en xi ;
– ψi(x−xi) représente une fonction de pondération spatiale afin d’extraire la déformation au voisinage

du capteur i.
Dans (3), les deux derniers termes sont des termes de régularisation. ε1 et ε2 représentent les poids
adimensionnés associés à la régularisation. αn1

et αn2
permettent d’assurer l’homogénéité de la fonc-

tionnelle J.

La minimisation de la fonctionnelle est réalisée de manière itérative par une méthode de type gradient.
Afin de calculer le gradient de la fonctionnelle à moindre coût, nous utilisons la solution du problème
adjoint défini ci-dessous.

Problème adjoint : On cherche le déplacement ũ ∈ U0 = {u∗ ∈ H1(Ω)\u∗ = 0 sur ∂Ωi} tel que :∫
Ω
ρc ¨̃u.u∗dΩ +

∫
Γ
ρbSb ¨̃u.u∗dΓ +

∫
Ω
ε(ũ) : Kcε(u

∗)dΩ +

∫
Γ
EbSb

∂ũx
∂x

∂u∗x
∂x

dΓ

−
ns∑
i=1

∫
Ω

[∫
Ω
εxx(x, t)ψ(x− xi)dΩ− (εmes

xx )i(t)

]
ψi(x− xi)

∂u∗x
∂x

dΩ = 0, ∀u∗ ∈ U0

(4)

Les conditions finales sont nulles.
Il est important de noter que le problème adjoint correspond ici à un problème d’élastodynamique
rétrograde en temps (conditions finales nulles). Le problème adjoint peut être résolu avec des codes
de calculs éléments finis classiques.

A partir de la solution du problème direct (1) et la solution du problème adjoint (4), nous pouvons
montrer que le gradient de la fonctionnelle est

∂J

∂S̄bj
= −

∫ T

0

∫
Γ
EbSbud

φbj(x)
∂ux
∂x

∂ũx
∂x

dΓdt−
∫ T

0

∫
Γ
ρbSbud

φbj(x)ü.ũdΓdt

+ ε1αn1

∫
Γ

(
Sb(x)

Sbud

− 1

)
φbj(x)dΓ

(5)

∂J

∂Ēcj
= −

∫ T

0

∫
Ω
dλDPφ

c
j(x)div(u)div(ũ)dΩdt−

∫ T

0

∫
Ω

2dµDPφ
c
j(x)ε(u) : ε(ũ)dΩdt

+ ε2αn2

∫
Ω

(
Ec(x)

Ecud

− 1

)
φcj(x)dΩ

(6)

où :

dλDP =
Ecud

νc
(1 + νc)(1− νc)

, dµDP =
Ecud

2(1 + νc)
(7)

Après avoir déterminé la direction de descente à l’aide du gradient de la fonctionnelle, plusieurs
résolutions du problème direct sont effectuées afin de déterminer le pas de descente optimal. Ensuite,
on met à jour les paramètres de la poutre.
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En résumé, à chaque itération de la méthode inverse :
– on résout le problème direct (équations élastodynamique) en considérant les paramètres de la poutre
Sb(x) et Ec(x) calculés à la précédente itération ;

– on résout le problème adjoint (équations élastodynamique rétrograde en temps) ;
– on calcule le gradient de la fonctionnelle à partir de la solution du problème direct et la solution du

problème adjoint ;
– on met à jour la section de la barre en acier Sb(x) et le module d’Young du béton Ec(x).

3 Exemple numérique

3.1 Définition du problème d’identification

Une poutre 2D en béton comprenant une barre en acier (voir Figure 1) est étudiée sous l’hypothèse
de déformations planes. Le chargement dynamique appliqué sur la partie supérieure de la poutre est
défini par :

F d(t) =

−Fmaxsin

(
2π

Tc
t

)
y, t ∈ [0, Tc/2[

0, t ∈ [Tc/2, T ]
(8)

Valeurs numériques : Fmax = 104N/m2, Tc = 2s, T = 5s.

Dans ce cas-test, la barre en acier est décomposée en 5 tronçons (nb = 5 dans (2)). La section de la
barre en acier est considérée constante dans chaque tronçon. Concernant le béton, on suppose que la
diminution du module d’Young du béton est restreint à la zone Ωc située en-dessous de la barre en
acier. Le domaine Ωc est également décomposé en 5 sous-domaines (nc = 5 dans (2)). Dans chaque
sous-domaine j, le module d’Young du béton Ecj est considéré constant. Nous considérons que la
section de la barre en acier (resp. le module d’Young du béton) est connue et non-endommagée dans
les tronçons 1 et 5 (resp. dans les sous-domaines 1 et 5). On a Sb1 = Sb5 = Sbud

et Ec1 = Ec5 = Ecud
.

Par conséquent, à l’aide de la méthode inverse nous avons pour but d’identifier les sections normalisées
de barre en acier S̄b2, S̄b3, S̄b4 et les modules d’Young normalisés du béton Ēc2, Ēc3, Ēc4, ils sont définis
par :

Sbj = S̄bjSbud
, avec Sbud

= 0, 04; Ecj = ĒcjEcud
, avec Ecud

= 40 GPa (9)

En pratique, les données εmes
xx sont mesurées. Cependant, ici, εmes

xx est déduit d’une solution numérique
de référence en considérant le chargement (8) et les paramètres suivants :{

Sex
b1

= Sex
b2

= Sex
b4

= Sex
b5

= 0, 04 & Sex
b3

= 0, 03

Eex
c1 = Eex

c2 = Eex
c4 = Eex

c5 = 40 GPa & Eex
c3 = 30 GPa

(10)

Les capteurs sont positionnés dans la partie inférieure de la poutre en béton, leur position est :

S1 : (3L/16, H/8);S2 : (5L/16, H/8);S3(7L/16, H/8);S4(L/2, H/8);S5(9L/16, H/8);

S6 : (11L/16, H/8);S7(13L/16, H/8).
(11)

Afin d’éviter un “crime inverse”, on utilise le code de calculs éléments finis FreeFem++ [6] afin de
déterminer la solution de référence et on utilise Code Aster dans la méthode inverse afin d’identifier
les paramètres de la poutre en béton.
Grâce au superviseur Python de Code Aster et au module Pickle de Python, nous sommes capables de
sérialiser les champs utiles pour le calcul du gradient de la fonctionnelle (5,6). Les champs utiles pour
le problème direct sont la déformation dans la barre en acier et dans la partie inférieure de la poutre
en béton ainsi que l’accélération de la barre en acier. Concernant le problème adjoint, les champs utiles
sont la déformation dans la barre en acier et dans la partie inférieure de la poutre en béton ainsi que le
déplacement de la barre. Un script Python permet de calculer le calcul du gradient de la fonctionnelle
et de mettre à jour les paramètres de la poutre.
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Fd(t)

∂Ω
i

∂Ω
i

∂Ω
f

г
H/4

H

L

TTc/2 t(s)

-Fd

 strain sensor

Figure 1 – Poutre 2D en béton avec une barre en acier horizontale - Barre en acier décomposée en 5
tronçons : Section constante dans les tronçons - Partie inférieure de la poutre en béton décomposée en
5 sous-domaines : Module d’Young du béton constant dans les sous-domaines. - Poutre instrumentée
avec 7 capteurs de déformation.

k δk erelk (%) Sb2 Sb3 Sb4 Ec2(GPa) Ec3(GPa) Ec4(GPa)
it 0 4 2.9.10−7 10.3 0.040 0.040 0.040 40.0 40.0 40.0
it 1 2 1.7.10−7 36.0 0.040 0.040 0.040 39.6 35.2 39.4
it 2 2 1.6.10−7 33.7 0.040 0.039 0.040 40.0 34.1 39.4
it 3 2 1.4.10−7 28.3 0.039 0.035 0.039 40.0 31.7 40.0
it 4 2 1.4.10−7 28.0 0.040 0.035 0.039 40.0 31.5 40.0

Table 1 – Sections associées à la barre en acier et Modules d’Young du béton pour la partie inférieure
de la poutre à chaque itération de l’algorithme

3.1.1 Résultat obtenu par la méthode inverse

Les résultats de l’identification des paramètres à chaque itération sont synthétisés dans le Tableau 1.
A chaque itération, l’écart aux mesures δ et l’erreur relative associée erel sont calculées.

δi =

(∫ T

0

[
(εsimxx )i(t)− (εmes

xx )i(t)
]2
dt

)1/2

, i ∈ {1, .., ns}

ereli =
δi(∫ T

0 [((εmes
xx )i(t)]

2 dt
)1/2

, i ∈ {1, .., ns}
(12)

Dans le Tableau 1, k correspond au numéro du capteur où l’écart à la mesure est maximal.

Il est important de souligner que ces résultats ont été obtenus en considérant de “faibles” paramètres
de régularisation (ε1 = 10−16, ε2 = 10−13). A partir de l’itération 3, nous remarquons que l’écart aux
mesures a atteint un plateau. Ceci est dû au fait que, pour un jeu de paramètres donné, la solution de
(1) obtenue avec FreeFem++ n’est pas strictement égale à la solution de (1) obtenue avec Code Aster.
Par conséquent, le processus doit être stoppé à l’itération 4. A l’itération 4, l’erreur entre la mesure
de déformation du capteur 2 et la déformation obtenue numériquement est d’environ 30%. Ainsi, le
module d’Young du béton dans la zone (endommagée) 3 est identifié avec une erreur de 5% et la
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section de la barre dans le tronçon 3 est déterminé avec une erreur de 15%.

4 Conclusions

Une méthode inverse, fondée sur les équations 2D en élastodynamique et des mesures temporelles de
déformation, est proposée afin d’identifier les paramètres de la poutre : section d’une barre en acier
et module d’Young du béton. Sur une poutre 2D en béton comprenant une barre en acier, la méthode
permet de détecter une réduction locale de 25% de la section de la barre d’acier et une diminution
locale de 25% du module d’Young du béton.
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