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Résumé : 
L’objectif principal de ce travail est de prévoir le comportement dynamique en flexion d’un rotor monté sur des paliers 
hydrodynamiques non linéaires en présence de mouvements du support rigide. Le modèle de rotor proposé est basé sur 
les éléments finis de poutre de Timoshenko. Il prend en compte la dissymétrie géométrique de l’arbre et/ou du disque 
rigide ainsi que les six mouvements déterministes de rotation et de translation du support qui se couplent aux 
excitations dues au balourd. Ainsi les équations du mouvement du rotor en flexion contiennent des coefficients 
paramétriques variables dans le temps qui peuvent conduire à une instabilité dynamique latérale. Les effets des 
mouvements du support combinés aux paliers hydrodynamiques sont analysés et discutés grâce à des cartes de stabilité, 
des orbites du rotor ainsi que des analyses spectrales. 

Abstract: 
The major purpose of this work is to investigate the dynamic behavior in bending of a rotor mounted on non-linear 
hydrodynamic bearings in the presence of rigid support movements. The proposed rotor model is based on the 
Timoshenko beam finite elements. It takes into account the geometric asymmetry of shaft and/or rigid disk and the six 
deterministic translations and rotations of its support coupled with the mass unbalance excitations. Thus the obtained 
equations of motion of the rotating rotor in bending contain time-varying parametric coefficients which can provide 
lateral dynamic instability. The effects of motions of the support combined with the hydrodynamic bearings are 
analyzed and discussed by means of stability charts, orbits of the rotor and spectral analyses. 

Mots clefs : Rotor dissymétrique, rotor embarqué, palier hydrodynamique, dynamique non linéaire, 
mouvement du support 

1 Introduction 
De nombreuses applications industrielles utilisent les machines tournantes qui peuvent être sur un support mobile. Un 
groupe moto propulseur d’un véhicule est un exemple de rotor dont le support est en mouvement. L’analyse des 
vibrations de rotors sur un support fixe est largement détaillée dans [1,2]. La stabilité et les réponses dynamiques d’un 
rotor avec une dissymétrie géométrique sont calculées dans [3,4]. Les études portant sur la stabilité et le comportement 
dynamique des rotors, dont les paliers sont hydrodynamiques non linéaires, sont effectuées dans [5-7]. Divers travaux 
théoriques ont été développés pour calculer la réponse forcée du rotor, dont le support est excité par un choc, et pour 
comparer les résultats numériques à un dispositif expérimental [8,9]. Lorsque le support du rotor est soumis à une 
excitation déterministe harmonique, des récentes publications montrent la comparaison entre des orbites numériques et 
expérimentales [10], les réponses dynamiques en fréquence à cette excitation [11] et le contrôle actif des vibrations 
transversales du rotor [12]. Les orbites et leur analyse spectrale sont calculées dans [13] pour un rotor sur des paliers 
hydrodynamiques linéarisés et excité par des mouvements harmoniques combinés de son support. 

Le présent travail est basé sur le modèle présenté dans [13] et l’étend pour contenir des paliers hydrodynamiques non 
linéaires. Le modèle de rotor proposé est basé sur les éléments finis de poutre de Timoshenko. Il prend en compte la 
dissymétrie géométrique de l’arbre et/ou du disque rigide ainsi que les six mouvements déterministes de rotation et de 
translation du support rigide qui se couplent aux excitations dues au balourd. Les forces non linéaires du film d’huile 
dans le palier sont traitées comme des forces extérieures au système et sont obtenues par la résolution de l’équation de 
Reynolds. L’application des équations de Lagrange fournit les équations non linéaires du mouvement en flexion du 
rotor embarqué et leur résolution est effectuée en utilisant le schéma d’intégration temporelle de Newmark. En raison de 
la dissymétrie géométrique du rotor et des mouvements de rotation du support, les équations du mouvement contiennent 
des termes paramétriques variables dans le temps qui peuvent conduire à une instabilité dynamique latérale. L’effet des 
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mouvements du support et l’intérêt du modèle non linéaire pour le palier hydrodynamique sont analysés et discutés 
grâce à des cartes de stabilité, des orbites du rotor ainsi que des analyses spectrales. 

2 Calculs de base 
Les composants de base du rotor sont le disque, l’arbre, le balourd, le palier et le support. Les excitations prises en 
compte sont dues au balourd et aux mouvements du support supposé indéformable. Trois repères principaux (figure 1(a)) 
sont définis pour prendre en compte la mobilité du support lors de l’étude du mouvement d’un rotor embarqué : 
Rg(xg,yg,zg) est le repère galiléen lié au sol, R(x,y,z) est le repère lié au support rigide et Rl(xl,yl,zl) est le repère local lié 
au rotor mobile. Les mouvements de rotation du support sont décrits par les composantes ωx(t), ωy(t) et ωz(t) du vecteur 
rotation du support R par rapport au sol Rg exprimées dans le référentiel R. Ses mouvements de translation sont décrits 
par les coordonnées xO(t), yO(t) et zO(t) du vecteur position OgO projetées dans le référentiel R. Les angles d’Euler ψ(y,t), 
θ(y,t) et φ (t) (figure 1(b)) permettent de définir la rotation du rotor Rl par rapport à son support R. Ainsi, le vecteur 

rotation instantanée 
g

l

R

R
ω  du rotor Rl par rapport au sol Rg est défini dans Rl par : 

 
g g

l l

R R R
RR R

= +ω ω ω  (1) 

Le vecteur précédent est décrit en fonction de (ψ, θ, φ ) et leur dérivée temporelle ainsi que (ω
x, ωy, ωz). La vitesse de 

rotation Ω du rotor est une constante. Donc la rotation propre φ  est remplacée par Ωt et sa dérivée φ • par Ω (• désigne 

une différentiation par rapport au temps t). Soit un point arbitraire Cinit de la ligne moyenne de l’arbre non déformé 
(c’est-à-dire dans sa position initiale) de coordonnées (0,y,0) dans le repère lié au support R. Il s’agit d’étudier ses 
déplacements dynamiques en flexion u(y,t) et w(y,t) respectivement selon les axes Ox et Oz du repère R (figure 1(b)). 

(a) (b) (c)  

FIG. 1 – (a) Systèmes de coordonnées pour le rotor embarqué, (b) Angles d’Euler,                                                          
(c) Vue schématique d’un palier hydrodynamique. 

3 Energies et travail virtuel des composants du rotor embarqué 

3.1 Disque, arbre et balourd 
Les équations nécessaires sont exposées dans [13,14] et les calculs sont brièvement décrits ci-après. 

Puisque le disque est considéré comme rigide, seule l’énergie cinétique est calculée. L’énergie cinétique d’un volume 
élémentaire d’arbre est considérée comme une généralisation du cas de disque. De plus, l’énergie potentielle de 
déformation de l’élément fini d’arbre est calculée en utilisant la théorie de Timoshenko. Le balourd localisé dans le  
plan du disque est caractérisé par son énergie cinétique. 

3.2 Palier hydrodynamique 
Les paliers courts hydrodynamiques sont considérés. La figure 1(c) montre un schéma simple d'un palier 
hydrodynamique qui est constitué d'un coussinet fixe contenant un arbre tournant. Les points O et Ol représentent 
respectivement les centres du palier et de l’arbre. Le rayon, la longueur, le jeu radial et la viscosité dynamique du palier 
sont respectivement rp, lp,  jp=rp-ra et µp où ra est le rayon de l’arbre. 

A une vitesse de rotation constante Ω du rotor et pour une charge statique constante Wr crée par le poids du rotor, le 
centre géométrique de l’arbre Ol dans le palier occupe une position d’équilibre statique Cp

0 définie par le vecteur des 

déplacements δp
0=<up

0,wp
0>R

T exprimé dans le repère R ou de manière équivalente par l’excentricité statique 0 0
p pe = δ  

du centre géométrique de l’arbre dans le palier et par l’angle de calage statique φp
0. 

En régime dynamique, le vecteur des déplacements latéraux du centre géométrique de l’arbre dans le palier est 
δp=<up,wp>R

T. De plus, le champ de pression est déduit de l’équation de Reynolds et son intégration prenant en compte 
les conditions aux limite de Gümbel conduit aux forces hydrodynamiques Fp

ta et Fp
ra exprimées dans le repère polaire 

lié au palier Rp(ta,ra) et données par (voir [15]) : 
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où εp et φp sont respectivement l’excentricité dynamique relative (adimensionnée) et l’angle de calage dynamique. Les 
coordonnées de la position statique Cp

0 peuvent être obtenues en rendant nulles les dérivées temporelles de (εp, φp) et la 
magnitude de la somme vectorielle pour les composantes (Fp

ta, Fp
ra) égale à la charge statique Wr. Les forces 

hydrodynamiques Fp=<Fp
u,Fp

w>R
T  projetées dans le repère R sont obtenues par un changement de base classique entre 

les repères R et Rp. Elles sont des fonctions non linéaires du vecteur des déplacements dynamiques en flexion δp et du 

vecteur vitesse pδ
ɺ  du centre de l’arbre. Afin d’appliquer les équations de Lagrange, le travail virtuel des forces 

hydrodynamiques Fp doit être établi : 

 ( ),T
p p p p pWδ δ= F δ δ δɺ  (4) 

où T est le symbole matriciel de transposition. Si l'analyse linéaire d'un palier hydrodynamique est considérée, les 
déplacements latéraux dynamiques δp de la ligne moyenne de l’arbre dans le palier sont supposés être très petits au 
voisinage de la position d’équilibre statique δp

0 et un développement en série de Taylor limité à l’ordre 1 des forces 
dynamiques du film d’huile est construit comme suit : 

 ( ) ( )0, ,p p p p p p p p p= − −F δ δ F δ 0 c ∆δ k ∆δɺ ɺ  (5) 

avec : 0 ; ; ;
xx xz xx xz
p p p p

p p p p p p pzx zz zx zz
p p p p

c c k k

c c k k

   
= − = = =   

      
∆δ δ δ ∆δ δ c kɺ ɺ  (6) 

où Fp(δp
0,0) est le vecteur des forces hydrodynamiques statiques du palier qui doit équilibrer la charge Wr induite par le 

poids du rotor. cp and kp sont les matrices d’amortissement et de raideur du palier hydrodynamique linéarisé qui peuvent 
être trouvées dans [15] . 

4 Equations du mouvement 
La méthode des éléments finis est choisie afin de discrétiser le rotor et de décrire son mouvement transversal en 
fonction du vecteur des déplacements nodaux défini par δn=<un,wn,θn,ψn>R

T, c’est-à-dire que le rotor a deux translations 
et deux rotations à chaque nœud. L’élément fini d’arbre a deux nœuds et les fonctions de forme sont basées sur la 
théorie de poutre de Timoshenko. Les équations non linéaires du mouvement d’un rotor embarqué sont déduites des 
équations de Lagrange et peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),r r r r r r r p r rt t t t+ + = +M δ C δ K δ F F δ δɺɺ ɺ ɺ  (7) 

où M r(t) est la matrice de masse avec des coefficients paramétriques périodiques dus à la dissymétrie géométrique du 
rotor. Cr(t) et K r(t) sont respectivement les matrices d’amortissement et de raideur avec des coefficients paramétriques 
périodiques dus à la dissymétrie géométrique du rotor et des coefficients paramétriques variables dans le temps dus aux 
rotations du support. Fr(t) est le vecteur des forces extérieures dues au balourd et aux mouvements de rotation et de 

translation du support. ( ),p r rF δ δɺ  est le vecteur des forces non linéaires dues aux paliers hydrodynamiques qui est en 

opposition au mouvement du rotor. Les expressions des matrices et des vecteurs peuvent être trouvées dans [13,14]. 

Lorsque l’approximation linéaire (5) est utilisée pour les paliers, les équations du mouvement du rotor sont linéaires à 
coefficients paramétriques. 

5 Analyse dynamique 
Dans le cas d’un palier linéarisé, le mouvement dynamique transitoire du rotor est obtenu en résolvant les équations 
linéaires de mouvement à l’aide de l'algorithme implicite d'intégration temporelle de Newmark basé sur l'accélération 
moyenne (βNe=1/4 et γNe=1/2). La position d’équilibre statique δr

0 est utilisée pour initialiser le problème dynamique 
transitoire. Le temps d'intégration final est choisi tel que les effets transitoires ont disparu et le régime permanent est 
atteint. Lorsque les paliers non linéaires sont considérés, il est nécessaire de combiner une procédure itérative de 
Newton-Raphson et le schéma implicite d’intégration de Newmark, ce qui augmente considérablement le temps de 
calcul. Il est donc avantageux d’utiliser le modèle linearisé, mais cela nécessite d’établir précisément sa limite de 
validité confrontant aux résultats du modèle non linéaire. La stabilité du rotor embarqué est évaluée en utilisant la 
théorie de Floquet (voir [14]). 
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6 Simulations et discussion 
Le rotor symétrique monté sur des paliers hydrodynamiques (figure 2) est soumis à un balourd tournant combiné à un 
mouvement de rotation harmonique du support autour de l’axe Ox exprimé par ωx=ωx,acosΩxt en rad/s. Les 
caractéristiques des matériaux et les propriétés géométriques du rotor et des paliers sont fournies dans le tableau 1. 
L’arbre est discrétisé en huit éléments finis identiques de poutre de Timoshenko. Le disque est localisé au nœud 5 et les 
paliers # 1 et # 2 sont respectivement localisés aux nœuds 1 et 9. Le rotor fonctionne à une vitesse de rotation constante 
Ω=1200 tr/min (= 20 Hz=fréquence du balourd). Les coordonnées adimensionnées de la position d’équilibre statique du 
centre géométrique de l’arbre dans les paliers sont données par δp

0/jp=<-0.29,-0.88>R
T. Les matrices d’amortissement et 

de raideur des paliers linéarisés sont exprimées comme suit : 

 
3 4 6 6

4 4 6 7

3.50 10 1.08 10 1.30 10 1.32 10
N m s ; N m

1.08 10 7.57 10 6.30 10 1.94 10
p p

   × × × ×
= =   × × × ×   

c k  (8) 

 

FIG. 2 – Diagramme schématique du rotor embarqué sur des paliers hydrodynamiques. 

 

TAB. 1 – Caractéristiques essentielles du rotor et des paliers 

Densité des matériaux du disque et de l’arbre 
Rayon, épaisseur et position du disque 

Module d’Young et coefficient de Poisson de l’arbre 
Rayon et longueur de l’arbre 

Balourd et sa phase 

ρd=ρa=7800 kg/m3 
rd=0,15 m; ed=0,03 m; yd=0,2 m 

Ea=2×1011 N/m2; νa=0,3 
ra=0,04 m; la=0,4 m 

mbrb=1500 g mm; ηb=0° 
Rayon et longueur des paliers 

Positions des paliers 
Jeu radial des paliers 

Viscosité dynamique du film d’huile 

rp=0,04 m; lp=0,01 m 
yp.# 1=0 m; yp.# 2=0,4 m 

jp=2×10-4 m 
µp=288×10-4 Pa s 

 

D’après les équations linéaires du mouvement du rotor embarqué présentées dans [13], les mouvements de rotation du 
support ont une influence paramétrique sur ces équations et des possibles zones d’instabilité dynamique peuvent 
survenir. Pour  une certaine vitesse de rotation Ω du rotor et une rotation sinusoïdale du support définie par     
ω

x=ωx,acosΩxt, deux facteurs influencent les niveaux d’excitation paramétrique du rotor sur des paliers 
hydrodynamiques linéarisés : l’amplitude ω

x,a et la fréquence Ω
x. Donc l’analyse de stabilité du rotor doit porter sur ces 

deux paramètres. La figure 3 montre bien le risque d’instabilité du rotor dû à cette rotation harmonique du support. 

 

FIG. 3 – Carte de stabilité du rotor sur des paliers hydrodynamiques linéarisés et soumis à une rotation harmonique du 
support avec ωx=ωx,acosΩxt. 

Stable 
 

Instable 
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Toutes les orbites présentées sur la figure 4 sont adimensionnées par rapport au jeu radial jp des paliers et sont donc 
tracées à l’intérieur du cercle unité (courbes rouges). La figure 4 montre une comparaison des orbites linéaires et non 
linéaires du rotor excité par le balourd et le mouvement de rotation harmonique du support. Puisque les excitations dues 
au balourd et au mouvement de rotation du support sont sinusoïdales et commensurables, l’excitation extérieure du rotor 
est périodique de période τex égale à l’inverse du plus grand commun diviseur pour la fréquence Ω du balourd et la 
fréquence Ωx de la rotation du support. Pour des faibles balourds, les orbites calculées à partir des modèles linéaire et 
non linéaire du palier sont similaires. Par ailleurs, plus le balourd augmente, plus le modèle linéaire est proche de sa 
limite de validité. Selon la figure 4(a), le balourd choisi correspond à la limite du modèle linéaire. Pour une petite 
amplitude (ωx,a=1×10-2 rad/s) de la rotation du support (figure 4(b)), les orbites sont largement similaires pour les deux 
modèles. Lorsque ωx,a=0 et 1×10-2 rad/s, la période τr des orbites linéaires et non linéaires est égale à la période τex de 
l’excitation extérieure du rotor. Dans le cas d’une amplitude plus grande (ωx,a=12×10-2 rad/s), le modèle non linéaire 
donne une orbite très complexe avec un changement de régime : il y a apparition d’une bifurcation qui correspond à un 
doublement de période de l’orbite (figure 4(c)), c’est-à-dire que le mouvement non linéaire est 2τex-périodique. Par 
contre, le modèle linéaire du palier n’est pas capable de reproduire ce doublement de période, c’est-à-dire que le 
mouvement linéaire est 1τex-périodique. 

Les réponses temporelles adimensionnées (figure 5) du rotor au palier # 2 pour une rotation sinusoïdale du support 
d’amplitude ωx,a=12×10-6 rad/s et de fréquence Ω

x=80 Hz confirment le résultats fournis sur la figure 4(c) car la période 
τr,nl de la réponse non linéaire est deux fois plus grande que celle linéaire τr,l. De plus, le spectre de fréquences (FFT) 
non linéaires est beaucoup plus riche et contient des sur- et sous-harmoniques générées par les non linéarités des paliers 
hydrodynamiques. 

 

 Modèle linéaire Modèle non linéaire 

(a
) ω

x,
a =

0
 

 

(b
) 
ω

x,
a =

1×
10

-2
 r

ad
/s

  

(c
) ω

x,
a =

12
×

10
-2
 r

ad
/s

  
FIG. 4 – Comparaison des orbites linéaires et non linéaires du rotor au palier # 2 pour des rotations du support de 

fréquence Ωx=80 Hz et d’amplitude : (a) ωx,a=0 rad/s, (b) ωx,a=1×10-2 rad/s, (c) ωx,a=12×10-2 rad/s. 
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FIG. 5 – Réponses temporelles linéaire et non linéaire du rotor et leurs spectres au palier # 2 pour une rotation 
sinusoïdale du support d’amplitude ω

x,a=12×10-2 rad/s et de fréquence Ω
x=80 Hz. 

7 Conclusion 
Un modèle éléments finis est présenté afin de prévoir le comportement dynamique d’un rotor symétrique dont le 
support est soumis à une rotation harmonique. Des instabilités possibles du rotor sur des paliers hydrodynamiques  
linéarisés peuvent être induites dans le cas de rotation du support. A partir d’un certain niveau d’excitation harmonique 
du support, la réponse forcée du rotor sur des paliers non linéaires correspondant à un doublement de période présente 
une bifurcation, ce qui laisse présager une transition vers le chaos. En augmentant l’amplitude de la rotation sinusoïdale 
du support, le modèle linéaire des paliers hydrodynamiques trouve quant à lui des limites de validité. 
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