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Résumé :

Une méthode de localisation de défaut dans un système mécanique vibrant est présentée. Cette méthode
est basée sur le recalage d’un modèle éléments finis composé de deux sous-structures. Le recalage est
conduit au travers du Subspace Fitting, par corrélation d’une matrice d’observabilité expérimentale avec
celle formé à partir du modèle éléments finis. La localisation du défaut est effectuée en recalant les
propriétés géométriques et matérielles de l’une d’entre elles jusqu’à ce que les paramètres de cette sous-
structure collent à l’endommagement. L’approche est validée par simulation d’une poutre endommagée
localement au travers de la réduction de son module d’Young.

Abstract :

The present work investigates a substructure finite element model based approach to localize damages
in a complex mechanical system using the subspace fitting method. In this framework, the mechanical
system is partitioned into several substructures, each of these being described in terms of a reduced
number of component modes. The strategy enables one to localize damages in an accurate and quick
way from the consideration of such component modes. A procedure is achieved which permits to identify
any damaged substructure within the whole system. Test case is considered which highlight the relevance
of the proposed method.

Mots clefs : Subspace fitting ; Sous-structuration ; SHM

1 Introduction

La détection des dommages dans les systèmes mécaniques est une tâche cruciale pour de nombreuses
applications industrielles. Prédire l’apparition de défauts de structure d’une manière précise et rapide
permet de réduire de manière significative les coûts liés à la maintenance. Dans ce but, de nom-
breuses méthodes [2] basées sur l’analyse vibratoire dans le domaine temporel ont émergé au cours
des dernières années qui mettent l’accent sur l’évolution des propriétés dynamiques des systèmes
mécaniques. Parmi ces approches les méthodes d’identification par sous-espaces (Subspace Identifica-
tion (SI)) [13, 10, 3] semblent très efficaces pour déterminer les paramètres modaux de structures. Le
cadre des techniques SI est d’identifier une matrice d’observabilité qui contient les paramètres modaux
de la structure considérée. Cela est effectué en projetant les signaux de sortie du système sur des sous-
espaces appropriés. Des travaux récents [4] ont mis en évidence la pertinence quand à l’utilisation du
Subspace Fitting (SF) [12, 11] pour extraire ces paramètres modaux à partir la matrice d’observabilité
du système. Ici, un modèle Elément Finis (EF) de la structure est incorporé dans le SF pour mener à
bien la procédure. Les paramètres modaux de la structure saine sont recalés en minimisant une norme
d’erreur. La surveillance de l’état de santé (SHM) est effectuée en tenant compte de la variation dans
le temps de la norme d’erreur qui met en corrélation la structure saine EF à la matrice d’observabilité
expérimentale du système à surveiller. La motivation du travail présenté est d’incorporer un modèle
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EF partitionné [1] de la structure mécanique dans la procédure de SF pour identifier et localiser les
endommagements. Dans ce cadre, le système mécanique est divisé en deux sous-structures. En recalant
les paramètres de l’une des sous-structure un endommagement est localisé de manière précise. Un cas
test numérique portant sur la localisation d’un défaut dans une poutre est présenté.

2 SF pour le recalage d’un modèle EF
Le SF [12, 11] est un concept qui vise à corréler une matrice d’observabilité théorique Γ(θ) avec une
matrice d’observabilité expérimentale Γexp en exploitant le fait que

Γexp = Γ(θ)T (1)

avec T une matrice de similarité.
Γexp peut être obtenue expérimentalement par une méthode d’identification par sous-espaces [13, 10, 3].
Dans la base des modes complexes Γexp est définie comme

Γexp =


CΨ

CΨΛ
CΨΛ2

...
CΨΛα−1

 (2)

où C est la matrice des sorties, Ψ et Λ sont les vecteurs et valeurs propres complexes.
Ici la matrice Γ(θ) est supposée dépendre d’un jeu de paramètres (dénoté θ) à identifier. Le SF peut
être formulé au travers d’un problème aux moindres carrés :

{θ,T} = argmin||Γexp − Γ(θ)T ||2F (3)

ou ||.||F dénote la norme de Frobenius [9]. Ce problème est simplifié en exprimant T comme T =
Γ(θ)+Γexp (Γ(θ)+ étant la pseudo-inverse de Γ(θ))

θ = argmin||r(θ)||22 (4)

ou r(θ) = vec {(I− Γ(θ)Γ(θ)+)Γexp}.
Dans cet article Γ(θ) est obtenu à partir d’un modèle EF sous-structuré.

3 Détection d’un endommagement par sous-structuration du modèle
EF

3.1 Principe de la méthode
La méthode est appliquée sur un modèle de poutre d’Euler-Bernoulli à deux degrés de liberté par
noeud. Cette poutre est encastrée à l’une de ses extrémité. Ses propriétés sont reportées en Table 1.

Longueur (m) Largeur (m) Epaisseur (m) Module d’Young GPa Masse volumique (kg.m−3)

1 0.01 0.01 200 7850

Table 1 – Propriétés de la poutre.

Le principe de la méthode de localisation proposée repose sur la sous-structuration de ce système
mécanique par la méthode de Craig-Bampton [1], en accord avec la Figure 1.

Cette structure est composée de deux sous structures : la sous-structure principale et la sous-structure
de recalage. En utilisant la procédure de SF, la matrice d’observabilité du modèle EF est recalée à
partir d’une matrice d’observabilité expérimentale endommagée. Les paramètres à recaler sont parmi
ceux de la sous-structure de recalage, choisis en fonction du défaut.
Ici, le défaut est caractérisé par une réduction locale du module d’Young de la poutre. La position
(xc), la largeur (lx) ainsi que le module d’Young (Er) de la sous structure de recalage sont choisis
comme paramètres dans (3) pour recaler le modèle EF.
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Figure 1 – Poutre sous-structurée.

3.2 Formalisme de Craig-Bampton

En accord avec la Figure 1, la représentation d’état de chaque sous-structure i s’exprime par[
Ei
BB Ei

BI
Ei
IB Ei

II

] [
ẋiB(t)
ẋiI(t)

]
=

[
Ai
BB Ai

BI
Ai
IB Ai

II

] [
xiB(t)
xiI(t)

]
+

[
Bi
BB 0
0 Bi

II

] [
uiB(t)
uiI(t)

]
(5)[

yiB(t)
yiI(t)

]
=

[
Ci
BB 0
0 Ci

II

] [
xiB(t)
xiI(t)

]
(6)

où les indices I et B correspondent aux degrés de liberté internes et de frontière. Les matrices A et
E sont formées à partir des matrices de masse M, de raideur K et d’amortissement γ du modèle EF.
Les matrices B et C sont les matrices d’entrée et de sortie qui indiquent la position des entrées u(t)
et des sorties y(t). Le vecteur d’état x peut être exprimé suivant le formalisme de Craig-Bampton[

xiB
xiI

]
=

[
I 0

Xi
st Xi

el

] [
xiB
ηi

]
= Ti

cms

[
xiB
ηi

]
(7)

où ηi sont les coordonnées modales, Xi
st sont les modes statiques et Xi

el sont les modes à interface
fixe, obtenus par

Xi
st =

[
−Ki

II
−1

Ki
IB 0

0 −Ki
II

−1
Ki
IB

]
(8)

et (
µielE

i
II −Ai

II

)
Xi
el = 0 (9)

Après réduction du nombre de modes à interface fixe pour chaque sous-structure, le système global
est assemblé en utilisant la continuité du vecteur d’état sur l’interface

xB = x1
B = x2

B, (10)

Ê1
BB + Ê2

BB Ê1
BI Ê2

BI

Ê1
IB Ê1

II 0

Ê2
IB 0 Ê2

II


︸ ︷︷ ︸

Ecms

ẋB(t)
η̇1(t)
η̇2(t)

 =

Â1
BB + Â2

BB Â1
BI Â2

BI

Â1
IB Â1

II 0

Â2
IB 0 Â2

II


︸ ︷︷ ︸

Acms

xB(t)
η1(t)
η2(t)

+

BBB (X1
st)

TB1
II (X2

st)
TB2

II

0 (X̃1
el)

TB1
II 0

0 0 (X̃2
el)

TB2
II

uB(t)
u1
I(t)

u2
I(t)


(11)yB(t)

y1
I (t)

y2
I (t)

 =

 CBB 0 0

C1
IIX

1
st C1

IIX̃
1
el 0

C2
IIX

2
st 0 C2

IIX̃
2
el


︸ ︷︷ ︸

Ccms

xb(t)
η1(t)
η2(t)

. (12)
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Figure 2 – Signal de sortie du système endommagé : (a) Réponses temporelle et fréquentielle, (b)
Valeurs singulières

Une réduction modale est également effectuée sur les modes globaux de la structure en résolvant
l’équation aux valeurs propres

(µcmsEcms −Acms) Ψcms = 0, (13)

en ne retenant qu’un nombre réduit de modes, ce qui permet d’exprimer la matrice d’observabilité EF
sous-structurée par

Γ̃(xc, lx, Er) =


CcmsΨ̃cms

CcmsΨ̃cmsΛ̃cms
...

CcmsΨ̃cmsΛ̃
α−1
cms

 . (14)

Finalement le problème de SF s’écrit

{xc, lx, Er,T} = argmin||Γexp − Γ̃(xc, lx, Er)T ||2F (15)

L’algorithme de Nelder-Mead [7] est employé pour effectuer l’optimisation.

3.3 Validation numérique

3.3.1 Matrice d’observabilité endommagée

Pour valider notre méthode, une application numérique est considérée. A partir du modèle EF de
la poutre, un endommagement est crée. Cet endommagement correspond à la réduction du module
d’Young sur une portion de la poutre. La réponse temporelle du déplacement à l’extrémité libre de la
poutre, échantillonné à 2048 Hz, d’une durée de 5 s, est utilisé pour obtenir la matrice d’observabilité
endommagée. Cette matrice d’observabilité expérimentale est obtenue par l’algorithme d’identification
par sous-espace CVA . L’excitation est un bruit blanc au même emplacement que le signal de sortie.
Dans la bande de fréquence considérée ([0 : 1024] Hz), le tracé des valeurs singulières du signal permet
de déterminer le nombre de modes globaux de la structure.

Le nombre de modes correspond au nombre de valeurs singulières de plus grande amplitudes. L’ampli-
tude de ces valeurs singulières sont tracées sur la Figure 2-(b). Dans la bande de fréquence considérée
8 modes complexes conjugués sont identifiés.

3.3.2 Paramétrage du modèle sous-structuré

Pour un gain de temps CPU tout en conservant une bonne représentation de la dynamique du système,
une troncature modale est effectuée sur les modes supérieurs à la fréquence d’échantillonnage du signal.
Cette troncature porte sur les modes d’interface fixes dans la méthode de Craig-Bampton ainsi que
sur les modes globaux du système assemblé. La Figure 3 montre la fréquence des différents modes
dans la poutre encastrée-libre en fonction de sa longueur.
La densité modale dans une bande de fréquence donnée augmente avec l’augmentation de la longueur

de la poutre. De cette considération, un rapport de 10 modes par mètre est fixé pour le nombre de
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Figure 3 – Fréquence des modes en fonction de la longueur de la sous-structure.

modes gardés dans chaque sous-structure.
De plus, une densité nodale de 100 éléments par mètre est utilisée en s’assurant qu’à chaque itération
la correspondance entre la position d’un noeud et d’un capteur soit vérifiée.

3.3.3 Recalage d’un défaut

Une expérience est conduite pour une réduction de 50 % du module d’Young entre les positions 0.75
m et 0.80 m. Ces valeurs correspondent à une réduction totale (rG) du module d’Young, défini par

rG =
lc × Er + (1− lc)× E0

E0
× 100, (16)

de 2.5 %.
La procédure est initialisée pour une sous-structure de recalage dont les dimensions correspondent à
10 % de la taille totale de la poutre, au centre de celle-ci à partir d’un module d’Young sain. Le critère
d’arrêt est fixé à 100 itérations.

Figure 4 – Procédure de localisation d’un défaut.

A la fin de la procédure, les paramètres recalés sont les suivants : un centre recalé à 0.7772 (erreur de
0.4 %) et une réduction du module d’Young global de rG = 2.502 % (erreur de 0.1 %).
Pour la même localisation du défaut, différentes valeurs de rG sont testées. Les résultats sont reportés
en Figure 5.

Les résultats montrent une bonne localisation pour d’assez faibles endommagements. Le diagnostic
(valeur du module d’Young endommagé) se révèle meilleure pour des défauts légèrement plus impor-
tants.
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Figure 5 – Résultats pour différents scénarios.

4 Conclusion

Dans cet article, une méthode de localisation de défaut à été présentée. Cette méthode est basée sur
le recalage d’un modèle EF sous-structuré. La procédure utilise le SF et est conduite au travers des
paramètres d’une sous-structure de recalage. Les résultats numériques montrent une bonne localisation
d’un défaut.
L’application expérimentale de cette méthode est en cours.
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