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Réponse vibratoire non-linéaire d’'une poutre bi-enastréee
Modéele analytique et recalage expérimental

M. CLAEYS®? J-P. LAMBELIN ?, J-J. SNou®

a. CEA/CESTA, 15 avenue des Sablieres, CS60001, 3FELBARP
b. LTDS UMR 5513, Ecole Centrale Lyon, 36 avenug deuCollongue, F-69134 ECULLY cedex

Résumé :

Ce document présente |'étude de la réponse vibeatain-linéaire d’'une poutre en acier encastréeea s
deux extrémités et soumise a des excitations hagues Un modéle analytique non-linéaire de la paut
prenant en compte des conditions d’encastremenidéales est développé. La détermination de lamépo
dynamique non-linéaire est alors traitée par deppraches non-linéaires : une méthode de développeme
multi-échelles et une technique de balance harmmnigpres un recalage du modele physique vis-d-wis
nombre restreint de parametres, les résultats fig@es sont comparés a des résultats expérimentaux.

Abstract :

In this paper, the nonlinear vibration of a clampddmped steel beam is investigated. A nonlinear
analytical model of the beam has been developddgahkto account non ideal boundary conditions.sThi
dynamic problem has been solved by both the methblliltiple Scales and the Harmonic Balance Method,
and then compared to experimental results. A paysimodel with a few parameters has been updated. Th
updated model enabled a comparison between thelimesr numerical response of the system and
experiments.

Mots clefs :vibrations non-linéaires, approche expérimentale gchniques numériques non-linéaires

1 Introduction

La prise en compte des phénoménes non-linéairde &urs impacts sur le comportement vibratoire des
systémes reste a I'heure actuelle un probléme aveiifficile a appréhender. Dans de nombreux less,
approches linéaires apparaissent pourtant insnféisgpour prédire correctement le comportementtoine

des systemes. Cette étude propose d'illustrerda em place d'une démarche non-linéaire complétaeba

la fois sur des aspects expérimentaux, de modélisat de résolution non-linéaire sur une structineple
(poutre en acier encastrée a ses deux extrémités).

Le document se décompose de la fagcon suivantes: e premiére partie, la structure étudiée etdeais
réalisés sont présentés. Ensuite, le modéle amadyfissocié est développé. Dans une troisieme pactiis
présentons deux méthodes non-linéaires de dévetaremulti-échelles et de balance harmonique pour
estimer la réponse non-linéaire du systéme. Eftdinlerniere section de I'étude s'intéresse auageales
résultats numeériques et corrélations avec lesseegperimentaux précédents.

2 Approche expérimentale

Le systéme considéré est composé d'une poutrdmamsions 5 x 20 x 470 (en mm) comportant a chaque
extrémité a un bloc cubigue en acier de 100 mmitie ¢.ors des essais vibratoires, le systeme egoinaé

par l'intermédiaire de ces blocs sur le vibrateamme indiqué en Figure 1(a) et 1(b). Le systemaiesi
excité suivant la direction verticale par l'intedigre d'un mouvement sinusoidal du vibrateur, dant
fréquence varie au cours de I'expérience (excitate type sinus balayé€). L'accélération du platdau
vibrateur est contrdlée afin de garder constaataplitude de sa composante harmonique au coutsssail
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FIG. 1 — Schéma (a) et photographie (b) du mongxgérimental.
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FIG. 2 — Résultats expérimentaux obtenus pour dieyéges fréquentiels montaris () et descendaat ()
accélération d’entrée constante & 67nGn observe des sauts d’amplitude et un phénodiégstérésis :
le pic de résonnance n’est pas le méme selon sedeehalayage fréquentiel.

Divers essais en balayages montants et desceralgotg de la premiere fréquence propre de la pdatre
121 Hz) sont ainsi réalisés. Pour finir, 'accéliéna au centre de la poutre (comme indiqué en Eidya))
est mesurée. La réponse du systéme est considgngeecétant la différence entre I'accélération antpde
mesure et celle de I'excitateur.

3 Modéle analytique

On considére un modele de poutre a une dimensien et w respectivement les déplacements horiaenta
et verticaux des points de la ligne neutre de ahdtaiére. Le caractére non-lin€aire du probléraatvle la
prise en compte des termes géomeétriques de grépticdments. En suivant la démarche présentée.par A
Nayfeh [1] et a cause du faible rapport épaissenglieur de la poutrégquation dynamique du systeme
peut s'écrire sous la forme :

0w ow o*w 0w

pS 5z + ua + EI e = pS Apxcir cOS(2t) + T(t) Fr Vxe|0,L] Q)

ou T(t) correspond a la force de tension dans larpoCette derniére est constante en fonctioratiedisse
et vaut :

Ox 2 \0x
2

2
T(¢) = ES <a—u+1 (6_w> ) Vxel0,L] 2)
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FIG. 3 — Schéma du modéle analytique avec les tiondiaux limites non idéales.

Des conditions aux limites non-idéales au nivealiesheastrement sont introduites, ainsi qu'une @wmrd
de symétrie au centre de la poutre (x=L) :

oJu
T(t) = kliaison . u(O, t) + WUiigison E (0' t) (3)

_o — 0 — . —_p 2w — (4)
W(Olt)_ol ot (Olt)_ol u(th)_O' ot (th)_ol ot3 (L't)_o

Il est alors possible d'exprimer le déplacemenizbatal u(0,t) en fonction du déplacement vertical w. Dans

ou . L -
ce calcul nous ne prenons pas en compte le terrrp@mison.g(o,t) qui est négligeable

devantk;;gison - u(0,t). Ainsi, le probléme dynamique final considéré nenporte plus qu'un seul champ
de déplacement(x,t) et se met sous la forme :

%w ow o*w
pS—+ T + El — = pS Agycit COS(2) + fru|w

ow ow 9%w
ot?2 Ox*

"ot ox’ 9x?

()

4 Simulations non-linéaires

Afin d'estimer la réponse vibratoire non-linéaine slysteme précédemment modélisé, des méthodes non-
linéaires peuvent étre mises en place. Dans a&ttes, nous proposons d'expliciter brievemenethnique
de développement multi-echelles [2] et la méthaglbalance harmonique [3].

4.1 Développement multi-échelles
Dans un premier temps, nous proposons de traiterdbléme par la méthode de développement multi-
échelles, comme cela a déja pu étre détaillé poarpoutre encastrée-libre [4]. Toutes les grandsoins
adimensionnées (notées avec un ~). On décompdisehaiv et le tempg en fonction d’un petit paramétre
¢ arbitraire.

W= e +e>W,+e3Wy+ - (6)

E=EO+€EI+EZEZ+.” (7)

Le terme non-linéaire étant proportionnel en amgétaiv3 , il est d’ordres3. Les termes d’amortissement

et d’excitation sont adimensionné de sortes gabient également d’ordeg. Aprés dérivation par rapport a
t, les équations dynamiques selon les ordets 3 s’écrivent sous la forme :

255 45
0wy 0%wy

A T 8
oty? 0x* 0 ®)

0% 24w %W ow ot 1 /0w \2\ 0%
3 : 1 ige Qexcit <69?1 ( 1) ) 1 ©

~ =2 (= —
9%, | 0%+ 0%,06, ' 9t, 2\ox ) ) ax?
L'équation (8) nous permet de décrisg comme une solution du probléme harmonique, damplitude

complexe est indéterminée. En utilisant le fai dgi probléme harmonique traité dans notre caaugst
adjoint, ce dernier admet des solutions si lagmtajn du second membre de I'équation (9) Syrest nulle.

3
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FIG. 4 — Courbe de réponse fréquentielle paramgraptenue par développement multi-échelles.

On obtient alors une condition de solvabilité géfinit 'amplitude complexe d@;. Il existe plusieurs
expressions de cette condition de solvabilité sidinéquence a laquelle on excite le systeme.yisteme

ayant été excité autour de son premier mode proprepnsidere que la dlstanéé— (nommée detuning)
est d'ordree2. Cette hypothése permet d’obtenir une équationadeolrbe de reponse fréquentielle au

voisinage de la résonance. En exprimant cette équamh fonction de grandeurs dimensionnées messabl
on obtient I'équation (10) :

A 2
F=F, 1+BW2iC\/<%) — (D -Ew?) (10)

ou F représente la fréquence d’excitatibpreprésente la fréquence propre du premier modereprésente
'amplitude de déplacement de la fleche au point@sureF,, B, C, D et E s’expriment en fonction des
parametres physiques du modéele.

4.2 Technique de balance harmonique

La méthode de balance harmonique [3] permet d'appes la réponse vibratoire stationnaire d'un syste
non-linéaire. Pour appliquer cette technique aenotrs d’étude, I'équation dynamique (5) du systeste
projetée sur la forme spatiale du premier mode netopn obtient ainsi un probléme non-linéaire edrd
de liberté de la forme :
d*w dw 3 , 0w 11

K. el + D. I + M.w = T agyeir cos(2t) + A. (kliaison WA 2w E) = fu(®) (11)
A noter qu'il est possible d'enrichir le problenmepgojetant I'équation (5) sur d’autres modes pespie la
structure, on obtiendrait un probleme non-linéd@relusieurs degrés de liberté. La méthode de balanc
harmonique propose alors de rechercher la solutionlinéaire stationnaire du systéme(}&ixé) sous la
forme d’une série de Fourier tronquée :

m
w(t) = By + Z(Ak sin(kQt) + By cos(kat)) (12)
k=1
ou Q correspond a la pulsation du systemeet B, (pour k=1...m) définissent les coefficients de reude
la réponse non-linéaire et m I'ordre maximal dedliae de Fourier retenu. De méme, les efforts m@aires
sont approximeés sous la forme d'une série de Frduoiequée :
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m
Fu(®) = Co + Z(sk sin(kQt) + C; cos(kQt)) (13)
k=1
S et Cy (pour k=1...m) définissent les coefficients de fieudes efforts non-linéaires. Ainsi, on transferm
ainsi un probleme de dimension infinie en tempsieprobleme non-linéaire discret qui peut est égalr
une méthode de Newton. A chaque ordre k, on acudés le systeme non-linéaire suivant :

K — (kQ)*M —kQD Ay Sk
[ kQD K—(kQ)ZM]'[Bk]_ ]

Cx
L'une des difficultés survient lors de I'estimatibes coefficients de Fourieg 8t G du terme non-linéaire.
Elle peut étre résolu par une technique AFT (Alting Frequency Time) : partant des coefficients de
Fourier dew, il s’agit de projetefv sur une base temporelle par transformée de Fouwerse. Le terme
non-linéaire est alors calculé sur cette base teglip@ar l'intermédiaire de I'expression analygigssociée.
Enfin, une transformée de Fourier permet d'obtéasrcoefficients de Fourier,®t G des efforts non-
linéaires. L'ensemble de cette procédure peusgtrhétisé de la facon suivante :

(14)

FFT™1 FFT
[Bo A1 By ... Ay Bl — w(t),w(t)) = fruw(®),w(t),Qt) — [CoSiC ... Sy Cpl

Pour finir, afin de reproduire le pic de résonamt#enu expérimentalement et analytiquement par la
méthode des développements multi-échelles, une oaétlcontinuation est proposée. Cette derniére va
permettre de retrouver I'ensemble du pic de résmnaaidissant (parties stables et instables). Dat®
étude, une formulation de pseudo-arclength est eriggdace.

5 Résultats et comparaison essai-calculs

Dans un premier temps, un recalage du modele #@padypar la méthode multi-échelles a partir de la
réponse non-linéaire est réalisé. En effet, dansddele analytique propose, trois parametres phgsigont

a estimer et par conséquent a recaler a partiredsais expérimentaux. En considérant I'expression
analytique de la courbe de résonance non-linéaienae a partir du développement multi-échelles|é$)
parameétre®3, D et E sont directement liés aux caractéristiques desbesude réponse fréquentielle. Avec
les notations de la figure 4, on a les relatiorngasiies :

_ B +F (15)
)
Detuning =F"”F—"_F° = B Wy (16)
0
Inverse du facteur de surtension=—=4t = D + E w2 (17)

(21Fp)2 Wmax

A partir de chaque courbe expérimentale que noossawbtenue, le detuning et le facteur de surtansio
peuvent étre identifié pour ensuite permettre ¢alege des parameétrBsD etE par régressions linéaires.

Ce recalage montre aussi I'importance de la maaté@is des liaisons. Dans le cas d’'un encastrendéat,i
avec la condition u(0,t) = 0, le paraméBeest maximal. Expérimentalement, on identBig, / Bencastrement

= 44%. La prise en compte d'une liaison non idésteainsi indispensable & une bonne modélisation no
linéaire. Aussi, dans le modele présenté, l'inttitun d’une dissipation linéaire dans la liaisonmpet de
rendre compte du fait que la dissipation du systamgmente avec le niveau d’excitation. Ce parametre
supplémentaire nous permet d’avoir une bonne @tioél essai-calcul pour une large plage de niveaux
d’excitation (de 1 & 10 m%, comme le montre la figure 5.

Pour finir, la réponse du modele recalé précédemméné également simulée par la technique de dmlan
harmonique. Les deux résultats de simulation s@st proches, moins de 3% d’écart en tout pointade |
courbe. La trés bonne corrélation entre simulatiomérique et essais expérimentaux, quelle quelesoit
niveau d’excitation et la méthode de simulatioadtit une bonne modélisation et caractérisationeffess
non-linéaires dans le systéme poutre étudié.

5
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FIG. 5 — Comparaison essai (points) - calcul paelidppement multi-échelles (trait plein) pour 3e@ux
d'excitation. 1 m:§(rouge), 3 m:$(vert) et 10 m3 (bleu).

6 Conclusion

Cette étude illustre une démarche allant de la tisadi®n du systéme, la réalisation d'essais erpriaux,
jusqu'a la mise en place de techniques numériquedimeaires et comparaisons essais-calculs. Laodét

de développement multi-échelles nous a permis divbtine expression analytique de la courbe dens&po
fréquentielle, un recalage simple du modele noédlire étant alors réalisable. Une seconde méthede d
balance harmonique a également permis d'illustr@oksibilité de retrouver les courbes de résonaane
linéaire par approximation de la réponse et desrteffnon-linéaires sous la forme d'une seérie deiéou
tronguée. Pour finir, ce travail met I'accent simportance de la modélisation des liaisons potrarescrire
correctement une non linéarité géomeétrique et aabsiutir a une corrélation essais-calcul tout & fai
satisfaisante.
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