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Résumé

Nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un foncteur de lon-
gueur finie d’une catégorie additive vers des espaces vectoriels de dimen-
sions finies posséde une résolution projective dont les termes sont de type
fini. Pour les foncteurs polynomiauz, nous étudions également une pro-
priété de finitude homologique plus faible, qui s’applique a la stabilité
homologique & coefficients tordus des monoides de matrices. Ces résultats
s’inspirent de travaux de Schwartz et Betley-Pirashvili, qu’ils généralisent,
et utilisent les décompositions & la Steinberg sur une catégorie additive
que nous avons récemment obtenues avec Vespa. Nous montrons égale-
ment, en guise d’application, une propriété de finitude pour I’homologie
stable de groupes linéaires sur des anneaux appropriés.

Abstract

We give sufficient conditions which ensure that a functor of finite
length from an additive category to finite-dimensional vector spaces has a
projective resolution whose terms are finitely generated. For polynomial
functors, we study also a weaker homological finiteness property, which
applies to twisted homological stability for matrix monoids. This is in-
spired by works by Schwartz and Betley-Pirashvili, which are generalised;
this also uses decompositions a la Steinberg over an additive category that
we recently got with Vespa. We show also, as an application, a finiteness
property for stable homology of linear groups on suitable rings.

Mots clefs : présentation finie ; résolutions ; groupes d’extensions ; foncteurs po-
lynomiaux ; support d’un foncteur ; catégories additives.

Classification MSC 2020 : 18A25, 18E10, 18G15, 20J06, 20M05 ; 18A40, 18E05,
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Introduction

L’étude des propriétés de finitude de I’homologie des groupes infinis consti-
tue un probléme classique [7, chap. VIII| notoirement difficile. Par exemple,
on ne sait que depuis les années 1980, grace au travail remarquable de Culler-
Vogtmann [0, cor. 6.1.3], que 'homologie du groupe des automorphismes ex-
térieurs d’un groupe libre de rang fini est un groupe abélien de type fini. Ce
resultat profond provient du fait que la représentation triviale de ces groupes
posséde la propriété pf., (souvent notée F Py, dans la littérature anglophone),
c’est-a-dire posséde une résolution projective dont chaque terme est de type fini.

La condition pf,, équivaut a la commutation de foncteurs Ext aux colimites
filtrantes; elle fait sens & ce titre dans les catégories abéliennes de Grothen-
dieck, méme en ’absence d’objets projectifs (voir la définition [1.1]). Elle y a des
applications importantes : finitude homologique (proposition ﬁ , formules de
Kiinneth (proposition .

Dans une catégorie localement noethérienne telle que les modules sur un an-
neau noethérien, les objets de type fini possédent automatiquement la propriété
Pfoo- Mais les catégories de foncteurs de source additive, qui nous intéressent
au plus haut chef, sont rarement localement noethériennes [14, pr. 11.1]. Et la
noethérianité locale est difficile & établir dans les quelques cas ou on peut la
démontrer [35] [38].

L’objectif du présent article est d’établir que, méme en I’absence de noethé-
rianité locale, de larges classes d’objets fondamentaux des catégories de fonc-
teurs de source additive possédent la propriété pf... Nous étudions également
une propriété psf., plus faible mais suffisante pour certaines applications.

Nous illustrons nos résultats par quelques applications : stabilité homolo-
gique des monoides de matrices sur un anneau quelconque (proposition ,
résultats de finitude homologique pour certains groupes linéaires GL(A) (corol-
laire .

Signalons que les propriétés pfo, ou psfs (avec des terminologies et points
de vue variés) ont été étudiées par différents auteurs dans d’autres catégories de
foncteurs que celles que nous considérons : Betley et Pirashvili [4], § 5] traitent de
foncteurs sur les groupes libres de rang fini; de nombreux articles, tels Church-
Ellenberg [8], traitent de foncteurs sur les ensembles finis avec injections (appelés
aussi F'I-modules).

Nous passons maintenant en revue de facon plus détaillée le contenu de ’ar-
ticle. Aprés des généralités, bien connues des experts mais développées en raison
du manque de référence systématique, nous donnons des résultats pour les fonc-
teurs dont la catégorie source est additive. Ils concernent souvent des foncteurs
polynomiaux, notion fondamentale dont I'intérét en topologie algébrique ou en
théorie des représentations ne s’est pas démenti depuis son introduction au dé-
but des années 1950 par Eilenberg et MacLane [I7]. Ils améliorent des résultats
du début des années 1990, tels le lemme de Schwartz |21, pr. 10.1] pour les
foncteurs polynomiaux entre espaces vectoriels sur un corps fini, qui en garantit
la propriété pf., dés qu’ils sont & valeurs de dimensions finies. Nous nommons
d’ailleurs dans cet article lemme de Schwartz généralisé tout énoncé donnant
la propriété pfo ou psfs pour des foncteurs polynomiaux sur une catégorie
additive.

Notre principal résultat autour de la propriété psf.., le théoréeme |3.4] amé-



liore pour sa part le théoréme de Betley-Pirashvili [4, §1, th. p.710] sur la
stabilité homologique a coefficients polynomiaux pour les monoides (multiplica-
tifs) de matrices sur un anneau arbitraire (qui peut se reformuler en termes de
propriété psfs ), donnant une borne de stabilité affine (proposition , plutot
qu’exponentielle dans [4]. Il suffit pour cela d’appliquer la méthode du lemme
de Schwartz [21], §10] au cas d’un anneau arbitraire & la source des foncteurs.
En revanche, cela ne suffit pour obtenir la propriété pf., pour des foncteurs
polynomiaux que lorsque les groupes abéliens de morphismes de la catégorie
source sont finis. Néanmoins, la méthode de Betley-Pirashvili [4], qui repose sur
la construction cubique de MacLane [I§], se préte a généralisation a de nom-
breuses catégories additives a la source. Elle permet d’étudier la propriété pfo
pour les foncteurs additifs, comme nous ’examinons a la section [5| Le passage
a des foncteurs polynomiaux de degré supérieur, que nous abordons dans la
section [0} requiert davantage d’hypothéses de finitude. Il s’opére a l'aide de
résultats de structure des foncteurs polynomiaux, notamment le théoréme de
décomposition a la Steinberg pour les foncteurs polynomiaux simples établi par
les auteurs et Vespa dans [T14].

Le corollaire utilise ces résultats pour montrer que ’homologie stable
des groupes linéaires sur certains anneaux est de type fini en chaque degré.

En utilisant d’une part des résultats sur la linéarisation de foncteurs additifs
établis & la section [7] qui reposent sur des méthodes simpliciales classiques dues
a Dold, Kan et Puppe [16], et d’autre part sur le théoréme de décomposition
[14] th. 4.12] pour les foncteurs simples (non nécessairement polynomiaux) d’une
catégorie additive vers des espaces vectoriels de dimensions finies, nous sommes
en mesure de donner, dans la section [§ des conditions impliquant la propriété
Pfoo pour de tels foncteurs.

Dans l'appendice, nous donnons des exemples simples mais fondamentaux
de catégories de foncteurs qui ne sont pas localement noethériennes, mais co-
hérentes, c’est-a-dire ou tout foncteur de présentation finie vérifie automatique-
ment la propriété pf.., tandis qu’existent des foncteurs de type fini mais pas de
présentation finie.

Dans [12], nous montrons que de nombreux groupes de torsion ou d’exten-
sions entre foncteurs simples sur une catégorie additive sont accessibles au calcul.
Pour les groupes d’extensions, cela requiert souvent une hypothése pf.., que les
résultats du présent article garantissent dans de nombreux cas.

Remerciements Une partie significative des résultats de cet article figurait
dans des versions préliminaires de [I4]. Nous sommes trés reconnaissants a notre
co-autrice de [I4] Christine Vespa de nous avoir permis de les exposer ici.
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Conventions
— Dans tout cet article, k désigne un anneau (unitaire, associatif) commu-
tatif. Les produits tensoriels de base non spécifiée sont pris sur k.



— Si A est un anneau, on note A-Mod (resp. Mod-A) la catégorie des
A-modules & gauche (resp. a droite), et P(A) la sous-catégorie pleine de
A-Mod des modules projectifs de type fini.

— Si C est une catégorie, on note C(x,y) ’ensemble des morphismes de
source z et de but y dans C. De plus, si t est un objet d’une catégorie C
et £ un ensemble, on note t[E] (resp. t¥) un coproduit (resp. produit)
de copies de t indexées par F, lorsqu’il existe. Ce coproduit (resp. pro-
duit) peut étre choisi de fagon fonctorielle covariante en t, et fonctorielle
covariante (resp. contravariante) en F.

— On nomme simplement petite une catégorie usuellement appelée essentiel-
lement petite, c’est-a-dire possédant un squelette formant un ensemble.
Tout au long de I'article, la lettre A désigne une petite catégorie additive,
et les lettres C, D, C' et D’ désignent des petites catégories.

— On désigne par £ et £ des catégories de Grothendieck, c’est-a-dire des
catégories abéliennes cocomplétes, possédant un générateur, et dans les-
quelles les colimites filtrantes sont exactes. On rappelle qu’une catégorie
de Grothendieck posséde toujours des produits [33] chap. 3, cor. 7.10] et
un cogénérateur injectif [33, chap. 3, th. 10.10 et lm. 7.12|. En particulier,
on peut y définir des groupes d’extensions.

— On désigne par Fet(C, &) la catégorie des foncteurs de source C et de but
E. C’est une catégorie de Grothendieck. Lorsque £ = A-Mod, on notera
cette catégorie F(C; A) au lieu de Fct(C, A-Mod).

— Si ¢ : C; — C3 est un foncteur entre petites catégories, on note ¢* :
Fct(Ca, &) — Fct(Cq,E) le foncteur de précomposition par ¢. Cest un
foncteur exact, qui préserve les limites et les colimites.

— On désigne par Add(A,E) la catégorie des foncteurs additifs de A dans
E. C’est une catégorie de Grothendieck. Lorsque £ = A-Mod, on notera
cette catégorie Add(A; A) au lieu de Add(A, A-Mod).

1 La propriété pf,

Les objets de présentation finie donnent lieu depuis longtemps a des re-
cherches systématiques, telles celles, fondatrices, d’Auslander [2]. La propriété
de présentation finie supérieure, bien connue, a été étudiée largement dans les
catégories de modules, notamment sur les algébres de groupes [7, chap. VIII,
§4 et 5]. Elle semble toutefois avoir fait I’'objet de peu de travaux systématiques
dans le cadre plus général des catégories de Grothendieck, avant [6]. Nous fe-
rons dans cette section les rappels nécessaires sur cette propriété, avant de nous
concentrer sur le cas des catégories de foncteurs.

1.1 Cas des catégories de Grothendieck

Définition 1.1. Soient n € NU{oo} et X un objet d’une catégorie de Grothen-
dieck £. On dit que X est de n-présentation finie (en abrégé, pf,) si pour toute
petite catégorie filtrante I et tout foncteur ® : I — &, 'application canonique

ai(X, @) : colim Ext% (X, —) o ® — Exts(X, colim @) (1)

est bijective pour ¢ < n et injective pour ¢ < n + 1.
On note pf,, (&) la classe des objets de & vérifiant la propriété pf,.



La terminologie est motivée par la proposition [I.6] ci-aprés. Pour simplifier
certains énoncés, on conviendra que tout objet de & vérifie pf,, pour n < 0.

Exemple 1.2. (a) Les objets de O-présentation finie sont les objets de type
fini. Les objets de 1-présentation finie sont les objets de présentation finie.

(b) Tout objet projectif de type fini de £ appartient a pf__(E).

(¢) Si & est localement noethérienne, tout objet de type fini de £ possede la
propriété pfoo (voir par exemple [6 th. 4.7]).

Les propriétés suivantes sont bien connues; elles s’obtiennent par des argu-
ments formels d’algébre homologique. La plupart d’entre elles peuvent se trouver
dans [6], par exemple. Nous en omettrons donc la démonstration. Nous indiquons
toutefois comment établir rapidement 1’énoncé suivant, pour lequel [6l, Im. 2.6]
suppose une hypothése supplémentaire superflue (£ localement de présentation
finie).

Proposition 1.3. Soient n € N* et X un objet de £. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. X appartient a pf,(E) ;

2. pour toute petite catégorie filtrante I et tout foncteur ® : I — &, appli-
cation o; (X, @) est bijective sii < mn;

3. pour toute petite catégorie filtrante I et tout foncteur ¥ : I — £ a valeurs
injectives dans &, lapplication o;(X, W) est bijective si i < n.

Démonstration. Les implications 23] sont évidentes ; montrons B={I} Sup-
posons donc [3] satisfaite, et considérons un foncteur ® : I — £, ot I est une
petite catégorie filtrante. Alors ® peut se plonger dans un foncteur ¥ a valeurs
injectives — par exemple, ME(—M)°® oy M est un cogénérateur injectif de &.
On a un diagramme commutatif aux colonnes exactes

Ozi_l(X,\IJ)

colim Exti (X, —)o ¥ Exti (X, colim ¥)

Oéifl(X,\I//'i')
_—

colim Exti (X, —) o ¥/d Exti (X, colim /@)

colim Ext%(X,—) o ® Ext% (X, colim @)

ai(X,\I/)

colim Exts(X,—)o ¥ Ext% (X, colim )

l i



qui permet d’obtenir la propriété souhaitée par récurrence, a l'aide d’un argu-
ment de décalage, compte-tenu de la nullité de coljim Extg (X, —)o ¥ pour ¢ > 0,

¥ étant a valeurs injectives. O
Il est immédiat que la classe pf, (£) est stable par facteur direct et par

somme directe finie. La propriété suivante, relative aux suites exactes courtes,
est presque aussi immédiate.

Proposition 1.4. (Cf. [0 pr. 2.8]) Soient 0 - Y — X — Z — 0 une suite
exacte courte de € et n € NU {oo}.

1. SiY et Z appartiennent a pf, (€), il en est de méme pour X.

2. Si X appartient o pf,(€) et Y a pf,,_,(E), alors Z appartient a pf,,(E).

3. Si X appartient a pf,(E) et Z a pf, 1(E), alors Y appartient a pf, ().
Corollaire 1.5. Soient Cy un complexe de chaines de £, Ho son homologie et
n € NU{oco}. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout i € N, C; appartient a pf,,_,(E) ;

2. pour tout i € N*, H; appartient a pf,_,_1(£).
Alors Hy appartient a pf,,(E).

Si € est une classe d’objets de &, on appelle n-présentation d’un objet X de
& par des objets de € toute suite exacte

C,—Ch1— " —>Co—>X—=0 sineN, ou

=0 =0y > = Ch—= X =0 sin=o00,

ou les C; appartiennent a €.
La terminologie de n-présentation finie provient de la proposition suivante,
appliquée souvent lorsque la classe G est constituée d’objets projectifs.

Proposition 1.6. (Cf. [0, pr. 2.12]) Soit n € NU {co} tel que £ posséde une
classe d’objets génératrice G incluse dans pf,,(E). Notons G® la classe des objets
de € qui sont somme directe finie d’éléments de G.

1. Un objet X de £ appartient & pf,,(E) si et seulement s’il existe une suite
exacte courte 0 =Y — G — X — 0 avec G dans G¥ et Y dans pf,_,(E).

2. Un objet X de & appartient a pf, (E) si et seulement s’il posséde une
n-présentation par des objets de GP.

Nous terminons cette section par deux énoncés simples concernant ’effet de
foncteurs appropriés sur la propriété pf,. Nous dirons qu’'un foncteur ® : £ — &’
détecte les objets de type fini (resp. pfy) lorsque pour tout X de &, si ®(X) est
de type fini (resp. pf,), alors X est de type fini (resp. pfy).

Remarque 1.7. Tout foncteur exact, fidéle et cocontinu détecte les objets de
type fini.

Proposition 1.8. Soit n € N U {oo} tel que € posséde une classe d’objets
génératrice G incluse dans pf,,(€). Soit ® : £ — &£ un foncteur exact.

1. Si ® envoie G dans pf,(E'), alors ® préserve la propriété pf; pour i < n.



2. Si ® envoie G dans pf, (E') et si @ détecte les objets de type fini, alors ®
détecte les objets pf; pour tout i <n+ 1.

Démonstration. La premiére assertion découle directement de la proposition [I.6]
La deuxiéme se déduit de la méme proposition, de ’assertion précédente et d’'un
argument de décalage permettant de raisonner par récurrence sur . O

Proposition 1.9. Soient ® : £ — &' un foncteur possédant un adjoint & droite
U, et n € NU{oo}. On suppose que U commute auzx colimites filtrantes et que
l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

1. n<1;
2. ® et U sont exacts.
Alors ® préserve les objets pf,.

Démonstration. Cela découle de la définition et du fait qu'une adjonction entre
foncteurs exacts se propage aux groupes d’extensions. O

1.2 Cas des catégories de foncteurs

On rappelle que C désigne une petite catégorie, £ une catégorie de Grothen-
dieck et Fct(C, &) la catégorie des foncteurs de C vers €. Cest une catégorie de
Grothendieck ; les suites exactes, limites ou colimites s’y déterminent au but.

Nous examinons maintenant comment la propriété pf,, se transmet de £ a
Fct(C,£). Si M est un objet de &, on rappelle que M[E] désigne la somme
directe de copies indexées par E, qui peut étre choisie fonctoriellement en E et
M. Un avatar du lemme de Yoneda s’exprime ainsi :

Fet(C, £)(M[C(t,—)], F) ~ (M, F(t)) . 2)

Cet isomorphisme de groupes abéliens est naturel en les objets M de &, t de
C et F de Fet(C,E&). Comme I'évaluation en t est exacte et cocontinue, et que
M — M[C(t,—)] est également exact (les sommes directes sont exactes dans la
catégorie de Grothendieck &), on en déduit, d’apreés la proposition :

Proposition 1.10. Soit n € NU {cc}. Si M appartient & pf, (), alors le
foncteur M[C(t,—)] appartient a pf, (Fct(C,E)) pour tout objet t de C.

Corollaire 1.11. Soit n € NU {oo} tel que £ posséde une classe génératrice G
incluse dans pf,,(€). Alors Fct(C, ) posséde une classe génératrice incluse dans
pf,,(Fct(C,&)), a savoir la classe des foncteurs G[C(t,—)], ou G appartient & G
et t est un objet quelconque de C.

Sous les hypothéses du corollaire la proposition [I.6] affirme qu’un fonc-
teur est de n-présentation finie si et seulement s’il admet une n-presentation par
des sommes directes finies de foncteurs G[C(t, —)], ou G appartient & G et ¢ est
un objet quelconque de C. C’est souvent dans ce cadre que nous nous placerons.

On peut montrer la préservation de la propriété pf, par restriction de la
catégorie source a ’aide de la propriété utile suivante.

Proposition 1.12. Soient £ : D — C un foncteur possédant un adjoint a
gauche et n € NU {oo}. Le foncteur Fct(C,€) — Fct(D,E) qu’induit & par
précomposition préserve la propriété pfy.



Démonstration. Ce foncteur est adjoint a gauche a la précomposition par 1’ad-
joint a gauche de &, et tout foncteur de précomposition est exact et cocontinu.
On peut donc appliquer la proposition [1.9 O

Un cas particulier important est celui ou £ = k-Mod pour un anneau com-
mutatif & ; on désigne alors par F(C; k) la catégorie Fct(C, ). On appelle projec-
tifs standards les foncteurs Pt := k[C(t, —)]. Il suit de I'isomorphisme de Yoneda
[2) que les projectifs standards P}, ou t est un objet quelconque de C, forment
une famille génératrice de projectifs de type fini de F(C; k). La proposition
affirme donc qu’un objet de F(C; k) est de n-présentation finie si et seulement s’il
admet une n-presentation par des somme directes finies de projectifs standards.

L’un des intéréts fondamentaux de la propriété pf,, dans les catégories F(C; k)
réside dans la propriété de finitude suivante des groupes d’extensions ou de tor-
sion (pour lesquels on pourra se référer a [29, § C.10]). Cette propriété est souvent
appliquée en prenant pour § la classe des k-modules noethériens, ou finis.

Proposition 1.13. Soient n € NU {0}, F et G deuz foncteurs de F(C;k)
et H un foncteur de F(C°P; k). Supposons que F appartient ¢ pf, (F(C;k)), et
que G et H prenment leurs valeurs dans une classe § de k-modules stable par
somme directe finie et par sous-quotient. Alors les k-modules Exti}-(c;k) (F,G) et

TorzC (H, F) appartiennent ¢ § pour chaque entier i < n.

Démonstration. Comme F' est pf,, il admet une résolution projective P, dont
les termes de degré inférieur a n sont des sommes finies de projectifs stan-
dards. L’isomorphisme de Yoneda F(C;k)(Pt, G) ~ G(t) et la stabilité de §
par somme directe finie montre que les objets du complexe F(C; k)(P,, G) sont
dans § jusqu’en degré n, et la stabilité de § par sous-quotient garantit que son
homologie est dans § jusqu’au degré n. La démonstration du résultat en Tor est
similaire. O

Nous nous intéresserons aussi & des catégories de foncteurs additifs. Si A est
une petite catégorie additive, la sous-catégorie pleine de Fect(A, ) constituée
des foncteurs additifs est notée Add(A4, £). Cest une catégorie de Grothendieck.
Si A est un anneau, on note Add(A; A) pour Add(A, A-Mod). Cette catégorie
est engendrée par les objets projectifs de type fini A ®7 A(a,—), ol a parcourt
un squelette de A. On peut donc utiliser la proposition dans Add(A4; A) en
prenant pour G la classe de ces foncteurs.

2 Supports et propriété psf,.

La notion de support d’un foncteur (cf. par exemple [IT], § 2.3|) constitue un
outil de base pour en ramener I’étude & celle de foncteurs définis sur une sous-
catégorie. La notion de support de présentation supérieure (ou de support de
n-présentation) en est une version dérivée, bien connue des experts. Toutefois,
nous n’en connaissons pas de référence explicite, nous en fournissons donc une
exposition compléte au §[2.1I] La notion de support de n-présentation nous per-
met d’introduire au §[2.2] la propriété de finitude psf, pour les foncteurs, plus
faible que la propriété pf, (corollaire . L’important corollaire précise
le lien entre ces deux propriétés, sous une hypothése de finitude sur la catégorie
source.



Remarque 2.1. Dans le cas des F'I-modules, les propriétés pf,, et psf, ont été
examinées en détail par de nombreux auteurs, a ’aide de méthodes inspirées de
la combinatoire, de 1’algébre commutative ou de la théorie des représentations
— voir par exemple Church-Ellenberg [§].

Notation 2.2. Pour tout foncteur ¢ : C; — Cs entre petites catégories, on note
¢* : Fct(Cqe, ) — Fet(Cq,E) le foncteur de précomposition par ¢. Son adjoint
a gauche, l'extension de Kan a gauche le long de ¢ [31] chap. X], est notée
(b! : FCt(Cl,g) — FCt(CQ,g).

Dans toute la section [2] on se place dans le cadre suivant : C désigne une
petite catégorie, et D une sous-catégorie pleine de C. On note tp : D — C ou
simplement ¢ : D — C le foncteur d’inclusion.

2.1 Supports de présentation supérieure

Le foncteur d’inclusion ¢ : D — C étant pleinement fidéle, l'unité d’adjonction
Id — ¢*1; est un isomorphisme. Les propriétés de la coiinité d’adjonction sont
plus subtiles, et conduisent & la notion de support.

Définition 2.3. Soit F' un foncteur de Fct(C,&). On dit que D est un sup-
port (resp. un support de présentation) de F si la coiinité ¢t*F — F est un
épimorphisme (resp. un isomorphisme).

Notons Dgjser la sous-catégorie discréte avec les mémes objets que D et v :
Daiser — D linclusion. L’adjonction entre v et v* donne lieu a un cotriple (ou
comonade) L sur Fct(D, &), voir par exemple [41], §8.6]. Ce cotriple permet
[41] §8.7] de définir, pour tout foncteur additif a : Fet(D,E) — B de but une
catégorie abélienne, des foncteurs dérivés L;(«) : Fet(D, ) — B. On introduit
les supports de présentation supérieure comme une version dérivée des supports
de présentation.

Définition 2.4. Soit F' un foncteur de Fct(C, E).

1. Si n est un entier strictement négatif, on convient que D est toujours un
support de n-présentation de F'.

2. On dit que D est un support de 0-présentation de F si c’en est un support.
3. Si n est un entier strictement positif ou n = 400, on dit que D est un

support de n-présentation de F' si c¢’en est un support de présentation, et
si de plus L;(u)(¢*F) = 0 pour 0 < i < n.

Proposition 2.5. Soient 0 - G — F — H — 0 une suite exacte courte de
Fct(C,&) et n € NU {oo}.

1. Si D est un support de n-présentation de G et H, c’est un support de
n-présentation de F'.

2. Si D est un support de n-présentation de F et un support de (n — 1)-
présentation de G, c’est un support de n-présentation de H.

3. Si D est un support de n-présentation de F et un support de (n + 1)-
présentation de H, c’est un support de n-présentation de G.

Démonstration. Cette propriété découle formellement de la suite exacte longue
associée a la suite exacte courte 0 - G — F' — H — 0 en appliquant le foncteur
homologique L (¢1)e*. O



Définition 2.6. On dit qu'un foncteur de Fct(C,E) est induit depuis Dajser
s'il est isomorphe a une somme directe de foncteurs @, ., M[C(s, —)] pour un
ensemble E d’objets de D et une famille (M;)ser d’objets de &.

Lemme 2.7. Tout foncteur induit depuis Dgiser admet D pour support d’oo-
présentation.

Démonstration. Pour toute famille (M;)sc g, on note M : Dyjser — &€ le foncteur
tel que M(s) = M, si s est un objet de E et M(s) = 0 sinon. Alors le foncteur
M est isomorphe & P, Ms[D(s, —)] et le foncteur ¢y M est isomorphe &
P.crp M[C(s,—)]. Si F est induit depuis Dyjscr, il est donc de la forme iy M.
Ainsi D est un support de présentation de D car la coiinité ¢t F' — F est un ré-
tracte de l'isomorphisme ¢ (M) — u(¢*11) (1 M) induit par I'unité d’adjonction
Id = /*4,. De plus, le foncteur o*F ~ v M est L-projectif, d’ott 'annulation des
L;(u)(@*F) pour i > 0, cf. [41 §8.7]. O

On rappelle [41], § 8.6 et 8.7] (voir aussi [29] § C.10]) que les foncteurs dérivés
L.(u1) se calculent sur un foncteur X de Fct(D, &) comme I'homotopie [41]
déf. 8.3.6] d'un objet simplicial NP (X) de la catégorie abélienne Fct(C, £) donné
en degré n par

NP(X):= P X(@o)Claa, )],
To—> Ty
ot la somme est prise sur les suites de fleches composables d’objets de D. (Cela
résulte de la définition et de l'isomorphisme (M [D(x, —)]) ~ M[C(x,—)] natu-
rel en les objets x de D et M de £.)

Si F' est un foncteur de Fct(C, &), on dispose d’'un morphisme canonique
NDP(*F) — F, ot F est vu au but comme objet simplicial constant.

On rappelle qu'un morphisme f entre objets simpliciaux d’une catégorie
abélienne est dit n-connexe si m;(f) est un isomorphisme pour i < n et un
épimorphisme pour i < n + 1.

Proposition 2.8. Soient F' un foncteur de Fct(C,E) et n € NU {oo}.
1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) D est un support de n-présentation de F ;
(b) F posséde une n-présentation par des foncteurs induits depuis Dgiser ;
(c) le morphisme simplicial canonique NP (1*F) — F est n-connexze.
2. Si D est un support de n-présentation de F, il en est de méme pour toute

sous-catégorie pleine de C contenant D.

Démonstration. 1’équivalence entre (a) et (c) résulte de la définition, et I'im-
plication (c¢)=(b) est triviale. L’implication (b)=-(a) découle du lemme et
d’une application itérée de la proposition [2.5]

La deuxiéme assertion provient de I’équivalence (a)<(b) et de ce qu’un fonc-
teur induit depuis Dgjser est induit depuis toute sous-catégorie discréte de C
contenant Dgiscr- O

Proposition 2.9. Soient F un foncteur de Fct(C,E) et n € NU {oo}. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. D est un support de n-présentation de F ;
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2. pour tout foncteur G de Fct(C, &), application canonique
EXt%ct(C,S)(Fa G) — EXti«*ct(D,g)(b*F’ €]

est bijective pour i < n et injective pour i < n + 1.
Sin >0, elles équivalent également a :

3. pour tout foncteur G de Fct(C, &), application canonique
Extice(c.e)(F) G) = Extpep g) (L F, °G)
est bijective pour i < n.

Démonstration. L’équivalence de 1. et 2. pour n = 0 résulte de la définition. On
se fixe donc un entier n > 0.
Soit M un cogénérateur injectif de £. Considérons la propriété

4. Pour toute famille d’objets (¢;) de C, le morphisme canonique

Fet(C,&)(F, [[ MC ")) = Fet(D, &) (v F,o [ M)
J j
est bijectif et Ext%ct(ag)(L*F, L Hj MC(*,tj)) =0 pour 0 < i < n.

Comme les foncteurs de la forme [, M C(—t) sont injectifs et que tout fonc-
teur de Fct(C, £) se plonge dans un foncteur de ce type, un argument formel de
corésolution de G fournit 'implication 4.=2., et 3.=4. Comme 2.=3. évidem-
ment, il suffit de montrer ’équivalence de 1. et 4. Celle-ci découle des isomor-
phismes naturels

5(@Li(L!)(X)(tj), M) = Extieyp.e) (X, 11 e

qui se déduisent de la propriété universelle [41], 8.7.4]. O

Dans le cas ou D est réduite & un objet, ces notions permettent de comparer
la cohomologie des foncteurs a celle des monoides :

Corollaire 2.10. Soient n € NU {oc}, F un foncteur de F(C; k) et t un objet
de C. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. {t} est un support de n-présentation de F ;

2. pour tout foncteur G de F(C; k), Uapplication canonique
Ext’ e (F, G) = Extipua (F(1), G(1))
est bijective pour i < n et injective pour i < n + 1.

Remarque 2.11. Le corollaire 2:10] posséde un analogue évident en termes de
groupes de torsion.

Remarque 2.12. On dispose d’une notion de co-support, et de co-support de pré-
sentation supérieure, en utilisant ’extension de Kan a droite le long de I'inclusion
d’une sous-catégorie pleine de la catégorie source. Elle posséde des propriétés
formelles duales des précédentes dés lors que la catégorie £ vérifie 'axiome
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(AB4*) de Grothendieck (exactitude des produits). En effet, dans les considéra-
tions précédentes, le fait que £ est une catégorie de Grothendieck n’est utile que
via 'axiome (AB4) (exactitude des sommes directes) et la possibilité de faire de
Palgeébre homologique dans &£ et Fct(C, E).

En revanche, dans une catégorie de Grothendieck, la propriété pf, n’a pas
de propriété « duale » possédant de bonnes propriétés formelles analogues a
celles de la notion d’origine, car ces propriétés dépendent de l'axiome (AB5)
(exactitude des colimites filtrantes); or une catégorie abélienne non nulle ne
vérifie jamais simultanément (AB5) et 'axiome dual (AB5*), cf. [33] cor. 8.11].

2.2 La propriété psf,

Définition 2.13. Soient n un entier et F' un foncteur de Fct(C, ). On dit que
F est a n-présentation de support fini (ou simplement & support fini, sin = 0) —
ou, plus briévement, posséde la propriété psf, — s’il existe une sous-catégorie
pleine de C ayant un nombre fini d’objets qui en constitue un support de n-
présentation. On dit que F' vérifie la propriété psf. s’il vérifie psf, pour tout
n € N.

On note psf,(Fct(C,&)) la classe des foncteurs de Fct(C, E) possédant la
propriété psf,.

Remarque 2.14. On prendra garde que, si F est un foncteur F de Fct(C,E) vé-
rifiant la propriété psf, il n’existe pas nécessairement de sous-catégorie pleine
de C avec un nombre fini d’objets en constituant un support d’oo-présentation.
Par exemple, dans la catégorie F(P(F3);Fs), qui est localement noethérienne
par Putman-Sam-Snowden [35], B8], tout foncteur de type fini vérifie pfoo, et
donc psfeo (cf. corollaire [2.16). Mais les foncteurs de type fini de F(P(F2); F2)
possédant un support d’oco-présentation fini sont beaucoup moins nombreux :
Powell [34, th. 5.0.1] en a donné une caractérisation précise qui implique par
exemple qu’aucun foncteur simple non constant de F(P(Fz);F3) n’a cette pro-
priété. Un phénomeéne analogue advient dans la catégorie F(©;k), ou © est la
catégorie des ensembles finis avec injections et k un anneau noethérien, par [11]
th. A.9].

Dans I’énoncé suivant, nous disons qu'un foncteur ® d’une catégorie filtrante
I vers Fet(C, £) est ponctuellement stationnaire si pour tout objet ¢t de C, il existe
un objet a de I tel que ® envoie toute fléche de source a sur un morphisme qui
évalué en t est un isomorphisme de €.

Proposition 2.15. Soient F' un foncteur de Fct(C,E) et n € NU {oo}. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. F appartient o psf,(Fct(C,E)) ;

2. pour toute petite catégorie filtrante I et tout foncteur ponctuellement sta-
tionnaire ® : I — Fet(C,E), Uapplication canonique

o;(F, ®) : colIimExti;ct(c7g)(F, —)od — Ethﬁct(c,S)(Fa colIim D)

est bijective pour i < n et injective pour i < n + 1.

Démonstration. Disons que F est psf/ s’il vérifie la condition L’isomorphisme
en Ext déduit de I'adjonction montre que tout foncteur induit depuis une
classe finie d’objets de C est psf..
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Si D est une sous-catégorie pleine de C, notons Fp I'image de la coiinité
(to)ipF — F (ou tp a la signification de l’hypothése. Alors Fp est le plus
petit sous-foncteur de F' qui coincide avec celui-ci évalué sur D. Ainsi, le fonc-
teur depuis ’ensemble ordonné (par inclusion) filtrant des sous-ensembles finis
d’un squelette de Ob C vers Fct(C, £) envoyant D sur F/Fp est ponctuellement
stationnaire, et sa colimite est nulle. Par conséquent, si F est psf{, il existe un
ensemble fini D d’objets de C tel que le morphisme canonique F' — F/Fp soit
nul, autrement dit Fp = F, c¢’est-a-dire que D définit un support fini de F.

On montre alors I’équivalence entre[T]et [2 par récurrence sur n en utilisant les
propositions 2.8 et [2.5] et I'observation formelle que le noyau d’un épimorphisme
entre foncteurs psf! est psf! ;. O

Corollaire 2.16. La propriété pf, entraine la propriété psf,.

Corollaire 2.17. Supposons que, pour tous objets a et b de C, ’ensemble C(a,b)
est fini. Etant donnés un foncteur F de Fct(C, &) et n € NU{oo}, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. F appartient a pf, (Fct(C,€&)) ;
2. F appartient & psf,(Fct(C,&)) et est a valeurs dans pf,,(E).

Démonstration. Supposons que F est pf,,. Alors F est psf,, par le corollaire[2.16]
Si t est un objet de C, le foncteur Fct(C,€) — £ d’évaluation en t est exact
et est adjoint & gauche au foncteur X — X¢(=) (de fagon duale de (), qui
est exact et commute aux colimites parce que C(—,t) prend ses valeurs dans les
ensembles finis. La proposition montre donc que F(t) appartient a pf,,(&).

La réciproque découle de 'implication (a)=(c) de la proposition combi-
née aux propositions [I.10] et [L.6] O

2.3 Supports de présentation supérieure des bifoncteurs

Dans ce paragraphe, D’ désigne une sous-catégorie pleine de C’.

Proposition 2.18. Soient B un foncteur de Fct(C' x C,&) et n € NU {oo}.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. D' x D est un support de n-présentation de B ;

2. pour tout objet t de C, D' est un support de n-présentation du foncteur
B(—,t) de Fct(C',E), et pour tout objet t' de C', D est un support de
n-présentation du foncteur B(t',—) de Fct(C,€E).

Démonstration. L’implication [1}={2| découle de I’équivalence (a)<(b) de la pro-
position La réciproque se déduit de I’équivalence (a)<(c) de la proposi-
tion et d’un argument standard d’objet bisimplicial [41] §8.5]. O

Rappelons que [’homologie de Hochschild (parfois appelée simplement ho-
mologie et notée H,(C; B), comme dans [29, § C.10], qui explicite le complexe
standard la calculant) de la catégorie C & coefficients dans un bifoncteur B de
Fct(C°P x C,E), notée HH,(C; B), est par définition donnée par les foncteurs
dérivés a gauche, évalués sur B, du foncteur de cofin [31], chap. IX, §6] sur C.

Le résultat classique suivant découle par exemple de [29, (C.10.1)].
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Lemme 2.19. Soient F' un foncteur de Fct(C,E) et t un objet de C. Notons
B le bifoncteur de Fct(CP x C,E) donné par B(xz,y) = F(y)[C(z,t)]. Alors
HHy(C; B) ~ F(t) naturellement en F et t, et HH;(C; B) =0 pour i > 0.

Proposition 2.20. Soient B un foncteur de Fct(C? x C,E) et n € NU {o0}.
Supposons que (C°P x D) U (D x C) est un support de n-présentation de B.
Alors le morphisme

HH;(D;.*B) - HH;(C; B)
induit par le foncteur d’inclusion v : D — C est un isomorphisme pour i < n et
un épimorphisme pour i < n + 1.

Démonstration. Par la proposition[2.8] le bifoncteur B admet une n-présentation
par des sommes directes de foncteurs de la forme M|[C(—1,z) x C(y, —2)], ou M
est un objet de £ et x et y sont des objets de C dont I'un appartient & D. La
conclusion s’obtient alors par un argument classique de suite spectrale a partir
du lemme [2.19] O

3 Premier lemme de Schwartz généralisé

Le lemme de Schwartz affirme que dans la catégorie Fet(P(F,);F,), tout
foncteur polynomial & valeurs de dimensions finies est pf.,. Dans cette section,
nous reprenons la méthode de démonstration de cet énoncé de Franjou-Lannes-
Schwartz [21], § 10] afin d’en obtenir une version plus générale aussi bien a la
source (le corps fini est remplacé par un anneau arbitraire) qu’au but (une caté-
gorie de Grothendieck quelconque plutot qu'une catégorie d’espaces vectoriels).
Nous appliquons ensuite notre lemme de Schwartz généralisé pour améliorer les
bornes de stabilité de Betley-Pirashivili [4] (obtenues par une méthode indépen-
dante) pour 'homologie des monoides multiplicatifs de matrices a coefficients
polynomiaux.

Notation 3.1. Dans toute la section [3| A désigne un anneau. On note F(A, k)
la catégorie de foncteurs F(P(A); k).

3.1 La propriété psf., pour les foncteurs polynomiaux sur
P(4)

Définition 3.2. Soient n € NU {co} et m € N. On dit qu'un foncteur F' de
Fct(P(A),E) vérifie la propriété PSF, (m) si la sous-catégorie pleine de P(A)
ayant pour unique objet A™ constitue un support de n-présentation de F.

Par équivalence de Morita, F' vérifie PSF,,(m) si et seulement si la sous-
catégorie pleine de P(A) des facteurs directs de A™ constitue un support de n-
présentation de F. En particulier, si n est fini, un foncteur F' vérifie la propriété
psfr si et seulement 8’il vérifie PSF,,(m) pour un certain entier m.

Comme dans [21], § 10], on note A endofoncteur de Fct(P(A4),E) donné par
le scindement naturel F(V @ A) ~ F(V) ® A(F)(V); A est un foncteur exact,
qui commute & toutes les limites et colimites. Un foncteur F est polynomial[l] de
degré au plus d € N si et seulement si AT (F) = 0.

1. Cette définition différe légérement de celle d’Eilenberg-MacLane [I7, chap. II] en termes
d’effets croisés, qui nous sera plus utile dans la section [6} Pour des détails sur I’équivalence
des deux points de vue, on pourra consulter par exemple [I5} § 3].
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La clef de cette section réside dans la proposition suivante, qui constitue une
variation de la proposition pour les propriétés PSFE,, (m).

Proposition 3.3. Soient F' un foncteur de Fct(P(A);E) et n,m € N.
1. Si F vérifie PSF,(m), alors il en est de méme pour A(F).
2. Si A(F) vérifie PSF,(m), alors F vérifie PSF,(n+m+1).

Démonstration. La premiére assertion découle de I’isomorphisme naturel
A(MP(A) (AT, -)]) = (MEANO[P(A)(A, -)),

ou M est un objet de £ et i un entier naturel, de 'exactitude de A et de la
proposition [2.8]

Pour établir la suite, on commence par noter que A adjoint & droite au fonc-
teur @ : Fct(P(A);E) — Fct(P(A); €) donné par ®(F)(V) := F(V)[V]/F(V)
(F(V) est le facteur direct naturel de F(V)[V] correspondant a 1’élément 0 de
V). Les foncteurs A et @ sont exacts, et le noyau de A est constitué des foncteurs
constants, de sorte qu’on dispose d’un épimorphisme naturel F(0)SPA(F) — F
(dont la composante PA(F) — F est la cotinité de 'adjonction). Les foncteurs &
et ®A envoient un foncteur induit depuis A™ sur un facteur direct d’un foncteur
induit depuis A™*1!.

On montre maintenant la deuxiéme assertion par récurrence sur n. Le cas n =
0 découle de ce qui précede et de la proposition 2.8 Supposons maintenant que
Iimplication : A(F') vérifie PSF,,_1(r) = F vérifie PSF,_1(n+r) est satisfaite
(pour tout r) et que A(F) est PSF,(m), avec n > 0. Le cas n = 0 montre que F’
vérifie PSFy(m+1), donc il existe une suite exacte 0 - Y — X — F — 0 ou X
est induit depuis A™*! (on utilise constamment, ici, la proposition. Dans la
suite exacte 0 — A(Y) — A(X) — A(F) — 0, A(X) est induit depuis A™*!,
donc PSFy(m+1), et A(F) est PSF,(m+1), donc A(Y) est PSE,_1(m+1),
par le troisiéme point de la proposition L’hypothése de récurrence montre
alors que Y est PSF,,_1(n+m+1). Appliquant maintenant le deuxiéme point
de la proposition [2.5] on tire de la suite exacte 0 Y — X — F — 0 que F
est PSF,(n+m+ 1), ce qui achéve la démonstration. O

Appliquant le deuxiéme point du lemme par récurrence sur le degré polyno-
mial d, et notant qu’un foncteur constant vérifie PSF.,(0), on obtient :

Théoréme 3.4 (Premier lemme de Schwartz généralisé). Soient A un anneau
et F' un foncteur de Fct(P(A); E), polynomial de degré au plus d. Alors F vérifie
PSF;(d.(i+ 1)) pour tout i € N. En particulier, F' posséde la propriété psfoo.

Contrairement au lemme de Schwartz originel, qui porte sur la propriété
Pfoo des foncteurs polynomiaux, le théoréme [3.4] porte sur la propriété psfeo.-
Toutefois, en utilisant le corollaire [2:17] on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 3.5. Soient A un anneau fini et F' un foncteur de Fct(P(A);E). Si
F' est polynomial et a valeurs dans pf . (E), alors il vérifie la propriété pfo.

Remarque 3.6. Lorsque la catégorie € est localement noethérienne, Fct(P(A4); &)
est également localement noethérienne (pour A fini) [35, 8], le corollaire
en découle alors formellement. On notera toutefois que la noethérianité locale
de Fct(P(A); &) est un théoréme beaucoup plus difficile & démontrer que les
résultats de la présente section.
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Si A est un anneau infini, on ne peut pas déduire la propriété pfo, de la
propriété psfo. On ne peut pas non plus démontrer directement une variante
Pfoo du théoréme en suivant I’approche de cette section, car le foncteur A
ne préserve pas les foncteurs de type fini. Une autre approche, permettant de
démontrer une version du théoréme [3.4] pour la propriété pfe, sera donnée a la
section

Le théoréme [B.4] combiné au corollaire [2.10] fournit le résultat suivant.

Corollaire 3.7. Soient F et G des foncteurs de F(A, k). Supposons que F est
polynomial de degré au plus d € N. Alors le morphisme naturel

Extle g 4 (F,G) = Bxtyy, 4 (F(A™), G(A™))

est injectif pour n > d.(j + 1) et bijectif pour n > d.(j + 2).

Le corollaire [3.7] améliore et généralise plusieurs résultats connus. Lorsque
A = k est un corps fini, une forme faible du corollaire (la bijectivité pour
n assez grand) est attestée par Kuhn [27, Th. 3.10] comme corollaire du lemme
de Schwartz. Un autre cas particulier (A = k, pouvant étre ici un anneau quel-
conque, et F' égal au foncteur d’inclusion de P(A) dans A-Mod) avait été dé-
montré antérieurement par Jibladze et Pirashvili [23], pr. 2.13], sous la condition
plus restrictive n > 27,

3.2 Stabilité homologique pour les monoides de matrices

Les résultats du paragraphe précédent permettent d’ameéliorer les bornes de
stabilité — exponentielles — obtenues par Betley et Pirashvili [4], leur substituant
des bornes linéaires, pour I’homologie des monoides de matrices. Pour n € N,
et B un bifoncteur de F(P(A)°? x P(A);Z), B(A", A™) posséde une structure
naturelle de bimodule sur I’anneau Z[M,,(A)] du monoide multiplicatif des ma-
trices n x n & coefficients dans A, I’action & droite (resp. gauche) de ce monoide
provenant de la fonctorialité par rapport a la premiére (resp. deuxiéme) variable.
L’homologie de Hochschild HH,(Z[M,,(A)]; B(A™, A™)) de ce bimodule s’iden-
tifie & celle de la restriction de B a la sous-catégorie pleine de P(A) constituée
du A-module libre A™.

On dispose ainsi, par restriction, de morphismes naturels de groupes abéliens
gradués

s HHL(Z[M (A)]; B(A", A")) —> HH.(Z[ M1 (A)]; (A1, AP+ >

T

HH.(P(A); B)

ot la fleche horizontale est induite par la projection A"*1 — A" sur les n pre-
miers facteurs (sur la premiére variable de B) et I'inclusion A™ < A™*! des n
premiers facteurs (sur la seconde). Il s’agit d’un morphisme de stabilisation, dont
I’analogue pour les groupes linéaires, et plus généralement pour de nombreuses
familles infinies de groupes, a été trés étudié, par des méthodes différentes, a par-
tir de travaux inauguraux de Quillen (non publiés) — cf. le survol systématique
du sujet par Randal-Williams et Wahl [37].
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On dispose d’un diagramme similaire en cohomologie.
La proposition ci-dessous, qui est une variante du corollaire constitue
donc un résultat de stabilité (co)homologique pour les monoides M., (A).

Proposition 3.8. Soient A un anneau et B un bifoncteur de F(P(A)°P x
P(A);Z). Supposons qu’il existe un entier d € N tel que B est polynomial de
degré au plus d par rapport & la premiére variable (c’est-a-dire que, pour tout
V, le foncteur B(—, V) est polynomial de degré au plus d), ou par rapport a la
seconde. Alors le morphisme canonique

HH;(Z[M,(A)]; B(A", A™)) — HH;(P(A); B)

est surjectif pour n > d.(i + 1) et bijectif pour n > d.(i + 2), et le morphisme
canonique

HH'(P(A); B) - HH'(Z|M,,(A)]; B(A", A™))
est injectif pour n > d.(i + 1) et bijectif pour n > d.(i + 2).

Démonstration. Pour le morphisme de comparaison homologique, on combine
le théoréme [3.4] aux propositions et

La propriété cohomologique s’en déduit comme suit. Le foncteur de dualité
D : F(C% x C;Z)°P — F(C°P x C;Z) (pour une catégorie source C quelconque)
donné par (DF)(U,V) = Homgz(F(V,U),Q/Z) est exact et fidéle, et donne
lieu & des isomorphismes naturels HH*(C; D(B)) ~ Homgz(HH;(C; B),Q/Z).
Ceci montre le résultat pour des bifoncteurs B du type D(B’), ou B’ vérifie
la condition de polynomialité requise. Comme le morphisme canonique B —
D(D(B)) est injectif, on peut trouver une corésolution de tout bifoncteur B sur
C par des foncteurs de la forme D(B’), ou les B’ vérifient la méme condition de
polynomialité que B, ce qui permet d’établir le cas général. O

4 Propriété pf, et produits tensoriels

Le lemme de Schwartz généralisé du théoréme [3.4] porte sur le caractére
S foo des foncteurs polynomiaux. Pour obtenir des informations sur le caractére
pfso des foncteurs, nous aurons besoin de résultats sur le comportement des
propriétés pf, vis-a-vis des produits tensoriels. Ces résultats font I'objet de
la présente section, et seront utilisés notamment dans les démonstrations des
théorémes et

Remarque 4.1. Dans cette section, nous avons privilégié autant que possible des
énoncés peu techniques, au prix parfois d’un défaut d’optimalité. En particu-
lier, nous nous sommes limités aux produits tensoriels entre une catégorie de
foncteurs et une catégorie de Grothendieck. Le cadre conceptuel le plus général
pour l'étude de la propriété pf,, pour des produits tensoriels est celui du pro-
duit tensoriel de catégories de Grothendieck, introduit récemment par Lowen,
Ramos Gonzéles et Shoikhet [30]. Dans ce degré de généralité, des problémes
de finitude nouveaux peuvent advenir; I’hypothése que 'une des catégories de
Grothendieck est localement pfo, c’est-a-dire engendrée par pf . (E) (cf. [6]),
est sans doute appropriée pour généraliser les résultats obtenus ici.
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4.1 Produits tensoriels

Le cadre général pour les produits tensoriels que nous considérons est le
suivant. Si l'on suppose que la catégorie de Grothendieck & est k-linéaire, on
dispose d’un produit tensoriel (au-dessus de k)

® ¢ (k-Mod) x £ — € .

Ce produit tensoriel est le bifoncteur qui commute aux colimites par rapport &
chaque variable et tel que k ® X = X. En 'appliquant au but, on en déduit un
produit tensoriel extérieur :

K: F(C;k) x E = Fct(C,€E)

tel que (FRM)(t) = F(t) @ M.

Un cas fondamental est celui ou & = F(D,k) : utilisant l'isomorphisme
canonique de catégories Fct(C, F(D;k)) ~ F(C x D;k), le produit tensoriel
précédent fournit un bifoncteur, toujours appelé produit tensoriel extérieur et
noté X : F(C; k) x F(D; k) — F(CxD; k) donné par (FXG)(t,u) = F(t)@G(u).
Lorsque C = D, la précomposition par la diagonale C — C x C de F' X G égale
le produit tensoriel usuel F' ® G, donné par (F ® G)(t) = F(t) ® G(t).

La formule de Kiinneth suivante, classique et importante, ne sera pas utilisée
dans la suite de 'article ; nous la donnons a titre de motivation.

Proposition 4.2. Supposons que k est un corps et que £ est k-linéaire. Soient
F, G des objets de F(C; k), U etV des objets de € et n € NU{oco}. Le morphisme

naturel d’espaces vectoriels gradués
EXt}:(C;k) (}’—‘7 G) ® EXtZ(U, V) — EXt;\ct(c’g) (F IZ' U, G Izl V) (3)

est bijectif en degrés < n et injectif en degrés < n+1 dans chacun des deux cas
sutvants :

1. F et U possédent la propriété pfn_1;
2. F appartient 6 pf,,_(F(C;k)) et G est a valeurs de dimensions finies.

Esquisse de démonstration. En résolvant F, on se raméne au cas ou ce fonc-
teur est un projectif de type fini Pt = k[C(t,—)]. Utilisant (2)), on voit que le
morphisme s’identifie alors au morphisme canonique G(t) ® Extz(U,V) —
Extz(U,G(t) ® V), ce qui permet de conclure. O

Remarque 4.3. Le cas £ = F(D; k) de la proposition prend une forme plus
symétrique ; il est explicitement énoncé et démontréﬂ par Franjou [I9, pr. 1.4.1].
Cette formule de Kiinneth joue un role clé dans les calculs de [I9] et de [20].
L’importance de cette formule de Kiinneth dans un cadre général est également
soulignée dans [12].

2. La démonstration donnée dans un cas particulier fonctionne pareillement pour toutes
les catégories de foncteurs du type mentionné.
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4.2 Changement de catégorie but

Nous commengons par le changement de catégorie but de k-Mod & K-Mod
lorsque K est une k-algébre.

La propriété suivante s’applique notamment lorsque £ — K est une extension
de corps. Elle sera utile lorsque nous emploierons des résultats de [14] nécessitant
un corps de coefficients assez gros au but des catégories de foncteurs.

Proposition 4.4. Soient F' un foncteur de F(C; k) et n € NU{oco}. Si K est une
k-algebre plate (resp. fidelement plate), alors F @ K appartient & pf,,(F(C; K))
st (resp. si et seulement si) F appartient & pf,, (F(C; k)).

Démonstration. Comme K est k-plate, le foncteur d’extension des scalaires au
but ® := — ® K : F(C;k) — F(C; K) est exact; de plus, son adjoint & droite,
la post-composition par la restriction des scalaires, est exact et commute aux
colimites. Par la proposition [1.9] il s’ensuit que ® préserve la propriété pf,. Si
de plus K est fidélement plate, ® est également fidéle, de sorte que la réciproque
découle de la proposition [I.8] et de la remarque O

La proposition [£:4] posséde un analogue pour les supports de présentation
supérieure :

Proposition 4.5. Soient F' un foncteur de F(C; k), D une sous-catégorie pleine
de C et n € NU{oo}. Si K est une k-algebre K plate (resp. fidélement plate),
alors D est un support de n-présentation de FF® K dans F(C; K) si (resp. si et
seulement si) D est un support de n-présentation de F' dans F(C; k).

Démonstration. Cela résulte de 'équivalence (a)<>(c) de la proposition[2.8] puis-
qu’une suite de k-modules est exacte seulement si (resp. si et seulement si) la
suite de K-modules obtenue en appliquant le foncteur — ® K 1’est. O

Corollaire 4.6. Soient F' un foncteur de F(C;k) et n € NU {oco}. Si K est
une k-algebre fidelement plate, alors F vérifie la propriété psf, dans F(C;k) si
et seulement si F' @ K vérifie la propriété psf, dans F(C; K).

Le résultat suivant nous sera utile dans la démonstration du théoréme [6.14}

Proposition 4.7. Supposons que k — K est une extension de corps commu-
tatifs et que tout foncteur simple & valeurs de dimensions finies de Add(A;k)
posseéde la propriété pf, pour un n € NU {oo}. Alors tout foncteur simple S a
valeurs de dimensions finies de Add(A; K) posséde la propriété pfy,.

Démonstration. Comme S est & valeurs de dimensions finies, il existe un foncteur
simple a valeurs de dimensions finies T' de Add(A; k) et un épimorphisme 7' ®
K — S, dont le noyau N est un foncteur fini a valeurs de dimensions finies
(cette propriété élémentaire, qui constitue une variante de 1’énoncé fonctoriel [I4,
pr. 3.11], se montre comme son analogue bien connu pour un module simple de
dimension finie sur une algébre un corps). Comme 7' appartient par hypothése
a pf,(Add(A;k)), on déduit de la proposition que T ® K appartient a
pf,,(Add(A4; K)). Il suffit donc de montrer que tous les facteurs de composition
de N vérifient la propriété pf,_1, grace a la proposition Comme ceux-ci
sont des foncteurs simples a valeurs de dimensions finies de Add(.A4; K), on en
déduit ’énoncé par récurrence sur n. O
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Les énoncés suivants concernent le changement de catégorie but plus géné-
ral de k-Mod a &, lorsque £ est une catégorie de Grothendieck k-linéaire. Ils
nécessitent une hypothése de finitude forte sur F(C; k). Ils nous serviront pour
démontrer le théoréme Les notions de foncteur absolument simple, d’objet
fini (nommé aussi de longueur finie), de catégorie localement finie ou localement
de type fini qui y interviennent sont rappelées par exemple dans [I4], déf. 3.3] et
[33, p. 92, 368 et 371].

Lemme 4.8. Supposons que k est un corps et que la catégorie £ est k-linéaire.
Supposons également que la catégorie F(C; k) est localement finie et que tous ses
objets simples sont absolument simples. Supposons enfin que £ est localement de
type fini, ou que les foncteurs simples de F(C; k) sont & valeurs de dimensions
finies. Alors tout foncteur a support fini de Fet(C,E) posséde une filtration finie
dont les sous-quotients sont isomorphes a des produits tensoriels extérieurs de
la forme SK X, ot S est un foncteur simple de F(C;k) et X un objet de E.

Démonstration. Soit F' un foncteur a support fini de Fet(C, &) : il existe un
nombre fini d’objets t1,...,t, de C et des objets Xi,...,X,, de £ tels que
F soit un quotient de @, k[C(t;, —)] ¥ X;, par la proposition Comme
F(C; k) est localement finie, les foncteurs projectifs de type fini k[C(¢;, —)] sont
finis : ils possédent une filtration finie dont les sous-quotients sont simples, donc
absolument simples. L’exactitude en chaque variable de X (k est un corps) et le

lemme [£.9] ci-dessous permettent donc de conclure. O

Lemme 4.9. Soit S est un objet absolument simple de F(C; k). Supposons de
plus que S est a valeurs de dimensions finies, ou bien que & est localement de
type fini. Alors l'image essentielle du foncteur S — : &€ — Fct(C, ) est stable
par sous-quotient.

Démonstration. Le foncteur S X — est exact, pleinement fidéle, et commute
aux colimites. Comme la catégorie Fct(C,E) est engendrée par les foncteurs
T[C(t,—)] (ou t est un objet de C et T un objet de £, qu’on peut supposer de
type fini si £ est localement de type fini), il suffit donc de montrer que tout
sous-foncteur F' de S® X image d’un morphisme f : T[C(t, —)] — SK X est de
la forme SXY, ot Y est un sous-objet de X (dans &). Utilisons l'isomorphisme

Fet(C, £)(T[C(t, —)], SR X) ~ (T, S(t) ® X) ~ S(t) ® E(T, X)

ol le premier isomorphisme est un cas particulier de (2]) et le second est valide
si S est a valeurs de dimensions finies ou si T est de type fini. Ecrivons I'image
de f dans S(t) ® (T, X) sous la forme Y 7" | ¢; @ 1, ou (p;); est une famille
libre de lespace vectoriel S(t) : comme S est absolument simple, le morphisme
Pt — S®" dont les composantes dans F(C;k)(PE,S) ~ S(t) sont les ¢; est
surjectif. Par conséquent, I'image F' de f égale celle du morphisme

S RT ~ SRTE By o x

c’est-a-dire S X ImW¥, o ¥ : 7" — X est le morphisme dont les composantes
T — X sont les ;. O

Proposition 4.10. Supposons que k est un corps, que la catégorie £ est k-
linéaire, que pour tous objets x et y de C, l’ensemble C(x,y) est fini, et que
la catégorie F(C; k) est localement finie. Alors tout foncteur a support fini de
Fct(C, &) posséde la propriété psfoo.
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Démonstration. Grace au corollaire [1.6] par extension des scalaires au but, on
peut supposer que k est algébriquement clos. Comme les ensembles de mor-
phismes entre deux objets de C sont supposés finis, les simples de F(C;k)
prennent des valeurs de dimensions finies, et ils sont absolument simples (lemme
de Schur). On peut donc utiliser le lemme qui (combiné a la proposition
montre qu’il suffit de voir que les foncteurs SX X, ou S est un foncteur simple de
F(C;k) et X un objet de &, vérifient psfo dans Fct(C,E). En effet, X est pfoo,
donc psfs, dans F(C; k), car cette catégorie est localement noethérienne (cf.
exemple ¢)). La proposition montre que la propriété psf., est préservée
par — X X (puisque k est un corps), d’ou la conclusion. O

Corollaire 4.11. Sous les hypothéses de la proposition [{.10, tout foncteur de
Fct(C,&) a support fini et a valeurs dans pf o (E) appartient & pf . (Fct(C,E)).

Démonstration. Cela découle de la proposition [£.10] et du corollaire 217 O

4.3 Produits tensoriels de foncteurs pf, : cas plat

Proposition 4.12. Soient n € NU{oo}, F et G des foncteurs de pf, (F(C; k))
et pf,, (F(D;k)) respectivement. On suppose que F ou G prend ses valeurs dans
les k-modules plats. Alors F R G appartient & pf,,(F(C x D; k)).

Démonstration. Le résultat se déduit de la proposition|l1.6|et des isomorphismes
canoniques PS X P& ~ P9, O

Proposition 4.13. Supposons que la catégorie C posséde des coproduits finis.
Soit n € NU {oo}. Alors le produit tensoriel de deux foncteurs de pf,, (F(C;k))
dont l'un est & valeurs k-plates appartient a pf, (F(C; k)).

Démonstration. Cela découle de la proposition [I.6] et des isomorphismes cano-
niques Pf ® Pg ~ Pcc*d, ou * désigne le coproduit de C. O

Les propositions et possédent les réciproques suivantes.

Proposition 4.14. Soient n € NU {oo}, F et G des foncteurs de F(C; k) et
F(D; k) respectivement. On suppose que toutes les valeurs de F et de G sont k-
plates, et que chacun d’entre eux posséde au moins une valeur fidélement plate.
Alors, si FRG appartient o pf, (F(CxD;k)), F (resp. G) est dans pf,, (F(C; k))
(resp. pf, (F(D;k))).

Démonstration. Comme F' est a valeurs plates, le foncteur &p (= F X — :
F(D; k) — F(C x D; k) est exact. Comme F prend une valeur fidélement plate,
®r est également fidéle. De plus, ®r commute aux colimites. Il s’ensuit que, si
FX G est de type fini, alors G est également de type fini, et F' également. Cela
établit le cas n = 0. On raisonne ensuite par récurrence, supposant 0 < n < oo
et lassertion vraie pour la propriété pf,_1.

Supposons donc que F'XG vérifie pf, : 'hypothése de récurrence montre que
F et G sont pf,_1. Par conséquent, la proposition montre que ®r préserve
les objets pf; pour: < n—1. La proposition montre alors (compte-tenu de la
premiére partie de la démonstration) que la propriété pf,, pour ®r(G) implique
la méme propriété pour G, d’oit notre assertion. O
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Proposition 4.15. Supposons que C posséde des coproduits finis. Soient F' et
G des foncteurs de F(C; k) et n € NU{oo}. On suppose que F @ G appartient
pf,, (F(C;k)), que F et G sont & valeurs plates, et que chacun d’entre eux prend
une valeur fidélement plate. Alors F et G appartiennent & pf,,(F(C; k)).

Démonstration. Cette proposition s’établit comme la précédente, en utilisant la
proposition [f.13] au lieu de la proposition [£:.12] O

4.4 Cas d’un anneau de base principal

Hypothése 4.16. Dans toute la section [4.4] on suppose que 'anneau k est
principal.

Soient F' et G des foncteurs de F(C; k) et F(D;k) respectivement. On no-
FxG

tera Tor(F, G) le foncteur de F(C x D; k) composé de C x D —= k-Mod x
rk
k-Mod —2% k-Mod. Lorsque C = D, on notera Tor(F,G) le foncteur de
F(C; k) composé de la diagonale C — C x C et de Tor(F,G).
La proposition [£.12] posséde la généralisation suivante.

Proposition 4.17. Soient F (resp. G) un foncteur de F(C; k) (resp. F(D;k))
et n € NU{oo}. On suppose que F' et G possédent la propriété pf,. Alors le
foncteur F'WR G appartient & pf,,(F(C x D;k)) si et seulement si Tor(F,G)
appartient o pf,_o(F(C x D;k)).

Démonstration. Soit P, (resp. Qe) une résolution projective de F (resp. G), de
type fini jusqu’en degré n. Le complexe total de P,I(Q), est constitué de foncteurs
projectifs de type fini de F(C x D;k); comme P, et Qo prennent leurs valeurs
dans les k-modules projectifs, I’homologie de ce complexe est F'IX G en degré 0,
Tor(F,G) en degré 1 et 0 ailleurs. Le corollaire [I.5] (et 'exemple [1.2|(b)) montre
alors que F'X G est pf, dés lors que Tor(F,G) vérifie pf, 2. La réciproque
s’établit de fagon analogue, & partir de la proposition O

On démontre de la méme fagon :

Proposition 4.18. Supposons que C posséde des coproduits finis. Soient n €
NU{oo}, F et G des foncteurs de pf,, (F(C; k)). Le foncteur F ® G appartient
a pf,,(F(C; k)) si et seulement si Tor(F,G) est dans pf,,_o(F(C; k)).

On peut facilement, & partir de la, exhiber un produit tensoriel non pfs de
foncteurs sur une catégorie additive vérifiant chacun la propriété pfs, comme
Iillustre I'exemple suivant.

Exemple 4.19. Supposons que C est la catégorie des groupes abéliens de type
fini et que k = Z. Prenons F' et G égaux au foncteur d’inclusion vers Ab et
considérons, pour un nombre premier p, le foncteur T, de F(C;Z) associant a
un groupe abélien de type fini sa composante p-primaire. Le foncteur F est
représentable, donc projectif de type fini, et a fortiori pfo, dans Add(C, Ab).
Le théoréme ci-aprés implique qu’il appartient également a pf_ (F(C;Z)).
En revanche, Tor(F, F') n’est pas de type fini, car il est isomorphe a la somme
directe infinie sur les nombres premiers p des Tor(7},, T},), qui sont tous non nuls.
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Si V est un k-module, nous noterons Vi, son sous-module de torsion. Pour
x € k, nous désignerons par ,V le sous-module Homy (k/(x), V') des éléments de
V annulés par z. Pour un foncteur F' de F(C; k), nous noterons Fio, (resp. ,F)
le sous-foncteur de F' obtenu par postcomposition de F avec V — Vi, (resp.
V — V). Nous dirons que F est de torsion bornée s’il existe = € k\ {0} tel
que l'inclusion . F' < Fi,, soit une égalité — on dit alors que F' est de torsion
bornée par x.

On rappelle par ailleurs que, si A, B et £ sont des catégories k-linéaires, un
foncteur T : A x B — & est dit k-bilinéaire si, pour tous objets a,a’ de A et
b,b' de B, 'application A(a,a’) x B(b,b') — E(T(a,b),T(a’,v’)) induite par T
est k-bilinéaire. On notera Bil(.A x B; k) la sous-catégorie pleine de F(A x B; k)
constituée des foncteurs k-bilinéaires.

Dans les deux lemmes suivants, si x est un élément non nul de k, on note
A, la sous-catégorie pleine de k-Mod constituée des modules dont la torsion
est bornée par z, et A, la sous-catégorie pleine des modules de type fini de A,.

Lemme 4.20. Soient x un élément non nul de k et B un foncteur de Bil( A, x
Ay k). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. B prend ses valeurs dans les k-modules de type fini;
2. B est noethérien ;
3. B appartient & pf. (Bil(A, x A k)).

Démonstration. Comme ’anneau k est principal, tout objet de A, est isomorphe
a une somme directe finie de k-modules indécomposables, et ’ensemble des
classes d’isomorphisme d’objets indécomposables, dont nous noterons & un en-
semble de représentants, est fini.

Comme le foncteur

evs : Bil(A; x Az k) = (k-Mod)®*® X = (X(U,V))wv)esxs

est exact et pleinement fidéle, tout objet X de Bil(A, x A,; k) tel que evs(X)
soit noethérien est lui-méme noethérien. Comme S est fini et que k est un anneau
noethérien, cela montre I'implication

La catégorie Bil(A, x A;;k) est engendrée par les foncteurs A, (U, —) X
A, (V, =) pour U,V dans A,. Comme ces foncteurs sont a valeurs de type fini,
on en déduit 'implication réciproque 2=fI] et le caracteére localement noethérien
de la catégorie Bil(A, x A;; k). Celui-ci entraine I’équivalence de [2| et [3] grace
a I'exemple [1.2)c). O
Lemme 4.21. Soient x un élément non nul de k et T : Ay x Ay — k-Mod un
foncteur k-bilinéaire vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. siU etV sont des objets de A, T(U, V) est un k-module de type fini;

2. T commute aux colimites filtrantes.

Alors il existe une résolution de T' par des sommes directes finies de foncteurs

du type (U, V) = (oU) @ V), ot (a,b) € k2.

Démonstration. L’équivalence[I}=f3]du lemme[d:20]et la proposition[I.6|montrent
que la restriction de T" a A, x A, posséde une résolution par des sommes directes
finies de foncteurs du type (U, V) + (,U)®(,V). Etant donné que ces foncteurs,
ainsi que T, commutent aux colimites filtrantes, cette résolution s’étend en une
résolution de T de la forme souhaitée. O
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Proposition 4.22. Soient F' (resp. G) un foncteur de F(C; k) (resp. F(D;k))
et n,m € NU {oo}. On suppose que :

1. F et G possédent la propriété pfy, ;
2. F et G sont de torsion bornée ;
3. pour tout x € k\ {0}, . F et .G vérifient la propriété pf,.
Alors :
(A) le foncteur F G appartient a pfpin i mio) (F(C X D;K)) ;
(B) le foncteur Tor(F,G) appartient & pf in(n,m) (F(C X D;k)) ;
(C) i T : (k-Mod) x (k-Mod) — k-Mod est un bifoncteur k-bilinéaire qui
commute aux colimites filtrantes et envoie toute paire de k-modules de type

fini sur un k-module de type fini, alors le foncteur T o (F x G) appartient
a pfmin(n,m) (‘F(C X Dv k))

Démonstration. Soit x un élément non nul de k. On va montrer, plus précisé-
ment, les propriétés suivantes (o n € Z U {oo}) :

(A), si F (resp. G) est un foncteur de pf, (F(C;k)) (vesp. pf,, (F(D;k))), a

valeurs dans A;, et que pour tout € k\ {0}, ,F et ;G vérifient la
propriété pf,_o, alors F' X G appartient a pf,,(F(C x D;k));

(B),, si F' (resp. G) est un foncteur de pf,(F(C;k)) (resp. pf,(F(D;k))), a
valeurs dans A,, et que pour tout x € k\ {0}, .F et .G vérifient la
propriété pf,, alors le foncteur Tor(F, G) appartient a pf, (F(C x D; k)) ;

(C),, si F (resp. G) est un foncteur de pf, (F(C;k)) (resp. pf, (F(D;k))), a
valeurs dans A, que pour tout = € k\ {0}, . F et ,G vérifient la propriété
Dfn, et que T : (k-Mod) x (k-Mod) — k-Mod est comme dans (C), alors

le foncteur T o (F' x G) appartient a pf, (F(C x D;k));

si F' (resp. G) est un foncteur de pf, (F(C;k)) (vesp. pf,(F(D;k))), a
valeurs dans A, et si pour tout € k\ {0}, . F et ,G vérifient la propriété
pfn, alors pour tout (a,b) € k2, le foncteur (,F) X (,G) vérifie pf,.

On procéde selon le schéma de récurrence suivant :

n

(A),, = (D), = (C), = (B),, = (A),45

n n

(Comme ces propriétés sont vides pour n < 0, il n’y a pas d’initialisation).

Si F' et G vérifient les hypothéses de (D), , alors tous leurs sous-foncteurs
oF et G vérifient les hypothéses de (A),, d’ot 'implication (A), = (D),,.

L’implication (D), = (C),, s’obtient en appliquant le lemme a la res-
triction de T & A, x A, puis le corollaire

L’implication (C), = (B),, résulte de ce que le foncteur Tor" commute aux
colimites filtrantes et envoie toute paire de k-modules de type fini sur un module
de type fini.

La proposition fournit 'implication (B), = (A), .- O

Notation 4.23. On note Tpf,, (C; k) la classe des foncteurs de F(C; k) vérifiant
les propriétés suivantes :
1. pour tout z € k, le foncteur . F appartient a pf,,(F(C; k));

2. la torsion de F' est bornée.

24



Corollaire 4.24. Soient n € NU{oo} et F' (resp. G) un foncteur de Tpf,, (C; k)
(resp. Tpf, (D;k)). Alors FRG et Tor(F,G) appartiennent & Tpf, (C x D; k).

Démonstration. 1l est immédiat que les foncteurs F X G et Tor(F,G) sont de
torsion bornée, comme F et G. Pour vérifier le caractére pf,, de ,(F X G) et
+Tor(F,G), on applique I'assertion (C) de la proposition aux bifoncteurs
(U, V)= (U V) et (U, V) ,Tor®(U, V). O

Corollaire 4.25. Supposons que C posséde des coproduits finis. Soient n €
NU{oo}, F et G des foncteurs de Tpf, (C; k). Alors F @ G et Tor(F,G) appar-
tiennent a Tpf,(C; k).

Démonstration. Cela résulte du corollaire[4.24] et de la proposition[I.12] puisque
la diagonale de C est adjointe & droite au coproduit C x C — C. O

Le corollaire suivant nous servira au §6.4}

Corollaire 4.26. Supposons que C posséde des coproduits finis. Soient n €
NU {oo}, et P une classe d’objets de F(C; k) telle que :

1. B est stable par sous-objet ;

2. tout foncteur de P est noethérien ;

3. P est incluse dans pf,, (F(C;k)).

Si Fy,. .., F,. appartiennent & B, alors F1®- - -®QF,. appartient o pf, (F(C;k)).

Démonstration. Si F' est un foncteur noethérien, son sous-foncteur Fi,,. est de
type fini, donc F' est de torsion bornée. Les premiére et troisiéme hypothéses sur
B montrent par ailleurs que . F vérifie pf,, pour tout = € k et tout F € B. Ainsi,
P est incluse dans Tpf, (C; k), et le corollaire m permet de conclure. O

5 La propriété pf, pour les foncteurs additifs

La catégorie Add(A; k) est généralement beaucoup plus facile a étudier que
F(A; k) (par exemple, pour A = P(A), la catégorie des foncteurs additifs est
équivalente a celle des (k, A)-bimodules, par le théoréme d’Eilenberg-Watts).
Certaines propriétés de finitude des foncteurs additifs (comme la noethérianité)
sont trivialement équivalentes dans Add(A; k) et F(A; k), mais ce n’est pas le
cas pour la propriété pf,. Dans cette section nous expliquons comment 'inclu-
sion Add(A; k) < F(A; k) se comporte vis-a-vis de la propriété pfy,.

Précisément, nous montrons a la proposition [5.7] que la propriété pf, est
toujours préservée par l'inclusion si k est une (Q-algébre. Nous montrons aux
théorémes et que si k = Z ou si k contient un corps fini, la préservation
de la propriété pf,, est reliée a la propriété de transfert (7, ,) ci-dessous.

Dans 1’énoncé suivant, on note ,V = Homgz(Z/p,V) le sous-groupe de p-
torsion d’un groupe abélien V.

Proposition et définition 5.1. Soient n € NU {oo} et p un nombre premier.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(T, ,) Pour tout i < n, l'inclusion Add(A;Z/p) — Add(A;Z) préserve les
objets pf;.
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(T2 ,) Pour tout i <n, un foncteur de Add(A;Z/p) appartient a la classe
pf;(Add(A;Z/p)) si et seulement s’il appartient & pf,(Add(A;Z)).
(T3 ,) Pour tout objet a de A, le foncteur ,.A(a,—) appartient a la classe
pf,,_o(Add(A;Z)).
(T} ,) Pour tout objet a de A, le foncteur ,.A(a,—) appartient & la classe
pf,_»(Add(A;Z/p)).
Lorsqu’elles sont satisfaites, nous dirons que la petite catégorie additive A sa-
tisfait la propriété de transfert (7), ).

Démonstration. L’équivalence entre (Tﬁ)p) et (Tg,p) découle des suites exactes
0 —=pAla, =) = Aa,—) 5 A(a,—) — Ala,—) @z Z/p — 0, de la proposi-
tion et de 'exemple b).

On montre ensuite par récurrence sur n que les quatre conditions sont équi-
valentes. Plus précisément, pour n = 0 les quatre conditions sont vraies quelle
que soit la catégorie A, et sont donc trivialement équivalentes. Supposons dé-
montré que les quatre conditions (Ti’fp) sont équivalentes pour tout i < n. Alors
pour tout k € {1,2,3,4} et tout ¢ < n on a l'implication :

On obtient alors ’équivalence entre les quatre conditions (T,’f’p) a l'aide des
implications suivantes.

(T2 ) = (Th,) (Tap) + (Tio1p) = (T2y) 5
(Tip)+ (Tasy) = (T,) 0 (T3) +(T3s,) = (T,) -
Parmi ces implications, ((T1 T2, P ) ) provient de la proposi-

tion u qui s’applique a llnclusmn Add(A4; Z/p) f—> Add(A;Z) grace a la
remarque [I.7] Les autres implications sont immeédiates. O

Exemple 5.2. La propriété (T, ,) est vérifiée pour tout n dans chacun des cas
suivants :

1. lorsque la catégorie Add(A;Z/p) est localement noethérienne (en effet
exemple [1.2[c) montre que (T}, ) est satisfaite) ;

2. lorsque la catégorie Add(A, Ab) est localement noethérienne (car cela
implique que la sous-catégorie Add(A;Z/p) l'est également) ;

3. lorsque la catégorie A est Z/p-linéaire ;

4. lorsque les groupes abéliens de morphismes dans la catégorie A sont sans
p-torsion ;

5. lorsque la catégorie A posséde des conoyaux (car ,.A(a,—) est alors iso-
morphe au foncteur A(a/p, —), ot a/p désigne le conoyau de p.Id,).

Les travaux d’Auslander [3] donnent de nombreux exemples de petites catégories
abéliennes A telles que Add(A;Z/p) n’est pas localement noethérienne (par
exemple, la catégorie des modules & gauche de type fini sur une Z/p-algébre
finie de type de représentation infini), qui entrent donc dans le dernier cas mais
pas dans les deux premiers.
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Exemple 5.3. Si A =P(A), I'inclusion Add(A4;Z/p) — Add(A;Z) s’identifie
a la restriction Mod-A — Mod-(A®zZ/p) le long de ’épimorphisme canonique
A — A®zZ/p. Ainsi, P(A) posséde la propriété (T),,,) si et seulement si I'idéal
pA des éléments de A annulés par multiplication par p est dans pf,,_,(Mod-A).

Cet idéal peut ne pas étre de type fini, comme l'illustre I’exemple de ’anneau
A =7Z®V,ouV est un Z/p-espace vectoriel infini, avec la multiplication
(a,v).(byw) = (ab,aw + bv)). Pour un tel anneau A, P(A) ne posséde pas la
propriété (1)) sin > 1.

Remarque 5.4. L’inclusion Add(A;Z/p) — Add(A;Z) ne préserve pas toujours
la propriété pf, (sauf si n < 1), cf. 'exemple La propriété (7,,,) constitue
donc une caractéristique intéressante d’une catégorie additive A. A linverse,
Pinclusion F(A;Z/p) — F(A;Z) préserve toujours les objets pf,, et ne dit
rien de la catégorie A. Cette préservation résulte des suites exactes courtes
0 — Z[A(a, —)] & Z[A(a, -)] = Z/p[A(a, —)] — 0, de I'exemple u(b) et de la
proposition [L.8]

Nos résultats de transfert de la propriété pf,, de Add(A;k) a F(A; k) (ti-
rés essentiellement des premicres versions prépubliées de [I4]) reposent sur la
construction cubique de MacLane, dont la proposition ci-dessous résume les pro-
priétés utiles.

Proposition 5.5 (Eilenberg-MacLane, Cartan, Dold-Puppe...). Il existe un
compleze de chaines Q. d’endofoncteurs des groupes abéliens possédant les pro-
priétés suivantes.

(1) Pour tout n € N, Q,, est un facteur direct du foncteur V s Z[V?"].
(2) L’homologie de Q. en degré nul est isomorphe au foncteur identité.

(8) L’homologie de Q. est nulle en degré 1 et isomorphe en chaque degré supé-
rieur ou égal & 2 G une somme directe finie de foncteurs du type —QzZ/p
ou Homy(Z/p, —) pour des nombres premiers p. Le plus bas degré ot le
foncteur —®zZ/p, resp. Homy(Z/p, —), apparait comme facteur direct de
I’homologie de Q. est 2p — 2, resp. 2p — 1.

Démonstration. La construction cubique de MacLane [I8] § 12] (on pourra aussi
consulter la présentation plus récente de Johnson-McCarthy [25], § 6]) fournit le
complexe désiré. En effet ce complexe, évalué sur V, calcule (fonctoriellement en
V) T'homologie stable (a coefficients entiers) des espaces d’Eilenberg-MacLane
associés & V, de sorte que (2) est clair et (3) résulte du calcul par Cartan [T
exp. 11, §6, Th. 2] de cette homologie; (1) découle de la définition explicite du
complexe. O

Par la formule des coefficients universels, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 5.6. Si l’anneau k contient un corps premier, il existe un complexe
de chaines Q* de foncteurs Ab — k-Mod possédant les propriétés suivantes.
(1) Pour tout n € N, QF est un facteur direct du foncteur V s k[V?"].
(2) L’homologie de QF en degré nul est isomorphe 4 V +— V @ k.
z

(3) Si k est de caractéristique nulle, I’homologie de Q¥ est nulle en degrés
strictement positifs.
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(4) Si k est de caractéristique p > 0, I’homologie de QF est isomorphe en
chaque degré non nul a une somme directe finie de foncteurs du type
—®z7Z/p ou Homy(Z/p,—). Le plus bas degré strictement positif ow le
foncteur —®zZ/p, resp. Homy(Z/p, —), apparait comme facteur direct de
l’homologie de Q. est 2p — 3, resp. 2p — 2.

Proposition 5.7. Supposons que k est une Q-algébre. Soit n € NU{oo}. Alors
Vinclusion Add(A; k) — F(A; k) préserve les objets pfy,.

Démonstration. D’aprés la proposition [I.8] il suffit de montrer que les fonc-
teurs additifs A(a, —) ®z k appartiennent a pf_(F(A;k)). Cela résulte du co-
rollaire qui montre que le complexe Q* oA(a, —) est une résolution projective
dans F(A; k) de A(a,—) ®z k, dont tous les termes sont de type fini. O

Remarque 5.8. La conclusion vaut plus généralement lorsqu’on remplace au
but des foncteurs les k-modules par une catégorie de Grothendieck Q-linéaire
localement pf;,.

Le théoréeme suivant est ’analogue de la proposition en caractéristique
positive. Il fournit également une nouvelle caractérisation de la propriété de
transfert (T}, p).

Théoréme 5.9. Soit n € N U {oo}. Supposons que k est un anneau non nul
de caractéristique p premiére. Alors A vérifie la propriété (T, ;) si et seulement
si Vinclusion Add(A; k) — F(A; k) préserve la propriété pf; pour tout i <
n—+2p—3.

Démonstration. Supposons que A vérifie la propriété (1),,), et montrons que

I'inclusion Add(A; k) — F(A; k) préserve la propriété pf; pour i < n+2p — 3.

D’apreés les propositions[I.8] et [£-4] il suffit pour cela de montrer que la propriété
(HR;) A(a,—)®zZ/p est dans pf,(F(A;Z/p)) pour tout a € Ob A

est vraie pour tout ¢ < n + 2p — 3. Nous la démontrons par récurrence sur i. La
propriété (H Ry) est vérifiée car A(a, —) ®zZ/p est un quotient de Z/p[A(a, —)].
Supposons (HR;) vérifiée, avec i < n + 2p — 3. La proposition montre alors
que l'inclusion Add(A;Z/p) — F(A;Z/p) préserve la propriété pf; pour j < i.
Comme A vérifie de plus (7, ), les foncteurs ,.A(a, —) sont dans pf,,, (F(A; Z/p))
pour m = min{i,n — 2}. Considérons maintenant le complexe Qf/ Po Ala, —)
de la proposition [5.6] Il est constitu¢ de foncteurs projectifs de type fini de
F(A;Z/p). Son homologie en degré nul est isomorphe a A(a,—) ®z Z/p, son
homologie est nulle en degrés j pour 0 < j < 2p — 3, son homologie de degré
2p — 3 est dans pf;_(o,_3)(F(A;Z/p)), et en degrés j > 2p — 4, son homologie
est constituée de foncteurs de pf,, (F(A;Z/p)) avec m > i — j. On en déduit
alors (HR;41) par le corollaire

Réciproquement, supposons que l'inclusion Add(A4;k) — F(A; k) préserve
la propriété pf; pour tout j < n + 2p — 3. D’aprés la proposition @, cela
implique que les foncteurs A(a, —) @z Z/p sont pfni+2p—3, donc que l'inclusion
Add(A;Z/p) — F(A;Z/p) préserve la propriété pf; pour tout j < n-+2p— 3.
Nous allons montrer que A vérifie (Tn,p) par récurrence. Comme toute catégorie
additive, A vérifie (Tp ). Supposons que A vérifie (T} ), avec ¢ < n. Alors

les foncteurs ,A(a, —) sont dans pf,_o(F(A;Z/p)). Soit C, le complexe QY7o
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A(a,—); notons Z; le foncteur des cycles de degré j de ce complexe, et B; le
foncteur des bords de degré j. En utilisant les suites exactes

O—)Z2p73—>02p,3—>-~-—>Co—>H0(C)—>O,
0— ng,:}, — ng,'g, — ngfg(C) —0 s
0— Z2p_2 — Czp_g — ng_3 —0 R

le fait que les foncteurs C; sont projectifs de type fini (donc pfe), le fait que
Hy(C) et Hyp_3(C) sont des sommes directes finies de copies de A(a, —) @z Z/p
(donc pfrniop—3) et le troisiéme point de la proposition on obtient que le
foncteur Zs,_o appartient & pf,,_,(F(A;k)). Par ailleurs, le complexe tronqué
décalé T, = C,i9p—1 pour * > 0 est un complexe de projectifs de type fini,
dont les groupes d’homologie en degré non nul sont pf;_o. Le corollaire
montre donc que son homologie de degré nul, le foncteur Ba,_», appartient &
pf,_1 (F(A;k)). On déduit alors du deuxiéme point de la proposition [1.4| que le
foncteur Ha,—o(C'), donc son facteur direct ,.A(a, —), appartient a pf,, (F(A; k))
pour m = min{i,n — 2}, donc pour m = ¢ — 1. Ainsi A vérifie (T;11 ,). O

Remarque 5.10 (Cf. remarque [5.8)). Sous I'hypothése du théoréme plus gé-
néralement, l'inclusion Add(A,E) — Fct(A, ) préserve la propriété pf, sila
catégorie & est Z/p-linéaire et localement pf,,.

En se basant sur la proposition [5.5] et raisonnant comme pour le sens direct
du théoreme [5.9] on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.11. Soit n € NU{oo}. Si A vérifie la propriété (T,—opt2,p) pour
tout p premier, alors Uinclusion Add(A;Z) — F(A;Z) préserve la propriété
Pfn

Remarque 5.12. Sous I'hypothése du théoréme [5.11] plus généralement, I'inclu-
sion Add(A; A) — F(A; A) préserve la propriété pf, si A est un anneau dont
le groupe abélien sous-jacent est sans torsion.

6 Deuxiéme lemme de Schwartz généralisé

Dans la section [3] nous avons montré que les foncteurs polynomiaux sur
P(A) (ou A est un anneau) vérifient la propriété psfoo, généralisant le lemme
de Schwartz [21, Prop. 10.1]. L’objectif de la présente section est d’établir une
autre généralisation du lemme de Schwartz, donnant cette fois la propriété pf.o
pour des foncteurs polynomiaux.

Nous obtenons en fait deux résultats en ce sens. Le premier, valable lorsque
I'anneau de coefficients au but k est un corps, est le théoréme Il repose
sur les résultats de [14] qui indiquent que, sous des hypothéses raisonnables, un
foncteur polynomial simple de F(A; k) s’écrit comme un produit tensoriel de
foncteurs du type E o A ot E est un foncteur polynomial de F(k,k) et A un
foncteur additif dans Add(A; k). Pour établir le théoréme nous étudions
tout d’abord dans les sections [6.1] et comment la propriété pf, est préservée
par postcomposition par un foncteur polynomial F.

Le deuxiéme résultat, valable pour k = Z, est énoncé au théoréme et au
corollaire [6.18] On l'obtient en analysant la filtration polynomiale des foncteurs.

Nous appliquons ensuite nos résultats pour obtenir de nouveaux résultats de
finitude pour I’homologie de Hochschild des catégories et les groupes GL(A).
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Notation 6.1. On désigne par Poly(A,E) (resp. Polqa(A; k), et Pola(A, k), si
A est un anneau) la sous-catégorie pleine des foncteurs polynomiaux de degré
au plus d de Fct(A, &) (resp. F(A; k), F(Ak)).

Les rappels utiles sur la notion de foncteur polynomial, qui remonte & Eilenberg-
MacLane [I7, chap. II], peuvent se trouver par exemple dans [14, §2].

Si F est un foncteur de F(k, k), nous noterons F son extension de Kan a
gauche le long de linclusion pleinement fidéle de P(k) dans la catégorie des
k-modules plats. Le foncteur F — F est ezact car F(M) s’obtient par colimite
des F(V) pour V dans P(k) muni d’un morphisme k-linéaire vers V, et cette
colimite est filtrante pour V plat.

6.1 Postcomposition par un foncteur polynomial

On rappelle que anneau k est dit solide si la multiplication k ®z k — k est
un isomorphisme.

Lemme 6.2. Supposons que l’anneau k est solide et noethérien. Soient d € N
et F' un foncteur de F(k,k) polynomial de degré au plus d, et dont les valeurs
sont des k-modules de type fini. Alors il existe un complexe de chaines C, de
F(k,k), d’homologie notée H,o, possédant les propriétés suivantes :

1. pour tout i € N, le foncteur C; est une somme directe finie de copies de
la d-éme puissance tensorielle T sur k ;

2. pour tout i > 0, H; est un foncteur polynomial de degré strictement infé-
rieur & d, a valeurs dans les k-modules de type fini;

3. il existe un morphisme Hy — F dont le noyau et le conyau sont des
foncteurs polynomiaux de degré strictement inférieur a d a valeurs dans
les k-modules de type fini.

Démonstration. Comme 'anneau k est solide, le foncteur
F(k, k) = k[S4]-Mod X = cerg(X)(k,... k)

(ot &4 désigne le groupe symétrique sur d lettres et cry le d-iéme effet croisé,
comme dans [14]) induit une équivalence Poly(k, k) /Poly_1(k, k) = k[S4]-Mod,
par un résultat classique de Pirashvili [32]. On en déduit aisément que le com-
plexe Cy :=T% @ R,, 01l R, est une résolution du &[S 4]-module crq(F)(k, . .., k)

k[S4]
par des modules libres de rang fini (une telle résolution existe car F est a valeurs
de type fini sur k et que cet anneau est noethérien), convient. O

Proposition 6.3. Supposons que C posséde des coproduits finis et que l’anneau
k est solide et noethérien. Soient n € NU {oo}, F un foncteur polynomial de
F(k,k) a valeurs dans les k-modules de type fini, et X un foncteur de F(C;k)
a valeurs plates. Si X appartient a pf,,(F(C;k)), alors il en est de méme pour
FolX.

Démonstration. Soit d le degré polynomial de F'; par récurrence, on peut suppo-
ser que Go X vérifie pf, si G est un foncteur polynomial de degré < d, a valeurs
de type fini, de F(k, k). Considérons un complexe C, donné par le lemme
Pour tout i € N, le foncteur C; o F posséde la propriété pf,, griace au premier
point de ce lemme et & la proposition Pour 7 > 0, ’hypothése de récurrence
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et le deuxiéme point du lemme montrent que H;oF vérifie pfn. Lexactitude
de F s F et de la précomposition par X, combinée au corollaire montre
que Hyo F est p fn. Utilisant la derniére assertion du lemme et I’hypothése
de récurrence, on en tire un morphisme Hy o X — F o X dont source, noyau
et conoyau vérifient la propriété pf,. La proposition [I.4] implique que son but
F o X vérifie également pf,, d’ou la conclusion. O

Remarque 6.4. On ne peut pas s’affranchir en général de ’hypothése de platitude
des valeurs de X. L’exemple [£.19] donne un cas particulier de ce phénomeéne
lorsque k = Z et que F est la deuxiéme puissance tensorielle.

6.2 Postcomposition par un foncteur polynomial strict

Afin de lever 'hypothése, restrictive (cf. la description de tous les anneaux
solides par Bousfield-Kan [5, pr. 3.5]), de solidité de k dans la proposition
nous sommes conduits & considérer des foncteurs polynomiaux stricts.

Soit d € N. On rappelle que la catégorie, qu’on désigne par Py(k) (qui est
notée Rep F% dans le survol [26] auquel on renvoie pour plus de détails sur
cette notion qui remonte & Friedlander-Suslin [22]) des foncteurs polynomiaux
strictsﬂ homogeénes de poids d sur k est la catégorie des foncteurs k-linéaires
I'4(P(k)) — k-Mod, ou I'Y (P (k)) désigne la catégorie avec les mémes objets que
P(k) et pour morphismes (I'{(P(k)))(U,V) := I'¢(P(k)(U,V)), ot T'{ (notée
simplement I'? §’il n’y a pas d’ambiguité) désigne la d-éme puissance divisée
(sur k), c’est-a~dire les invariants sous laction du groupe symétrique S, de
la d-éme puissance tensorielle sur k. La catégorie Py(k) est une catégorie de
Grothendieck k-linéaire ; elle est équivalente & la catégorie des modules & gauche
sur D’algébre de Schur Sq, (k) := Endys,j((k™)®%) pour n > d. Comme Sq, (k)
est une k-algebre finie, elle est noethérienne si 'anneau k est noethérien, Py(k)
est donc alors une catégorie localement noethérienne. On dispose d’un foncteur
d’oubli exact et fidele Py(k) — F(k, k) dont I'image est incluse dans les foncteurs
polynomiaux de degré au plus d ; par abus, on note de la méme fagon un foncteur
de Py(k) et son image dans F(k, k).

Proposition 6.5. Supposons que la catégorie C posséde des coproduits finis et
que Uanneau k est noethérien. Soient d € N, n € NU {oo}, E un foncteur de
type fini de Pq(k) et X un foncteur de pf,,(F(C;k)). On suppose que X prend

ses valeurs dans les k-modules plats. Alors E o X appartient o pf, (F(C;k)).

Démonstration. Comme k est noethérien, P4(k) est une catégorie localement
noethérienne, de sorte que E appartient a pf__(Pq(k)). Comme P4(k) est engen-
drée [26], p. 1000] par les foncteurs projectifs de type fini I'*" := I'*(Homg (V, —)),
ou V est un objet de P(k), exactitude de E — E, la proposition et
I'exemple c¢) montrent qu’il suffit de voir que T'% o X vérifie la propriété
pfn, quitte & remplacer X par Homy(V,—) o X (qui est pf,, comme X).

Le caractére pf, de X, combiné a la proposition et & la correspondance
de Dold-Kan (cf. la démonstration de la proposition ci—aprés) montrent qu’il
existe un objet simplicial R, de la catégorie F(C; k) tel que R,, est, pour tout
m < n, une somme directe finie de foncteurs projectifs P} avec t € ObC,
dont I’homotopie est isomorphe & X en degré nul et triviale en degré supérieur.

3. Contrairement & certains auteurs, nous autorisons les foncteurs polynomiaux stricts a
prendre leurs valeurs dans les k-modules arbitraires (pas seulement projectifs de type fini).

31



Comme R, et son homotopie sont k-plats, on en déduit que I'Y o R, a une
homotopie isomorphe & I'* o X en degré nul, et triviale en degré supérieur. Or,

pour m < n, ' o R,, est isomorphe & (F% o ()_, Z[C(t;, —)])) ®z k pour des

=1
objets t1,...,t. appropriés de C. Comme Z est un anneau solide noethérien, la
proposition [6.3| montre que I' o ( 69;:1 Z[C(tj,—)]) appartient & pf . (F(C;Z)).

Comme il est & valeurs Z-plates, cela implique par la proposition que I'oR,,
appartient a pf_ (F(C; k)) pour m < n, de sorte que la correspondance de Dold-
Kan et le corollaire [I.5] permettent de conclure. O

Remarque 6.6. On peut s’affranchir de I’hypothése de noethérianité de k, si I’'on
suppose que E appartient a pf,,(Py(k)).

La proposition admet la réciproque partielle suivante.

Proposition 6.7. On suppose que k est un corps. Soient E un endofoncteur po-
lynomial strict non constant des k espaces vectoriels, X un foncteur de F(A; k)
et n € NU{oo}. Si le foncteur E o X appartient o pf, (F(A;k)), alors il en est
de méme de X.

Démonstration. Le terme constant X (0) de X est de dimension finie sur k,
car le foncteur constant en E(X(0)) est facteur direct de E o X, et donc dans
pf,, (F(A; k)), autrement dit E(X(0)) est de dimension finie, ce qui implique
la méme propriété pour X (0) puisque E est non constant. Comme EFoX (o
I'on a décomposé X ~ X @& X (0)) est facteur direct de E o X, et donc dans
pf,,(F(A;k)), on peut supposer que X est réduit (i.e. X(0) = 0).

Soit d € N* le degré au sens d’Eilenberg-MacLane de E (qui peut étre
strictement inférieur & son poids, ou degré polynomial strict). Alors crq(E) est
un multifoncteur polynomial strict en d variables sur les k-espaces vectoriels,
qui est non nul et additif par rapport a chaque variable. C’est donc [40} pr. B.3]
une somme directe non vide de foncteurs du type (Vi,...,Vy) — Vl(“) R ®
Vd(zd), ol les exposants entre parenthéses désignent des itérations convenables
de la torsion de Frobenius (qu’on prend par convention triviale si k est de
caractéristique nulle). Le lemme ci-dessous et le fait que le foncteur cry :
F(A; k) — F(A%E) préserve la propriété pf, (car c’est un facteur direct de
la précomposition par la somme directe itérée A¢ — A, adjointe de chaque
coté a la diagonale itérée, on peut donc appliquer la proposition , on en
déduit qu'il existe (i1, ...,4q) tel que le foncteur X (1) @ ... @ X4) appartienne
a pf,,(F(A;k)). Par la proposition on en déduit que X vérifie pf,, pour
un ¢ € N. Il en est de méme pour X par la proposition [£.4] O

Le résultat élémentaire suivant est classique, il suit par exemple de la dé-
monstration de la proposition 1.6 de [24].

Lemme 6.8. Si F est un foncteur réduit, alors crq(E) o F*? est facteur direct
de crqy(E o F).

Remarque 6.9. La proposition demeure valide (et se montre de fagon ana-
logue) lorsque F est un foncteur polynomial (non nécessairement strict) non
constant de F(k, k), si k est une extension finie de son sous-corps premier.

Remarque 6.10. L’énoncé et la démonstration de la proposition [6.7] procédent
d’un esprit trés analogue aux résultats de Kuhn [28] th. 4.8 et lm. 4.12]. Kuhn
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utilise le foncteur décalage plutot que les effets croisés, méthode qui pourrait
s’appliquer dans notre situation seulement avec des hypothéses supplémentaires
sur A : les foncteurs de décalage de F(A; k) préservent la propriété pf, si et
seulement si tous les groupes abéliens de morphismes A(z,y) sont finis.

6.3 Foncteurs polynomiaux a valeurs dans des espaces vec-
toriels de dimensions finies

Dans toute la section[6.3] on suppose que k est un corps. L’outil essentiel que
nous allons utiliser pour aborder la propriété pf,, pour les foncteurs polynomiaux
a valeurs dans des espaces vectoriels de dimensions finies, & partir des résultats
de la section [5| sur les foncteurs additifs, est la notion de décomposition a la
Steinberg introduite dans [I4]. Nous en considérons ici une généralisation :

Définition 6.11. On appelle décomposition a la Steinberg généralisée d’un fonc-
teur F' de F(A; k) tout isomorphisme

P A @)
i=1

ou les F; sont des foncteurs polynomiaux stricts de type fini non constants sur
k et les A; des foncteurs additifs de F(A; k).

Si les E; sont des foncteurs élémentaires et que les A; sont des foncteurs
absolument simples a valeurs de dimensions finies, on parle de décomposition a
la Steinberg, cf. [14].

Proposition 6.12. Si k est un corps, n un élément de NU{oco} et F' un foncteur
de F(A; k) possédant une décomposition a la Steinberg généralisée , alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. le foncteur F appartient o pf, (F(A;k)) ;
2. tous les foncteurs additifs A; appartiennent & pf, (F(A;k)).

Démonstration. Si l'on suppose que les foncteurs A; vérifient la propriété pfy,
il en est de méme pour les E; o A; grace a la proposition E On conclut que F
posséde lui-méme la propriété pf, par la proposition [4

Réciproquement, si F' posséde la propriété pf,, alors il en est de méme
pour les E;oA; grace a la proposition La proposition donne donc la
conclusion. O

Remarque 6.13. Dans le cas d’une décomposition & la Steinberg (non générali-
sée), la démonstration du sens réciproque se simplifie, car la démonstration de la
proposition est plus directe lorsque E est un foncteur élémentaire (de plus,
pour X additif, on n’a plus besoin de considérer le terme constant, ni d’utiliser
le lemme : il est en effet immédiat que le dernier effet croisé non nul d’un
foncteur élémentaire est somme directe de copies de (V4,...,Vy) = V1®---®@Vj.

Théoréme 6.14 (Deuxiéme lemme de Schwartz généralisé). Soient k un corps
et n € NU {oo}. Supposons que tous les foncteurs additifs simples a valeurs de
dimensions finies de Add(A;k) appartiennent & pf, (Add(A;k)). Supposons
également que k est de caractéristique nulle, ou bien que k est de caractéristique
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p > 0 et que A posséde la propriété (T, ) de la section @ Alors tout fonc-
teur polynomial fini et a valeurs de dimensions finies de F(A;k) appartient &

pf, (F(A; k).

Démonstration. Les hypothéses faites sur A ainsi que le théoréme (ou la pro-
position en caractéristique nulle) montrent que les foncteurs additifs absolu-
ment simples & valeurs de dimensions finies de F(A; k) sont dans pf,, (F(A; k)).
Par la proposition on en déduit que tout foncteur de F(A; k) possédant
une décomposition & la Steinberg posséde la propriété pf,.

Si k est algébriquement clos, tout foncteur polynomial simple & valeurs de di-
mensions finies de F(A; k) posséde une décomposition a la Steinberg [14] th. 5.5].
Comme pf,, (F(A; k)) est stable par extensions (proposition [1.4), tout foncteur
polynomial fini et & valeurs de dimensions finies est dans pf,, (F(A; k)).

Le cas général se raméne au précédent en plongeant k£ dans une cloture
algébrique, grace aux propositions [£.7] et [£.4] O

Remarque 6.15. Si A = P(A) pour un anneau A, le théoréme garantit que tout
foncteur polynomial & valeurs de dimensions finies de F (A4, k) vérifie la propriété
Pfso, sous une hypothése supplémentaire sur k et A. En effet, tout foncteur
polynomial a valeurs de dimensions finies de F(A, k) est fini [14] lm. 11.10].
En revanche, en général, un foncteur polynomial & valeurs de dimensions finies
de F(A, k) peut ne pas étre de présentation finie, car un (k, A)-bimodule de
dimension finie sur £ n’est pas nécessairement de présentation finie — voir aussi
le corollaire [A7] pour une approche directe.

Ainsi nos deux énoncés (théorémes et donnant des propriétés de
finitude homologique de foncteurs polynomiaux qui généralisent le lemme de
Schwartz ne se recoupent qu’avec des catégories source et but bien particuliéres.

6.4 Quelques énoncés a valeurs entiéres

Dans toute cette section, ’anneau de base est k = Z. On pourrait le rem-
placer sans peine par un autre anneau principal, mais nous nous focalisons sur
les entiers, qui suffisent pour I’application principale que nous avons en vue, le
corollaire [6.22] ci-apres.

Lemme 6.16. Sila catégorie Add(A;Z) est localement noethérienne, alors tout
produit tensoriel de foncteurs additifs de type fini sur A appartient & pf . (F(A;7Z)).

Démonstration. Un foncteur additif de type fini appartient a pf . (F(A;Z)) par
le théoréeme Le cas général s’en déduit grace au corollaire O

Théoréme 6.17 (Lemme de Schwartz a valeurs entiéres). Soit d € N. Suppo-
sons que la catégorie Poly(A;7Z) est localement noethérienne. Alors tout fonc-
teur de type fini et polynomial de degré au plus d de F(A;Z) posséde la propriété
Pfoo-

Démonstration. On raisonne par récurrence sur d. La propriété est triviale pour
d=0.

On suppose donc d > 0, et que les foncteurs polynomiaux de type fini et de
degré < d de F(A;Z) possédent la propriété pfo.. Soit F' un foncteur de type fini
de Polq(A; Z). Alors le multifoncteur multiadditif cry(F') est de type fini, ce qui
implique que le foncteur G := (85cra(F))s, de Poly(A;Z), ot 64 : A — A est
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la diagonale itérée, est également de type fini, donc noethérien par hypothése sur
Pol4(A;Z). Le recollement usuel de catégories de foncteurs polynomiaux montre
que la colinité G — F a un noyau X et un conoyau Y de degré strictement
inférieur a d. Les foncteurs X (qui est un sous-objet du foncteur noethérien G) et
Y sont de type fini, 'hypothése de récurrence montre donc qu'’ils appartiennent
a pf . (F(A;Z)). Au vu de la proposition[I.4] il suffit de montrer que G est dans
pf . (F(A;Z)) pour conclure & la méme propriété pour F.

On vérifie d’abord que le foncteur 05crq(F) appartient a pf. (F(A;Z)).
En effet, crqy(F) est de type fini dans la sous-catégorie pleine Addg(A;Z)
des foncteurs de F(A%7Z) qui sont additifs par rapport a chaque variable.
Cette catégorie est localement noethérienne, car la catégorie Y Addy(A4;Z) ~
Pola(A;Z)/Polg—1(A; Z) des multifoncteurs multiadditifs symétriques (cf. Pi-
rashvili [32], et [I4) §2.6], dont on suit les notations) I’est, comme quotient de
la catégorie localement noethérienne Pol;(A;Z) par une sous-catégorie locali-
sante (utiliser pour finir le foncteur d’oubli XAdd4(A;Z) — Addg(A;Z) et son
adjoint, qui sont exacts et fidéles et préservent les objets de type fini). Comme
la catégorie Add,(A;Z) est engendrée par les foncteurs 4; X --- XK Ay, ou les
A; sont des foncteurs de type fini de Add(A4;Z), le lemme montre que
d%erq(F) appartient & pf_ (F(A;Z)). Pour montrer que c’est aussi le cas de
G = (8}crq(F))s,, on considére le complexe barre pour le groupe &4 calculant
H,.(64;05crq(F)) : en chaque degré, c’est une somme directe d’un nombre fini
de copies de 6 crq(F), donc un foncteur de pf_ (F(A;2)), et H;(Sq;85crqa(F))
est, en chaque degré i > 0, polynomiale de degré strictement inférieur a d
(grace au recollement polynomial usuel). Les H;(Sg4; 65crq(F)) sont également
de type fini, car les termes du complexe sont noethériens (grace a ’hypothése
sur Poly(A;Z)). Ainsi, I'hypothése de récurrence entraine que H;(Sg; 8%crq(F))
appartient a pf (F(A;Z)) pour i > 0. Le corollaire [[.5| permet de conclure que
G = Ho(Sg4;85crq(F)) est aussi dans pf(F(A;Z)), d’ou le théoréme. O

Corollaire 6.18. Soit A un anneau dont le groupe additif est de type fini. Alors
tout foncteur polynomial de type fini de F(A,Z) posséde la propriété pfa.

Démonstration. Lhypothése sur A entraine que les catégories Polg(A,Z) sont
localement noethériennes, grace par exemple a [11l pr. 4.8]. La conclusion dé-
coule donc du théoréme O

6.5 Application a des propriétés de finitude homologique

Proposition 6.19. Soient A un anneau dont le groupe additif est de type fini et
B :P(A)°P x P(A) — Ab un bifoncteur. On suppose que B est polynomial et a
valeurs dans les groupes abéliens de type fini. Alors pour tout n € N, I’homologie
de Hochschild HH,,(P(A); B) est un groupe abélien de type fini.

Démonstration. La catégorie des foncteurs polynomiaux de F(P(A)°PxP(A); Z)
est engendrée par les produits tensoriels extérieurs FX G, ou F (resp. G) est un
foncteur polynomial de F(P(A)°P;Z) (resp. F(P(A);Z)) a valeurs de type fini.
Un tel produit tensoriel extérieur est noethérien par le lemme [6.20] ci-dessous. 11
s’ensuit que B posséde une résolution par un complexe de chaines dont chaque
terme est une somme directe finie de foncteurs de ce type, de sorte qu’il suffit
de montrer que HH,(P(A); F X G) est un groupe abélien de type fini pour
tout n € N et tous F, G comme précédemment. On note déja que Tors(A)(F Q)
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est un groupe abélien de type fini, par le théoréme [6.17] et la proposition [I.13}
Comme Tor(F,G) = Tor? o (F,G) est également un foncteur polynomial a va-
leurs de type fini, on en déduit le résultat souhaité en raisonnant par récurrence
sur le degré homologique et en utilisant le lien entre homologie de Hochschild
et groupes de torsion [29, (C.10.1)] (qui se réduit ici & une suite exacte longue
puisque 'anneau Z est de dimension homologique 1). O

Lemme 6.20. Soit F': P(A) — £ un foncteur polynomial dont les valeurs sont
des objets noethériens de la catégorie €. Alors F est un objet noethérien de la
catégorie Fct(P(A),E).

Démonstration. Cela découle de ce que le foncteur d’évaluation
Poly(P(A),E) =&  Fs F(AY)
est exact et fidele (cf. [14) démonstration du lemme 11.10]) pour tout d € N. O

En guise d’application, considérons la propriété (HGLF) suivante pour un
anneau A :

(HGLF) Pour tout n € N, le groupe abélien H,,(GL(A);Z) est de type fini.
(Ici, GL(A) désigne le groupe linéaire stable c%ién GL;(A).)

Exemple 6.21. Quillen [36] a montré qu'un anneau d’entiers de corps de
nombres vérifie la propriété (HGLF).

Corollaire 6.22. Soient A un anneau dont le groupe additif est de type fini et
I un idéal bilatere nilpotent de A. Si A/I vérifie la propriété (HGLF), alors il
en est de méme pour A.

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur I'indice de nilpotence de I,
on voit qu’il suffit de traiter le cas ot I? = 0. Le morphisme de groupes surjectif
GL(A) — GL(A/I) a alors un noyau abélien qui s’identifie a gl(7), le groupe
additif stable cci)éién gl;(I) des matrices carrées a coefficients dans I. Grace a la

suite spectrale de Hochschild-Serre
B}, = H.(GL(A/I); Hy(a(I); Z)) = H,+s(GL(A); Z)

il suffit de démontrer que le groupe abélien H, (GL(A/I); Hy(gl(I);Z)) est de
type fini pour chaque (r,s) € N2.
Le GL(A/I)-module gradué H, (gl(I);Z) s’identifie & coleién H.(B(AY, AY); Z),
ott B:P(A/I)°® x P(A/I) — Ab est le bifoncteur (U, V) — Homy (U, A) ®
AT
I ® V (I est un (A/I, A/I)-bimodule car I? = 0). Comme B est polynomial
AT

(de degré au plus 2) et que 'homologie Hy(—;Z) définit pour tout d € N un
endofoncteur polynomial (de degré d, par la formule de Kiinneth) des groupes
abéliens, les Hy(—;Z) o B : P(A/I)°P x P(A/I) — Ab sont des foncteurs poly-
nomiaux (de degré au plus 2d). Par conséquent, le théoréme de Scorichenko [39]
(voir [10} th. 5.6] pour une version publiée) fournit des isomorphismes naturels
de groupes abéliens gradués

H.(GL(A/I); Hy(gi(I); Z)) ~ HH.(GL(A/I) x P(A/I); Hy(—;Z) o B)
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ou GL(A/I) opére trivialement sur le bimodule de coefficients. Ainsi, la formule
de Kiinneth et ’hypothése (HGLF) pour A/I montrent qu’il suffit de vérifier
que les groupes abéliens HH,,(P(A/I); H;(—;Z) o B) sont de type fini. Or B,
donc aussi les Hy(—;Z) o B, sont a valeurs de type fini, puisque le groupe additif
sous-jacent a I est de type fini. La proposition [6.19donne donc la conclusion. [

7 La propriété pf, pour les foncteurs antipolyno-
miaux

Dans cette section nous étudions la propriété pf,, pour les foncteurs antipo-
lynomiaux au sens de [14] (nous rappelons la définition ci-dessous). Les résultats
découlent du transfert de la propriété pf,, par le foncteur de k-linéarisation k[—]
établie & la proposition

Proposition 7.1. Soient A : A — Ab un foncteur additif et n € NU {o0}. Si
A appartient o pf, (Add(A, Ab)), alors k[A] appartient & pf, (F(A; k)).

Démonstration. La proposition[I.6| montre qu'il existe une résolution projective
Py, — A de A dans Add(A, Ab) telle que P; est un foncteur représentable pour
1 < n. Par conséquent, il existe un objet simplicial R, dans Add (A, Ab) tel que
R; est également représentable pour ¢ < n, et dont ’homotopie est concentrée
en degré nul, ou elle est isomorphe & A, grace a la correspondance de Dold-Kan
(voir par exemple [16] §3]). En linéarisant, on obtient un objet simplicial k[R,]
de F(A; k), dont 'homotopie est concentrée en degré nul, et isomorphe a k[A].
Cet objet simplicial est projectif de type fini dans F(A; k) en chaque degré < n.
Considérant le complexe de chaines associé, et utilisant la proposition [1.6] on
voit que k[A] appartient a pf,, (F(A4;k)). O

Remarque 7.2. Pour n < 1, le résultat figure dans [14, Im. 13.10], qui établit
également la réciproque (si anneau & est non nulE[) : si k[A] est de type fini,
ou de présentation finie, dans F(A; k), alors A posséde la méme propriété dans
Add(A, Ab). Lorsque k£ = Z, on dispose d’un isomorphisme naturel gradué
Extr(a.2)(Z[A], B) ~ Extaqa(az) (4, B) (qui se déduit du cas du degré nul,
immédiat, par une utilisation de la correspondance de Dold-Kan identique & celle
de la démonstration précédente) qui montre que, pour tout n, si Z[A] appartient
a pf, (F(A;Z)), alors A appartient a pf, (Add(A;Z)). Nous ignorons si cette
réciproque persiste pour la propriété pf, avec n > 1 lorsque k est un corps, par
exemple.

Corollaire 7.3. Soient B une petite catégorie additive, ® : B — A un foncteur
additif et n € NU{oco}. Supposons que, pour tout objet a de A, le foncteur additif
®* A(a,—) appartient a pf,,(Add(B, Ab)). Alors le foncteur de précomposition
o* . F(A; k) — F(B; k) préserve la propriété pfy,.

Démonstration. La propositionmontre que ®*(PY) appartient a pf,, (F(B;k))
pour tout objet ¢ de A. La conclusion découle donc de la proposition [I.8 O

Si k est un corps, on rappelle [14, §4.1] que la catégorie additive A est dite
k-triviale si les groupes abéliens A(z,y) sont finis et d’ordre inversible dans k

4. [14] suppose que k est un corps, mais la démonstration s’applique sans changement &
tout anneau non nul.
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pour tous objets x et y de A. Un idéal Z de A (c’est-a-dire un sous-foncteur
de Hom 4 : A°? x A — AD) est dit k-cotrivial si la catégorie additive A/Z est
k-triviale, et un foncteur de F(A; k) est dit antipolynomial s'il se factorise a
travers la réduction modulo un idéal k-cotrivial de A.

Corollaire 7.4. Soitn € NU{oo}. Supposons que k est un corps, que, pour tout
idéal k-cotrivial T de A, la catégorie F(A/Z;k) est localement noethérienne et
que pour tout objet a de A, le foncteur Z(a, —) appartient ¢ pf,,_;(Add(A, Ab)).
Alors tout foncteur antipolynomial de type fini de F(A;k) est pfy.

Démonstration. Le foncteur Z(a,—) est dans pf,_;(Add(A, Ab)) si et seule-
ment si (A/Z)(a,—) est dans pf,(Add(A, Ab)), par la proposition (et
I’exemple b)) Par conséquent, I’énoncé résulte du corollaire O

Remarque 7.5. Pour n = 1, la réciproque du corollaire [7.4] est vraie : si tout
foncteur antipolynomial de type fini de F(A; k) est de présentation finie, alors
le foncteur Z(a, —) est de type fini dans Add (A, Ab) pour tout idéal k-cotrivial
T. Cela provient de la réciproque partielle de la proposition mentionnée
a la remarque [7.2] a appliquer aux foncteurs antipolynomiaux de type fini
RI(A/T) (0, -)].

Rappelons [14, Ex. 4.4] qu’un ideal bilatére d’un anneau A est dit k-cotrivial
si A/I est un anneau fini de cardinal inversible dans k. Les idéaux k-cotriviaux
de A sont en bijection avec les idéaux k-cotriviaux de la catégorie P(A), cette
bijection envoyant I'idéal I de A sur l'idéal T = I - Homp(4) de P(A). Ainsi
P(A)/T ~ P(A/I) de sorte que la propriété de nothérianité locale est véri-
fiee pour A = P(A), par Putman-Sam-Snowden [35], B8|. L’hypothése sur les
foncteur Z(a,—) est quant & elle équivalente au caractére pf,_; de I comme
A-module & droite, d’apreés le théoréme d’Eilenberg-Watts (cf. par exemple [14]
Prop. 2.1]). On déduit donc du corollaire le résultat suivant.

Corollaire 7.6. Supposons que k est un corps. Soient A un anneau et n €
N U {o0}. Si tout idéal k-cotrivial de A est pfn_1 comme A-module & droite,
alors tout foncteur antipolynomial de type fini de F(A, k) est pfy,.

Exemple 7.7. Si A est noethérien & droite, ’exemple c) et le corollaire
montrent que tout foncteur antipolynomial de type fini de F(A4, k) est pfeo.

Remarque 7.8. En revanche, si A posséde un idéal k-cotrivial I qui n’est pas de
type fini comme idéal a droite (par exemple, si A est un anneau de polynémes
en une infinité d’indéterminées sur un corps fini de caractéristique différente
de k, I'idéal d’augmentation I vérifie ces propriétés), alors il existe un foncteur
antipolynomial simple (qui est automatiquement & valeurs de dimensions finies)
de F(A,k) qui n’est pas de présentation finie. Cela provient de la stabilité
par extensions des foncteurs de présentation finie (cf. proposition , de la
remarque|7.5|et du fait que les foncteurs antipolynomiaux de type fini de F(A4, k)
sont finis [I4} cor. 11.8].

8 La propriété pf, pour les foncteurs finis & va-
leurs de dimensions finies de F(A; k)

On suppose dans toute cette section que k est un corps. Nous déduisons des
sections précédentes et des résultats de [I4) §4| le critére suivant pour qu’un
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foncteur fini de F(A; k) vérifie la propriété pf,,.

Théoréme 8.1. Soit k un corps et n € NU {oo}. On fait les hypothéses sui-
vantes :

1. pour tout idéal k-cotrivial Z<A, la catégorie F(A/ZL; k) est localement finie,
et pour tout objet a de A, I(a,—) appartient & pf,_,(Add(A, Ab));

2. tous les foncteurs additifs simples a valeurs de dimensions finies appar-
tiennent & pf,,(Add(A;k)) ;

3. k est de caractéristique nulle, ou bien de caractéristique p > 0 et tous les
foncteurs p,A(a, —) appartiennent a pf,,_,(Add(A;Z/p)).

Alors tout foncteur F fini et & valeurs de dimensions finies de F(A; k) pos-
séde la propriété pf,.

Démonstration. D’aprés [14] th. 4.10], il existe un idéal k-cotrivial Z de A et un
foncteur B de F(A/Z x A; k), polynomial par rapport a la deuxiéme variable,
tels que F' soit isomorphe & la composée de B et du foncteur canonique ¥z : A —
A/T x A. Via l'isomorphisme canonique F(A/Z x A; k) ~ Fct(A/Z, F(A; k)),
B est a valeurs dans les foncteurs polynomiaux finis prenant des valeurs de
dimensions finies. Ces derniers appartiennent a pf, (F(A;k)) grace au théo-
réme [6.14] Le corollaire permet d’en déduire que B posséde également la
propriété pf,. Pour conclure, il suffit de noter que le foncteur de précomposition
Vi F(A/IxA; k) — F(A; k) préserve la propriété pf,, par le corollaire O

Si A = P(A) pour un anneau A, on peut déduire des travaux de Putman-
Sam-Snowden [35],38] que la condition de finitude locale de la premiére assertion
du théoréme est vérifiée [14] pr. 11.7]. Par conséquent :

Corollaire 8.2. Soient k un corps, A un anneau et n € NU {oo}. Supposons
que :
1. tout idéal k-cotrivial de A vérifie la propriété pfn,_1 comme A-module a
droite ;
2. tous les (k, A)-bimodules simples de dimension finie sur k vérifient la pro-
priété pf, (dans la catégorie des (k, A)-bimodules) ;

3. k est de caractéristique nulle, ou bien de caractéristique p > 0 et 'annu-
lateur de p dans A est pfn_o comme A/p-module & droite.

Alors tout foncteur fini a valeurs de dimensions finies de F(A, k) posséde la
Propriété pf.

Si Panneau A est noethérien a droite, les premiére et troisiéme conditions
du corollaire sont vérifiées (avec n = 00). Si A ®z k est noethérien a droite,
la deuxiéme condition est satisfaite. En particulier :

Corollaire 8.3. Soit k un corps et A un anneau tels que A et A ®z k soient
noethériens a droite. Alors tout foncteur fini o valeurs de dimensions finies de
F(A, k) vérifie la propriété pfa.

Exemple 8.4. Si A est un anneau commutatif de type fini, ou bien si A est
un anneau noethérien a droite et que k est une extension de type fini de son
sous-corps premier, les conditions du corollaire [8:3] sont satisfaites.
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A La propriété pf, dans F(k,k) pour un corps
localement fini £

On suppose ici que k est un corps localement fini, de caractéristique p.
La catégorie F(k, k) a été beaucoup étudiée lorsque k est fini (voir entre autres
[21] 19, 27] 28]), mais presque pas sinon, a notre connaissance. Pourtant, le cas
ot k est la cloture algébrique de I, par exemple, est extrémement naturel.

On rappelle qu’'une catégorie de Grothendieck est dite cohérente si elle est
localement de présentation finie et que tout objet de présentation finie vérifie la
propriété pfso. On renvoie par exemple & [0, déf. 4.6 et th. 4.7] pour davantage
de détails a ce sujet.

Si k est un sous-corps de k, on note " : P(x) — P(k) le foncteur d’extension
des scalaires.

Lemme A.1l. L’extension de Kan a gauche ¢f : F(k, k) — F(k, k) le long de
L est exacte.

Démonstration. L’adjonction entre restriction des scalaires et induction asso-
ciées & k — k donne, par précomposition, un isomorphisme canonique ¢f(T") ~
T op, ot p:P(k) — k-Mod est le foncteur de restriction des scalaires restreint
aP(k) et T désigne, comme dans la section @ I’extension de Kan a gauche de
T le long de Vinclusion P(x) — x-Mod. Comme le foncteur T' +— T est exact
(puisque k est plat sur x), cela donne la conclusion. O

Lemme A.2. Le foncteur ¢ : F(k, k) — F(k, k) préserve la propriété pfo.

Démonstration. Le foncteur (' envoie les générateurs projectifs de type fini
szmk) (ot n parcourt N) de F(k,k) sur les foncteurs projectifs de type fini
P{;Zk iy de F(k, k). La conclusion découle donc du lemme et de la proposi-
tion

Lemme A.3. Si F est un foncteur de présentation finie de F(k,k), il existe
un sous-corps fini k de k et un foncteur T' de pf,(F(k,k)) tels que F ~ *(T).

Démonstration. Considérons une suite exacte

m n

b]- a;
@P{;(k) - @Pl’i(k) —~ F —0.
j=1 i=1

Notons « le sous-corps de k engendré par les coefficients des matrices de My, 4, (k)
apparaissant dans la fleche de gauche de cette suite, via les isomorphismes ca-

noniques F(k, k)(PlﬁzJ,;),Plﬁt(l;)) ~ k[My, q,(k)]. Comme k est localement fini,

est fini. Alors le conoyau 7' du morphisme }_, sz )y = @iy Ppy,y donné
par les mémes éléments de k[My, 4, ()] convient. O

Proposition A.4. La catégorie F(k, k) est cohérente.

Démonstration. Si k est un corps fini, la catégorie F(k, k) est localement noe-
thérienne d’aprés les travaux de Putman-Sam-Snowden [35] [38]. En particulier,
tout foncteur de présentation finie de cette catégorie vérifie pf... La conclusion
découle donc des lemmes et [A3 O
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On note I : P(k) — k-Mod le foncteur d’inclusion. Pour € N, on désigne
par I") la composée de I et du foncteur d’induction k-Mod — k-Mod le long
du morphisme de Frobenius r-itéré k — k= A — A" . Comme k est parfait, c’est
aussi la restriction le long de ’automorphisme de k inverse du précédent.

Lemme A.5. [l existe dans F(k, k) une suite exacte courte

0—P1 - [[1 - 1°F -0

n>1 n>1
ot ! désigne la factorielle.

Démonstration. Le foncteur [, -, 1)/ @, <, I™ est additif; comme sa valeur
sur k a la puissance du continu et que k est dénombrable, il suffit de montrer que
I’action de chaque scalaire A € k a la source correspond & la multiplication par A
au but. C’est évident pour A = 0; sinon, A est un élément d’ordre fini d, étranger
a p, dans le groupe multiplicatif k™, car k est localement fini de caractéristique
p. Par conséquent, si r est l'ordre de p dans (Z/dZ)*, pour n > r, X opére par

AP " = A sur I(n|) Comme Hn>11(nl)/@n>1 I(n‘) = Hn>r I(n!)/@n>r I(n!)7
cela établit le lemme. - B B - O

Proposition A.6. Supposons que k est infini.
1. Pour tout n > 1, Ext*]_-(k,k) (I,1")) = 0.

2. Le k-espace vectoriel Extlf(k)k) (1,6, >, 1) a une dimension au moins
égale au continu. a

Démonstration. Pour tout entier r > 0, il existe A € k* tel que AP~ # 1,

puisque k est infini. [’action centrale du scalaire A a la source des foncteurs

induit sur Ext’z;, ;) (L, I(") la multiplication par A (action sur I) et la multipli-

cation par A’ (action sur I")), donc Extx k) (L, 1) = 0 pour r > 0.
Comme les produits sont exacts dans F(k, k), on en déduit

Bt (L [T 1) 2 T] Bt (1) = o0.

n>1 n>1

Gréace au lemme cela fournit un isomorphisme Extif(hk)(I, D, 1) ~
Ext;._(}c’k) (I, 1®®) pour i € N*. Le monomorphisme canonique Extr g k) (I, DOR

Ext %, ) (I, 1%) permet de conclure. O

Corollaire A.7. Pour un corps infini et localement fini k, le foncteur 1 de
F(k, k) est un foncteur simple, additif, a valeurs de dimensions finis, mais pas
de présentation finie.

Remarque A.8. 1. Le foncteur I'Y) appartient a 'image de Py(k) dans F(k, k).
Le phénomene qu'’illustre la proposition [A.6] explique ainsi pourquoi on se
restreint dans [12] aux foncteurs polynomiaux stricts dont seul un nombre
fini de composantes homogénes sont non nulles. On remarquera toutefois
que, pour un corps k de caractéristique p > 0 qui n’est pas localement fini,
ce phénoméne ne se produit pas : considérer ’action d’'une homothétie de
rapport transcendant sur F,, suffit alors & obtenir ’annulation de groupes
d’extensions du type Extr ) (F, D,y Gn) ot F' (resp. G,) est un objet
de Py(k) (resp. Py, (k)).
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2. Les arguments utilisés dans cet appendice sont trés analogues & des argu-

ments classiques dans des catégories de (bi)modules. De fagon plus géné-
rale, ils s’inscrivent dans I’étude cohomologique de poids dans des catégo-
ries abéliennes appropriées — voir [I3] pour une exposition systématique
appliquée aux catégories de foncteurs.
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