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Résumé :

Cette étude est consacrée a la modélisation du comportement mécanique effectif d’un matériau hétérogene
constitué d’une matrice isotrope dans laquelle sont distribuées de facon isotrope des inclusions. Les dif-
férentes phases constitutives du composite ont un comportement viscoélastique non linéaire. Différentes
méthodes de linéarisation proposées dans la littérature sont investiguées afin d’estimer le comportement
macroscopique ainsi que les moyennes par phase des champs de contrainte. Une nouvelle approche de
linéarisation est proposée qui améliore les méthodes classiques (Sécant, Affine, ...) dans le cas d’un
chargement induit par le gonflement des phases inclusionnaires.

Mots clefs : Homogénéisation, Viscoélasticité non linéaire, Linéarisation Sé-
cante, Linéarisation Affine

1 Introduction

Nous cherchons dans cette étude a modéliser le comportement mécanique de matériaux hétérogenes
présentant une microstructure de type "inclusions-matrice" ayant un comportement viscoélastique non
linéaire. Ces phases inclusionnaires peuvent étre le siege de contractions ou de gonflements différentiels
(dilatations thermiques, évolution physico-chimique, transformation de phase, effet de I’irradiation) dont
nous voulons étudier ici les conséquences mécaniques en modélisant I’évolution des contraintes internes

induites par ce chargement.

Grice a la théorie de I’homogénéisation, ces contraintes internes sont correctement estimées quand
le comportement des constituants est élastique linéaire (voir notamment [1]). Lorsque les conditions
d’usage du matériau considéré induisent des mécanismes de déformation différée (type fluage) dépen-
dant linéairement de la contrainte (viscoélasticité linéaire), les évolutions temporelles des contraintes
internes peuvent encore étre déterminées par homogénéisation (principe de correspondance, voir [2]),
méme dans le cas ou les propriétés mécaniques dépendent du temps (cas "vieillissant", voir [3]). En
revanche, si les déformations élastiques ne peuvent toujours pas €tre négligées et que les vitesse de
déformation de fluage dépendent non linéairement de la contrainte (comportement viscoélastique non
linéaire), la détermination de ces évolutions temporelles reste une question ouverte.
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A T’instar de [4], I’approche proposée consiste a se ramener a un comportement (viscoélastique) linéaire
en linéarisant la vitesse de déformation de fluage autour d’états de contrainte homogenes par phase.
Cette démarche générale est rappelée en section 2. Pour en simplifier la présentation, cette démarche est
formulée dans le cas d’un matériau biphasé mais peut-étre facilement étendue au cas ot il y’a plusieurs
phases inclusionnaires.

Laméthode de linéarisation employée ainsi que le choix de ces contraintes homogenes par phase s’avérant
critiques vis-a-vis des capacités prédictives du modele ainsi construit, nous passons en revue différentes
approches en section 3, ce qui nous conduit a proposer une modélisation alternative. Les estimations
obtenues avec ces différentes approches sont alors comparées a une solution de référence dans le cas
d’un chargement de type "gonflement différentiel” (section 4), situation qui montre trés clairement les
avantages de I’alternative proposée.

2 Présentation du probléme

On considére un matériau hétérogéne occupant un domaine €2 de frontieére OS2 constitué d’une phase ma-
tricielle contenant une distribution isotrope d’une phase inclusionnaire. Les phases ont un comportement
viscoélastique non linéaire (compressibilité purement élastique). Le composite est soumis a des condi-
tions de contrainte homogene sur le bord extérieur du domaine 2 : o (x ,t).n(x) = a(t).n(x) sur N
ol & (t) désigne la contrainte macroscopique égale & la moyenne dans le volume du champ de contraintes
locales. La résolution du probléme a 1’échelle microscopique sur I’intervalle de temps [0; 7' consiste
a déterminer les champs mécaniques solutions du systeme suivant :

((divo (xz,t)=0 dans Qx|[0,T]

s(w,t):;(Vu(a:,t)—i—VTu(a:,t)) dans Q x [0, 7]
ey
tn(@,1) = —50m (@, ) +xXD@)E (), T =12
3ke
é(x,t)= $(x,t) + &, (x,1)

20"

Les scalaires /@,(f) et uér) représentent respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement

:(1) (2)

€lastiques des différentes phases, €,,, et €, caractérisent les vitesses de déformation libre dans la ma-

trice et les inclusions respectivement. Les champs de contrainte o et de déformation &€ sont décomposés
selon leurs parties sphériques (¢, 8 , o, 8) et déviatoriques (e, s) :
Tr(e)

Om = , S=o0c—0pd , En= 3 , e=¢€—¢gp0. 2)

4 est un tenseur d’identité d’ordre deux. La vitesse de déformation visqueuse €, dérive d’un potentiel
non linéaire (en loi puissance).

n(M—1 n(M41

(r) .(r) (r) 2(r)

ety = 20 0 0w s(@,t) on UY)(o)= 0.0 (7 G
0s 20.87") 0.[()7”) n +1 O_(r)
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Les parametres 5.(()7«) , J(()T) et n(") sont des constantes caractérisant le comportement visqueux non linéaire

des phases. Pour résoudre (1), nous proposons dans cette étude de linéariser la vitesse de déformation
visqueuse selon :

é(z,t) = $(@,t) + M : s(z,t) + el @)

2ul”

La souplesse Mq(f) et la déformation libre e(()r) sont des quantités homogenes par phase dont différents

choix sont étudiés dans la section 3. A chaque instant le comportement linéarisé (relation (4)) est celui
d’un matériau linéaire viscoélastique avec déformations libres (celles associées au chargement et celles
apparaissant avec la linéarisation (4)).

Comme dans [4], le principe de correspondance de Mandel [2] est utilisé pour la résolution du probléme.
Le principe de Correspondance consiste a ramener le probléme viscoélastique linéaire non vieillissant
a un probleme d’élasticité homogene par phase en utilisant la transformée de Laplace - Carson. Ce qui

permet d’établir les moyennes par phase dans I’espace de Laplace - Carson par homogénéisation.

Les solutions du probléme viscoélastique qui sont des fonctions temporelles sont alors obtenues en
procédant a I’inversion de la transformée de Laplace-Carson. Nous utilisons plus loin le résultat suivant
(voir (4)) pour la démonstration) : dans le cas isotrope et lorsque le modele de Mori-Tanaka [1] est
utilisé pour résoudre le probleme d’élasticité hétérogene obtenu par la transformée de Laplace-Carson,
Iinversion des propriétés effectives est exacte et équivalente a une formulation & variables internes.

3 Construction de différentes méthodes d’estimation

Dans cette section nous présentons différentes méthodes de linéarisation des lois de comportement non
linéaire. Ces linéarisation s’effectuent autour des premiers et/ou seconds moments des champs de con-
trainte. A noter que contrairement aux approches proposées dans [5] ou [6] et comme le comportement
local ne dérive pas d’un seul potentiel (comportement élastique non linéaire ou purement viscoplastique
dans ces références), la réponse effective est donnée par la réponse du Milieu Linéaire de Comparaison
défini a chaque pas de temps par linéarisation.

Pour toutes les approches considérées ici, nous conservons le choix d’une linéarisation Sécante classique

basée sur le premier moment du champ de contrainte dans les inclusions et nous cherchons a améliorer

cette linéarisation dans la matrice. Le module de cisaillement visqueux ,uq(?) dans I’inclusion est alors

donné par ! :
" 0(2) - (2) 1-n(® o 3
WD) = 2o (7o o =200 500 mee 300 = (s(a.0)®
3e, o
)
iy (Y (2))") désigne I'opération de moyenne volumique d’un champ Y () sur I’ensemble des points constituant

la phase (r) de Q.
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3.1 Schémas considérés

3.1.1 Linéarisation Sécante

(1)

Dans la méthode Sécante classique la vitesse de déformation € * est nulle et le tenseur des souplesses
Mgl) est isotrope. Ainsi la loi de comportement linéarisée (4) dans la matrice s’écrit :

1
WK;

ou K désigne un projecteur isotrope sur I’espace des tenseurs déviatoriques. Dans cette approche la

contrainte de référence (7(%) dans la matrice pour le calcul du module de cisaillement visqueux est le

(6)

v

1
é(:l:,t) = WS((E,t)—I—M(l) : S({E,t) avec Mg}l) —
Le

premier moment des champs de contrainte.

6(5(11) = Egcll)(t) = \/2 (s(x,1))® : (s(x,t))D). %

Pour le cas de chargement considéré en section 4, la moyenne du déviateur des contraintes est nulle alors
que le cisaillement dans la matrice est non nul. La linéarisation Sécante conduit donc a des réponses
purement élastiques dans ce cas (module de cisaillement visqueux infini dans la matrice). Un autre
choix pour la contrainte de référence &éé) est proposé par Ponte Castafieda [7] et Suquet [8]. Dans
cette approche le module visqueux est évalué autour du second moment du champ de contrainte dans la

matrice afin de mettre en évidence les hétérogénéités intraphases (modele Sécant modifié).

6(%) = Eécll) = \/2 (s(x,t) : s(x,t))D). )

Nous verrons que cette quantité est non nulle pour le chargement considéré en section 4, ce qui conduit
a un module de cisaillement visqueux fini.

3.1.2 Linéarisation Affine améliorée

L’expression de la vitesse de déformation libre dans la matrice pour toutes les approches présentées dans
ce paragraphe (approches par linéarisation affine) s’écrit :

(1)
el = 8[;; sy —mM sV,

®

Le tenseur des souplesses Mg ) pour une phase matricielle obéissant a une loi de type puissance peut
s’écrire sous la forme :

3z @
1 1) 1) _ 1
E( ) avece E( ) ﬁ(g)i(l) N F( ) = K—E( )
q

e Oeq

1 n@
MO 6S78) = g FO -3
P W) 2u) (58V) 2

Q

(10)
EM est un projecteur sur I’espace engendré par la contrainte moyenne déviatorique 5 (1) et FU) un
projecteur qui lui est orthogonal [S]. Dans le modele Affine [9], la contrainte de référence 6%) est le
premier moment des champs de contrainte. Or, comme expliqué plus haut, la moyenne déviatorique des

contraintes dans la matrice est nulle dans le cas de chargement considéré en section 4. C’est pourquoi,
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comme le Sécant classique, le modele Affine donne des résultats purement élastiques dans ce cas parti-

culier.

Afin de corriger ces estimations, Ponte Castafieda [6] utilise une approche variationnelle pour déterminer

une nouvelle expression de la souplesse ainsi que de la contrainte de référence. Dans cette approche,

la contrainte de référence aéq) est une fonction du premier moment du tenseur des contraintes et de la

covariance (fluctuations) définie par :
cV = (e —aW)® (o — W)V, (11)

Dans cette approche la contrainte de référence c}éé) est notée 61%) et elle est donnée par :

(a—éé))Q - ((ag}gf +9 \/Z((s L3070 - (6&?)4 + (aé}ff) . (12)

Par ailleurs, la souplesse dans la matrice a la forme :

1 1
MO GY w0y = L g0 4 EW. (13)
ST 9l 22 (64, 7))
Les modules de cisaillement visqueux ug,l) et )\5,1) sont déterminés en utilisant des conditions de station-

narités sur le potentiel effectif dans le cas purement visqueux :

11 09U, (&(1))

3ut) oy ool (1 (14)
Lo oy _ % U, .y, U, )

(6 s = (6 - 2 o)

o (1= 7) = S0 0oy O gy ™

NN G N c . . (rs A1) .
ou oﬁ ) et ai) représentent respectivement les composantes de la contrainte de référence O'éq) suivant

les projecteurs EW et FO)

&ﬁ” — \/g 60 :EW 60 | 4l = \/3 1) FD . 50, (15)

Cependant cette approche de linéarisation appelée par la suite « Affine modifiée » dégénere en Sécant
modifié dans le cas de contraintes déviatoriques moyennes nulles dans la matrice. Or nous verrons
en section 4 que dans ce cas particulier le modele Sécant modifié ne conduit pas a des estimations
quantitativement correctes.

Dans cette étude, nous considérons a nouveau I’approche de linéarisation Affine (10) mais nous nous
inspirons de [6] pour le choix de la contrainte de référence. Ainsi, le module de cisaillement visqueux
dans la matrice ,uq(,l) est a présent calculé autour de la contrainte de référence (12) définie par Ponte

Castafieda [6], 61%) = é}e((ll). L’ approche ainsi obtenue est appelée par la suite « Affine amélioré » .

3.2 Calcul des champs moyens par phase

Nous considérons dans cette section le cas ou les deux phases ont les mémes propriétés élastiques

(/ﬁgl) = Rg) = Ke €t ,uél) = ,ug) = L) et nous utilisons le modeéle Mori -Tanaka [1] pour estimer le

comportement effectif du Milieu Linéaire de Comparaison ainsi que les moyennes par phase.
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3.2.1 Cas des approches Sécantes

Dans les modeles Sécants classique et modifié les souplesses dans les phases sont isotropes tandis
que les inclusions sont distribuées de facon isotrope (forme sphérique de 1’inclusion dans le probleme
d’Eshelby). Dans ce cas et comme expliqué en section 2 (voir aussi [3]), le comportement effectif déduit
du principe de correspondance et du modele de Mori-Tanaka est exactement défini par la loi a variables
internes suivante :

2 (t) = 3i () + Zom(t)
L (16)
(1) = 550+ Y a(o)
e ]:1

af, &g, ad sont des variables internes tensorielles caractéristiques des déformations visqueuses dévi-

atoriques. Ces variables internes vérifient les équations différentielles suivantes :

. d 1

1 Hrd
a; () + =0

—d
a(t) =
)

_ . —d

T; He

Ces variables internes sont purement déviatoriques. Les coefficients ?jd et p-a (1 < j < 3) dépen-
J

dent des propriétés mécaniques des phases ainsi que de leurs fractions volumiques (voir [3] pour leurs

expressions détaillées). Zo,, (t) représente le gonflement effectif dont I’évolution temporelle est donnée

par (voir annexe A) :

Zom(t) = Vel () + @l ). (18)

e Moyennes déviatoriques

Dans ce cas biphasé (voir [3]), les contraintes moyennes déviatoriques dans la matrice 5(!) (t) et dans
Iinclusion 5 (t) sont déterminées en prenant les moyennes par phase de la loi de comportement dans
(6) eten utilisant les relations de moyennes ¢(M e () 4-c2 e (1) = €(t) et (M sD (1) +c2 s (t) =
5(t). Les expressions analytiques de ces moyennes déviatoriques par phase s’écrivent

( -1r .
_ 2 1 1 - 1 (35(¢) 5(t)
sW(t) = — - e(t)— = +
WP P ed) 2\ P

(19)

e Moyennes sphériques

Les moyennes hydrostatiques par phase ne peuvent étre établies aussi facilement que celles relatives
au déviateur des contraintes en raison de la compressibilité élastique qui est choisie uniforme ici. Les
équations différentielles, dont ces moyennes hydrostatiques par phase sont solutions, sont données par
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le systéme suivant (voir annexe A).

GO + (00 0) = g G —20)
(“e 4#6)
(20)
L 5621) + (6062 1) = 20Dy — D
dt( m())_'_,]_v( m()) 1 3 (Om() Om())
</~€e " 4ue)

ou 509 (r = 1,2) désigne I’écart des moyennes de contraintes hydrostatiques par phase a la contrainte

macroscopique sphérique (50&2) (t) = o) (t) — Tm(t)) et 7, le temps caractéristique

4 1
_ s (1) (1) 21
" (3% - Me) uH (6. @)

6}%) étant défini par (7) dans le cas du modele Sécant classique ou (8) dans le cas Sécant modifié.

e Evolutions temporelles des premiers et seconds moments

Le second moment des champs de contrainte dans cette méthode de linéarisation Sécante s’écrit

(aﬁ}’on)2 - gSl(t) avec  Si(t) = (s(z,t) : sz, )W 22)
Pour determiner I’évolution temporelle de S1(t), nous reprenons la méthode proposée dans [1] dans le
cas incompressible. Cette méthode consiste a utiliser le lemme de Hill [10] et la loi de comportement
linéarisée (6). Comme dans [11], nous remarquons que le modele de Mori-Tanaka conduit a une con-
trainte déviatorique homogene dans I’inclusion. Dans le cas compressible considéré ici, nous supposons
en outre que les contraintes sphériques sont homogenes dans les deux phases de sorte que le lemme de

Hill conduit a :
1 . 1

— S () + ————— 51 (t) = M(1), 23
SO+ oS = M) (23)

le second membre M (t) de cette équation différentielle étant une fonction donnée par :

1 . (2

M) = 580 7 (0) - 5 ( L 5@

- 1 -
2 ® O s (1) + 2M()Q)(S(z))s@) (t): s (t))

el

2 ¢ 1
- Zé (defm(t)azm(t) + 3azm(t)a‘gﬁg(t)> Q4

I=1 €

A noter que le comportement effectif (équations (16) a (18)) dépend des modules sécants des deux phases
et donc des évolutions de la norme équivalente de la moyenne des contraintes dans les inclusions ainsi
que dans la matrice (Sécant classique) ou du moment d’ordre deux dans la matrice (Sécant modifi€),
évolutions elles-mé&mes données par les relations (19) a (24). A chaque instant, on doit donc résoudre
un probleme non linéaire dont les deux inconnus scalaires sont a chaque instant a&ﬁ) (t) ainsi que Eé}]) (t)

(Sécant classique) ou ?é}l) (t) (Sécant modifié).
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3.2.2 Cas de ’Affine amélioré

(1)

Dans ce cas, la souplesse dans la matrice M, ’ est anisotrope. Ainsi le comportement macroscopique
du Milieu Linéaire de Comparaison est anisotrope ce qui alourdit la résolution, notamment 1I’inversion
de la transformée de Laplace-Carson. Le comportement effectif peut toujours étre représenté par une
loi a variables internes mais I’inversion de la transformée de Laplace-Carson n’est plus exacte mais
approchée (voir annexe B). De méme, la forme générale des évolutions des moyennes des contraintes
hydrostatiques ne peut étre déterminée si simplement. En revanche, comme la moyenne de la vitesse
de déformation déviatorique est liée a la moyenne des contraintes déviatoriques par un tenseur isotrope

M) défini par :
nM

M = — K,
20"

(25)

on peut utiliser la méme méthode que précédemment pour déterminer les évolutions des moyennes dévi-

atoriques dans chacune des phases :

-1 r .
2 n(l) 1 . 1 (5t 3(t)
st = — ( - ) et) — cMel(t)y - = < +
c@) /‘1()1)(5&11)) M(Q)(O'e(q2)) I 2\ e (2)(0'e(q))
1 r .
2 1 n() . 1 (st nW3s()
5(t) = — ( - ) e(t) —cWelV ) — = < +
APl W) | 2\ e )

(26)
Par ailleurs, en reprenant le lemme de Hill avec cette approche, 1’évolution du second moment S ()
dans la matrice a la forme :
1 . 1 3(nM — 1) ((s(z, t) : s (1)) M) 1)

Si(t) + +é;

s (1) = M(t) (27)
21V (68) 1M (68) (5%))?

Dans le cas viscoélastique linéaire (Milieu Linéaire de Comparaison), le terme :

; (28)

Teq

estdifficile & calculer. On a donc recours a une approximation : on suppose qu’en tout point de la matrice
et a chaque instant, le déviateur de la contrainte local est proportionnel & sa moyenne sur la matrice de

sorte que :

_ _ _ 2_a ?
((s(@, £) : 301D = V(1) :30(0) (s, 1) : s(@. 1)) = (Soéq><t>) CAONRE
(29)
Finalement, le second moment des champs .S; (¢) est solution de 1’équation différentielle suivante :

4,% Sh msl (t) = M(t)7 (30)
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tandis que I’expression de la contrainte de référence dans la matrice en utilisant (29) conduit a :

€1y

Comme pour les modeles Sécants, on doit résoudre a chaque instant un probléme non linéaire dont les

: . (2 . (1
deux inconnues scalaires sont a présent Uéq) (t) ainsi que Uéq)(t).

3.3 Synthese

A ce stade nous disposons donc de cinq approches : celles s’appuyant sur une linéarisation Sécante
(classique ou modifi€) ou encore celles s’appuyant sur une linéarisation tangente autour des moyennes
par phase (Affine) et deux variantes construites a partir de la relation (9) : Affine modifié (13),(11) et
amélioré (10), (12).

4 Comparaison des différentes approches

4.1 Chargement considéré

Nous considérons ici le chargement particulier d’un gonflement différentiel : a I’instant initial une défor-
mation libre est imposée instantanément (réponse élastique) aux inclusions puis maintenue constante,
le bord étant libre de contrainte (6°(t) = 0). Lorsque la déformation imposée est positive la phase
inclusionnaire est mise en compression tandis que le phénomene opposé se produit (mise en traction)
en cas de déformation libre négative. Dans ce cas de chargement, la déformation macroscopique est
purement sphérique (€(¢) = 0) car, di a I’isotropie, &°(¢) et €(¢) ont les mémes espaces invariants. Les
contraintes moyennes déviatorique par phase s ) (t)ets &) (t) sont également nulles a tout instant pour
tous les modeles considérés (seconds membres de (19) ou (26) nuls).

Pour les faibles fractions volumiques d’inclusions considérées ici (de ’ordre de 10%), les interactions
entre les inclusions sont faibles de sorte que la microstructure peut-étre modélisée en utilisant le mod-
¢le de la sphere composite. Cette sphére composite possede un rayon intérieur a délimitant la phase
inclusionnaire de la phase matricielle et un rayon extérieur b (c(?) = (%)3) sur lequel est appliqué le
chargement macroscopique. Si (1) désigne a présent le rayon dans le systéme de coordonnées sphériques
attaché a cette sphere composite, le comportement mécanique des constituant est celui défini en section
2 pour la phase inclusionnaire (r < a) ou matricielle (¢ < r < b). Dans [12], des solutions exactes
ont pu étre établies pour le cas particulier de chargement considéré dans cette section (gonflement dans
I’inclusion et bord extérieur libre de contrainte).

Le champ de déplacement est radial en raison de la symétrie du probleme : u(x ,t) = u(r,t)e,. Les
équations d’équilibre et de compatibilité associées aux conditions a I’interface et au bord extérieur ont
permis d’établir la contrainte moyenne hydrostatique dans I’inclusion :

b
o@(t) = — / L@, tyr. 32)
a T

aéé) désignant la distribution de la contrainte équivalente dans la matrice, dont I’expression analytique
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est donnée par (M >1):

1
1—n®) 1—n(1)

6pice 82T))7,a3

4fte
1 3
( + 3'%) "

4.2 Déclinaisons des approches proposées en section 3 pour ce cas

e (n® — 1)

dpie
o (14 )

3Ke

o (r t) = t+ (33)

de chargement

Parmi tous les modeles considérés en section 3, il n’en reste que trois qui sont indépendants lorsque les

moyennes des déviateurs des contraintes sont nulles. En effet, dans ce cas particulier le modele Sécant

classique est équivalent au modele Affine et le modele Sécant modifié est équivalent au modele Affine
(1)

modifi€. Par ailleurs, la vitesse de déformation libre €, associ€e a la lin€arisation dans le modele

« Affine améliorée » devient nulle tandis que la souplesse dans la matrice devient isotrope selon :
(1)
n
€)= —5— (34)
21" (6)

Pour ce chargement particulier, les contraintes moyennes hydrostatiques par phase pour un Milieu Linéaire
de Comparaison macroscopiquement isotrope sont similaires a celles établies a la relation (20) avec un
temps de relaxation 7., dans ce cas de chargement particulier qui est donné par la relation

(1) A(1)
-~ 4 1 Mo (Ueq )
5 - ( ot Me) i ler) 35)

Pour ce chargement particulier, ces relations (34) et (35) définissent compleétement le modele Affine
amélioré . La contrainte de référence &é(ll) dans ce cas se réduit au second moment des champs de
contrainte. Puisque le second moment des contraintes est identique pour toutes les approches proposées
a t=0 (solution élastique) et que n¥) > 1, la pente 2 I'origine dans les équations du second moment (30)
et des moyennes hydrostatiques (20) est plus forte avec le modele Affine améliorée qu’avec le modele
Sécant modifi€é . On s’attend donc a une relaxation de contrainte plus rapide dans I’approche Affine

améliorée .

4.3 Résultats

Pour le chargement considéré, les courbes représentatives des évolutions du second moment des con-
traintes ainsi que de la moyennes des contraintes hydrostatiques dans la matrice sont reportées sur les
deux Figures qui suivent. Sur ces deux Figures, les estimations obtenues avec les trois approches détail-
lées ci-dessus sont comparées aux solutions de référence obtenues avec le modele de la sphére composite
[12]. Les données utilisées pour ces calculs sont les suivantes : 2 = 1071, e = 70GPa | k. =
161GPa , o3 = 1GPa ) =333.1076 , (M =3.67, &) = 1.2819571.
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Figure 1: Evolution temporelle du second moment du champ de contraintes (22) dans la matrice pour
différentes approches de linéarisation
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Figure 2: Evolution temporelle de la contrainte moyenne hydrostatique dans 1’inclusion pour différentes
approches de linéarisation

Nous observons sur la Figure 1 que la relaxation du second moment des contraintes dans la matrice est
sous-estimée par 1’approche Sécante modifiée, par comparaison a la solution de référence. En revanche,
les prédictions de I’Affine amélioré sont proches de cette méme solution de référence. Cette relaxation
plus rapide obtenue avec I’Affine amélioré par comparaison au Sécant modifié et dii au préfacteur ﬁ sur
le temps caractéristique (35). Pour la méme raison, les moyennes hydrostatiques estimées avec I’Affine
amélioré relaxent plus rapidement que celles prédites par la méthode de linéarisation Sécante modifiée
(Figure 2).

Nous notons également que dans ce cas de chargement particulier (gonflement différentiel dans I’inclusion),
la linéarisation Sécante classique autour du premier moment mene a des résultat irréalistes (module de
cisaillement visqueux infini). Les estimations de ce modele sont nettement améliorées en utilisant la
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méthode de linéarisation s’appuyant sur le second moment des champs : il y’a bien relaxation des con-
traintes. Cependant la vitesse de relaxation reste trop faible par rapport a la solution de référence. Enfin,
I’estimation de la relaxation de la moyenne des contraintes hydrostatiques dans les inclusions obtenue
avec ’Affine améliorée est en bon accord avec les résultats de référence.

5 Conclusion

Le travail présenté dans cette étude est relatif a la modélisation micromécanique du comportement effec-
tif de composites dont les phases possédent un comportement viscoélastique non linéaire. La démarche
d’homogénéisation, qui repose sur le principe de correspondance et le modele de Mori-Tanaka, nous a
permis d’estimer les propriétés effectives du Milieu Linéaire de Comparaison pour différentes méthodes
de linéarisation proposées dans la littérature.

Dans le cas d’un chargement de type gonflements différentiels, les évolutions des contraintes internes
dans les deux phases ont pu étre obtenues avec les approches ainsi construites puis comparées a des
résultats de référence (solution analytique - spheére composite).

Les modeles Sécant classique et Affine conduisent a des estimations irréalistes pour le cas particulier
de chargement considéré. Ces estimations sont qualitativement améliorées en utilisant les modeles Sé-
cant modifié (ou avec I’Affine modifié inspiré de 1’approche [6]) mais sous-estiment les cinétiques de
relaxation obtenues avec le modele de référence. Parmi les cinq approches etudiées, seul le modele
« Affine amélioré » s’avere quantitativement correct ; les estimations obtenues avec ce modele étant en
bon accord avec les résultats de référence.

En perspectives, nous souhaitons étendre ce travail de comparaison au schéma de linéarisation proposé
récemment par Ponte Castafieda [13]. Par ailleurs, des simulations en champ complet seraient également
nécessaires pour confirmer les résultats de référence tout en élargissant les comparaisons a d’autres
chargements.
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Annexes

A Evolutions des moyennes par phase du champ de contrainte hy-
drostatique

Pour estimer les moyennes par phase des contraintes hydrostatiques, on considére un matériau biphasé
viscoélastique linéaire constitué de phases dont le comportement est isotrope. La compressibilité du
matériau est purement €lastique et homogeéne (k). En notant f*(p) la transformée de Laplace-Carson
d’une fonction du temps f(¢) définie par :

+oo
) =p /0 f(8) e dt.

La transformée de Laplace-Carson de la composante déviatorique de la fonction de relaxation est définie
dans chaque phase par :

1 1 1 \-!
= N (T)* — - -
r=1.2: pu"*(p) (,ue + pm(]r)) .

Les deux modules de cisaillement visqueux (uq()l), uq(?)) sont obtenus par linéarisation Sécante classique

pour uq(?) tandis que ;A}) est défini par la relation (7) (modele Sécant classique) ou (8) (modele Sécant

modifié).

On cherche tout d’abord I’estimation des évolutions temporelles des moyennes des contraintes hydro-
statiques par phase obtenues avec le modele de Mori-Tanaka dans le cas d’un chargement de gonflement
libre : bords de €2 libres de contrainte et chaque phase soumise a une histoire de déformation libre
(r)

sphérique homogene par phase et notée €,

(t) (r = 1,2). Dans le cas d’une compressibilité homogéne,
le tenseur de localisation des contraintes (partie sphérique) est égal a I’unité de sorte que la déformation
libre effective est donnée par simple moyenne des déformations libres locales :

Eom(t) = W el @) 4 @ 2 1), (36)

om 0om

Pour ce chargement, les transformées de Laplace-Carson des déformations (partie sphérique) dans cha-
cune des phases sont estimées par le modele de Mori-Tanaka selon :

= 3k
—1.2: Dxp) =0 ¢ )
r €m (p) m(p> + 3ke + 4M(1)*(p) Eom

(p)- (37)

0, (p) désignant la transformée de Laplace-Carson de la déformation macroscopique imposée a I’infini
dans le probleme de I’inclusion (sphérique) associé. Cette quantité associée au probléme de I’inclusion
est choisie telle que la moyenne des déformations est égale a la déformation macroscopique :

gr.(p) = W eM*(p) + @ (p). (38)

Et comme nous avons vu que : &, (p) = &;,,,(p), on obtient finalement :

5 () = 4 (p)

= S ey (e @) e e ). (39)

On peut ensuite calculer les transformées de Laplace-Carson des déformations (partie sphérique) de
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chacune des phases et on en déduit par la loi de comportement :

W, 12k pW*(p) @ (2%, \ (1)
Om (p) = ke + 4M(1)*(p)c (50m (p) Com (p))

@w, oy 12k pnMW () gy e (@)
70 = 5 (Fn ®) = <6 )

Si, en plus de ce chargement de gonflement libre, on impose sur 9€2 un historique de contrainte macro-
scopique (transformée de Laplace-Carson notée 6*(p)), on obtient par superposition, par exemple pour
la matrice :

. . 12 ke pM*(p . .
o (p) =" () + 3 +4Nuﬁ&»$”(éﬁ(p%—éﬁ<m)- (40)

Le coefficient pondérateur
12 ke V% (p)
3ke +4pW*(p)’

(41)

étant une fraction rationnelle de la varable (p), le retour aux fonctions du temps s’obtient aisément dans
ce cas pour obtenir I’équation (20) avec :

4 1
= - (1)
Ty <3K€ + Ne) My 42)

B Loi d’évolution des variables internes dans le cas anisotrope

Dans le cas d’une souplesse visqueuse anisotrope, la transformée de Laplace-Carson de la fonction de
fluage s’écrit :
19 MO =MD + LM
r=12: MY(p)=M"+-M}". (43)
p

Pour (p) donné, le module effectif obtenu par homogénéisation d’un composite biphasé hétérogéne
élastique de souplesses (M(1)* (p), M(®*(p)) et possédant la méme microstructure que le matériau vis-
coélastique non linéaire étudié ici est noté L"(p). On décompose ce module en une série de Dirichlet

L'p)=Y Li—, (44)

=N,
L.=Y L. (45)

Ce développement en série de Dirichlet peut dans certaines situations étre exact. C’est par exemple le
cas lorsque les souplesses tout comme la distribution spatiale des phases sont isotropes et que le modele
de Mori-Tanaka est utilisé pour estimer le module effectif. Dans le cas général, la relation (44) est une
approximation, les coefficients i = 1..N,. : L;, 7; pouvant étre déterminées par la méthode proposée par
[14].
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Finalement, nous avons donc :

a*(p) = L'(p)e"(p)
i=N, »
= L; T €°(p)
=1 p + 7
i=N¢ 1
= % T3 13
= L (') - L L) )
-1 PR
a; (p)
ou encore, de facon équivalente dans 1’espace temporel :
i=N,
(1) =L (50) = Y @), (46)
i=1
les N, variables internes tensorielles &;(t) étant définies par :
‘ - 1 _ I _
i=1.N.: o;+—a;=—L.Ligt) , a(0)=0. 47
Ti Ti

Ces expressions généralisent dans le cas anisotrope celles établies dans le cas isotrope (voir [4]).



