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GROUPES ARITHMETIQUES ET APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

Résumé

Nous développons une théorie de 'approximation diophantienne dans les varié-
tés de drapeaux, obtenues comme quotient d’un groupe de Lie semi-simple défini
sur Q par un sous-groupe parabolique. En nous appuyant sur des résultats de la
théorie des groupes arithmétiques, dis entre autres a Borel et Harish-Chandra, et a
Margulis et ses collaborateurs, nous démontrons dans ce cadre des généralisations
des théorémes classiques de ’approximation diophantienne.

Mots-clefs : groupes algébriques, dynamique homogéne, approximation diophan-
tienne

ARITHMETIC GROUPS AND DIOPHANTINE APPROXIMATION
Abstract

We develop a theory of diophantine approximation on generalized flag varieties,
varieties that can be obtained as a quotient of a semisimple algebraic Q-group by a
parabolic Q-subgroup. Using methods from the theory of arithmetic groups, due in
particular to Borel and Harish-Chandra, and to Margulis and his collaborators, we
prove in this setting analogs of the classical theorems of diophantine approximation.

Keywords : algebraic groups, homogeneous dynamics, diophantine approximation
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Chapitre 1

Introduction

Tout nombre réel peut étre approché par des rationnels, et ’on peut donc se de-
mander & quelle vitesse une suite de nombres rationnels peut converger vers un
point z donné sur la droite réelle. Naturellement, il s’agit alors de comparer la
hauteur, i.e. le dénominateur, d’une approximation rationnelle v = B, a sa distance
au point x. On s’intéresse donc a des inégalités de la forme d(z,v) < ¢(H(v)), ou
d(xz,v) = |x —v| désigne la distance de x & v, H(v) la hauteur du point rationnel v,
et 1 : Rt — RT une fonction de limite nulle en I'infini. Ces problémes sont apparus
dés I"’Antiquité Grecque, autour du Véme siécle avant J.-C., avec la découverte de
I'existence des nombres irrationnels. Ainsi, Archiméde proposait-il d’approcher le
nombre 7 par la fraction 2—72 A la Renaissance, ces questions furent redécouvertes
en Europe occidentale, en particulier via les fractions continues, et sont depuis
lors un sujet central des mathématiques. Les équations dont les inconnues sont des
nombres entiers ou rationnels étaient dites « diophantiennes », en référence a Dio-
phante d’Alexandrie, qui écrivit un mémoire a leur sujet vers le IIléme siécle apreés
J.C., et Hermann Minkowski suggéra donc d’appeler « approximations diophan-
tiennes » les solutions approchées & ces équations. Au cours du XXéme siécle, cette
expression s’est naturellement imposée pour désigner la théorie qui s’est développée
autour de ces problémes. Le résultat le plus connu du domaine est sans doute le
théoréme de Dirichlet, dont la démonstration est basée sur le célébre « principe
des tiroirs », et selon lequel, pour tout = € R, pour tout entier () > 1, il existe

q€{0,...,Q} tel que

Entre autres résultats importants, on peut aussi citer le théoréme de Khintchine [28]
sur les approximations rationnelles & un point choisi aléatoirement suivant la mesure
de Lebesgue, le théoréme de Thue-Siegel-Roth [60, |57, [48] sur les approximations
rationnelles des nombres algébriques, et les théorémes de Baker sur les approxima-
tions de logarithmes de nombres rationnels [4]. Bien siir, ces problémes peuvent
aussi étre étudiés en dimension supérieure, et 'on étudie alors les approximations
rationnelles des points d’un ’espace affine réel, ou mieux, d’un espace projectif
P™(R). Tous les résultats mentionnés ci-dessus s’adaptent a ce cadre. Par exemple,
le théoréme de Dirichlet a été généralisé par Minkowski [45]|, Khintchine lui-méme
[29] observa que la théorie métrique de 'approximation diophantienne qu’il dé-
veloppait pouvait se formuler en dimension arbitraire, et Schmidt [52] démontra

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

son fameux « théoréme du sous-espace » pour étudier les approximations ration-
nelles des points de R™ a coordonnées algébriques, généralisant ainsi les résultats
de Roth. Avec le développement du domaine, il apparut qu’une grande part de la
géométrie sous-jacente pouvait étre convenablement décrite a ’aide des outils de
la « géométrie des nombres ». Cette théorie, introduite par Minkowski, Mahler et
Siegel [58], consiste en 1’étude des réseauz, sous-groupes discrets de rang maximal
de lespace euclidien R¢. La pertinence de Iespace des réseaux se fit plus frap-
pante encore avec les travaux de Dani [13], qui montra que certains problémes
diophantiens pouvaient se formuler efficacement en termes de flots sur I’espace des
réseaux, puis de Kleinbock et Margulis [31], qui se servirent des flots sur 'espace
des réseaux pour résoudre une conjecture importante de Sprindzuk [59|, a laide
d’idées provenant des travaux de Margulis [44] sur les orbites unipotentes dans les
espaces homogénes. Cela ouvrit la voie a ’étude de I’approximation diophantienne
a laide de la dynamique homogéne, ce qui non seulement permit d’obtenir de
nouvelles démonstrations de résultats déja connus, mais encore mena a beaucoup
des progrés récents du domaine. Pour n’en citer que quelques-uns, mentionnons
seulement la nouvelle démonstration du théoréme de Khintchine par Kleinbock et
Margulis [32], les travaux de Shah [56] sur les améliorations du théoréme de Diri-
chlet et leurs généralisations par Yang [61], les résultats de Menny Aka, Emmanuel
Breuillard, Lior Rosenzweig et I'auteur du présent mémoire |1} [2] sur les propriétés
diophantiennes des groupes de Lie nilpotents, et tout récemment, la démonstration
par Beresnevich et Yang [6l |5] d’une version du théoréme de Khintchine pour des
points choisis aléatoirement sur une sous-variété analytique. De facon intéressante,
I'approche de Kleinbock et Margulis pour résoudre la conjecture de Sprindzuk a
de nombreux points communs avec la démonstration de Schmidt de son théoréme
du sous-espace, et comme nous l’avons observé avec Emmanuel Breuillard [12], il
est possible d’unifier ces deux résultats en un seul énoncé sur le comportement
asymptotique de certaines orbites diagonales dans ’espace des réseaux.

Plus généralement, on peut considérer une variété algébrique X définie sur Q
arbitraire, sur laquelle les points rationnels sont denses, et étudier la qualité des
approximations rationnelles v € X(Q) a un point donné x € X (R). On souhaite
alors obtenir des résultats analogues aux théorémes classiques de 'approximation
diophantienne. Certains auteurs font référence a ce type de probléme sous le terme
« approximation diophantienne intrinséque », pour souligner la différence avec I'ap-
proximation diophantienne sur les sous-variétés étudiée par Sprindzuk et ses succes-
seurs, oil I'on étudie simplement les approximations a un point choisi aléatoirement
sur une sous-variété M C P"(R) par des points rationnels quelconques dans P*(R),
et non nécessairement sur M. Dés 1965, dans un article de survol sur ’approxi-
mation diophantienne, Lang [39] suggérait plusieurs problémes d’approximation
diophantienne intrinséque, mais ceux-ci ne semblent pas avoir suscité beaucoup
d’intérét jusqu’aux travaux récents de Ghosh, Gorodnik et Nevo sur le sujet |23,
24, 22|. 11 y a quelques années, Kleinbock et Merrill [36] ont proposé une approche
trés élégante a I'approximation diophantienne intrinséque sur les sphéres, a 'aide
de flots diagonaux sur 'espace G/T, ot G = SO(1,n) est un groupe orthogonal
de signature (1,n), et I' = G(Z) un sous-groupe arithmétique. Ils ont ainsi pu
démontrer les analogues de plusieurs résultats classiques, comme les théorémes de
Dirichlet ou de Khintchine. En collaboration avec Fishman et Simmons [20], ils
ont d’ailleurs montré peu aprés que leurs méthodes s’appliquent aussi a ’étude de
I’approximation diophantienne sur une quadrique rationnelle arbitraire. Dans un



autre article [19], les mémes auteurs ont tenté d’initier une étude de approxima-
tion diophantienne intrinséque sur des variétés quelconques, mais le cadre choisi
était sans doute trop général pour que ’on y puisse obtenir des résultats optimaux.

Le présent mémoire a pour but de montrer que les variétés de drapeauz, obtenues
comme quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple G défini sur Q par
un sous-groupe parabolique P, forment une classe naturelle de variétés pour étudier
I’approximation diophantienne. Une fois munie X des notions de hauteur et de
distance appropriées, nous verrons que les méthodes de la dynamique homogéne
s’appliquent et permettent d’obtenir une théorie satisfaisante de ’approximation
diophantienne.Naturellement, dans ce cadre, I'espace SLg(R)/SL4(Z) des réseaux
dans V’espace euclidien est remplacé par un quotient plus général G/T" de G par
un sous-groupe arithmétique T', et les flots sur cet espace seront étudiés gréce
a la théorie de la réduction des groupes arithmétiques, développée par Borel et
Harish-Chandra [9]. Notons cependant que méme dans le cas ou G = SLy est le
groupe spécial linéaire, notre approche nous permet d’obtenir plusieurs résultats
nouveaux sur cerains problémes posés par Schmidt [51] au sujet des approximations
rationnelles des sous-espaces linéaires de RZ.

Beaucoup des méthodes que nous utilisons pour construire la théorie de ’ap-
proximation diophantienne sur les variétés de drapeaux avaient auparavant été
utilisées seulement dans certains cas particuliers. Par conséquent, nous avons par-
fois dii modifier les énoncés disponibles dans la littérature, et souvent en donner
de nouvelles démonstrations. Nous décrivons briévement maintenant les principales
idées nouvelles qui nous ont permis d’arriver & nos fins.

La correspondance

Le premier probléme lorsqu’on étudie une variété de drapeau générale X = P\G
est qu'il peut y avoir de nombreux choix de hauteur possible sur X (Q). A équiva-
lence preés, toute hauteur sur X (Q) provient d'un plongement de X dans l'espace
projectif d’une représentation irréductible de G. L’approche qui s’est naturellement
imposée pour nous a été de ne pas choisir une hauteur particuliére sur X, ou plus
précisément, de travailler avec une hauteur H, arbitraire, associée a un plongement
X — P(V,) dans 'espace projectif associé & une représentation irréductible V, de
G. Le second probléme, peut-étre plus surprenant, est que la distance appropriée
sur X(R) n’est pas en général une distance riemannienne. En effet, pour pou-
voir traduire les propriétés diophantiennes d’un point en termes du comportement
asymptotique d’une orbite dans G/T, il est nécessaire de disposer d’un sous-groupe
a un parametre (a;) dans G qui dilate la métrique sur X ; cela est seulement possible
pour la distance de Carnot-Carathéodory construite au chapitre [2} Ces distances
sont trés naturelles, et ont déja fait I'objet d’études approfondies, en particulier
par Gromov [25] et ses successeurs. Une fois définies la hauteur et la distance sur
X, on pourrait espérer — c’est le cas lorsque X = P™ — que la correspondance relie
simplement les meilleures approximations rationnelles & un point x = Ps, dans
X aux petits vecteurs dans les réseaux de 'orbite (a;5;Vy(Z))>0. Cela cependant
n’est pas absolument vrai, car certains petits vecteurs dans ’orbite du réseau ne
donnent pas lieu & une bonne approximatiorﬂ et il faut en outre controler la di-

11l peut méme arriver qu’un point correspondant & une orbite divergente dans I’espace des
réseaux soit strictement moins bien approché par des rationnels qu’un point correspondant & une
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rection des petits vecteurs dans 'orbite. L’énoncé précis de la correspondance est
donné au chapitre [2, Proposition et aussi, dans une version légérement plus
générale, au chapitre [3] Proposition [3:2.4] pour la démonstration du théoréme de
Khintchine sur X.

Orbites diagonales et théorie de la réduction

Afin d’étudier le comportement asymptotique des orbites diagonales dans I’espace
des réseaux, il est commode de formuler les énoncés a 1'aide des objets donnés par
la théorie de la réduction, qui fournit une description précise du voisinage de I'infini
dans lespace G/T". Comme cela apparaissait déja dans nos travaux en commun avec
Menny Aka, Emmanuel Breuillard et Lior Rosenzweig [2] ou dans ceux de Pengyu
Yang [61], ce sont les variétés de Schubert dans X qui permettent de formuler un
critére pour la divergence d’une orbite diagonale. Nous poursuivons ici cette étude
et, dans le cas d’un point a coordonnées algébriques, donnons une formule explicite
pour le taux de fuite d’une orbite divergente, le théoréme [5.1.1] Cette formule fait
intervenir la projection orthogonale sur une chambre de Weyl. Notons que cette
projection a déja été étudiée par Aubert et Howe [3] et s’est avérée utile dans
les travaux de Langlands |40] et Vogan [26] sur la classification des représentations
irréductibles admissibles des groupes de Lie réductifs. En préliminaire a la démons-
tration de notre formule, nous étudions soigneusement au chapitre [4 les propriétés
de cette projection sur la chambre de Weyl, et sa relation a l'ordre de Kostant [38].

Non divergence quantitative intrinséque

L’ordre de Kostant et la projection sur la chambre de Weyl sont aussi des objets
cruciaux pour énoncer et démontrer le théoréme [6.2-1] version précise des inégalités
de non divergence quantitative dans un groupe semi-simple G arbitraire, qui est
le résultat principal du chapitre [} Ces inégalités étaient auparavant seulement
disponibles lorsque G = SLy. Bien entendu, il est toujours possible d’obtenir un
énoncé de non divergence quantitative par plongement de G dans un groupe SLg,
mais le résultat alors obtenu n’est pas suffisamment précis pour les applications a
I’étude des exposants diophantiens que nous avons en vue. La démonstration que
nous proposons de ces inégalités est sensiblement différente de celle utilisée par
Margulis et ses collaborateurs [44, [31} 42| ; nous y utilisons de maniére essentielle
la théorie de la réduction et la théorie du plus haut poids pour les représentations
de groupes semi-simples.

Un probléme de Schmidt : ’approximation des sous-espaces vectoriels

Pour illustrer notre méthode, nous décrivons briévement les résultats qu’elle permet
d’obtenir en rapport avec un probléme de Schmidt [51] sur les approximations
rationnelles des sous-espaces vectoriels de R?. Dans son article, aprés avoir défini les
notions de hauteur et de distance appropriées sur la variété grassmannienne X =
Grass(/,d) des sous-espaces de dimension ¢ dans R?, Schmidt définit I’exposant
diophantien d’un point z € X par la formule

B(z) =nf{8>0]3c>0:Vve X(Q), dz,v) > cH(v)*B}

orbite bornée! Un tel exemple est donné a la fin du chapitre El
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et pose le probléme de déterminer la borne inférieure inf,c x gy B(x). Dans sa
conclusion, il observe que 'on peut minorer S(z) > % + ﬁ pour presque tout
sous-espace x de dimension /¢, et suggére une étude plus approfondie des propriétés
diophantiennes d’un point z choisi aléatoirement sur X. L’un de nos premiers ré-
sultats, le théoréme montre que pour presque tout z dans X, 8(z) = %+ ﬁ.
On obtient d’ailleurs une description bien plus précise de la qualité des approxi-
mations rationnelles & un sous-espace aléatoire grace au théoréme [9.3.2] analogue
du théoréme de Khintchine pour les variétés grassmanniennes. Ce qui nous parait
plus intéressant encore, c’est une formule générale pour ’exposant diophantien de
n’importe quel sous-espace de R? qui admette une base constituée de vecteurs a
coordonnées algébriques. Notons que cette formule, donnée dans le théoreme [0.3.4]
et que 'on doit pouvoir deviner aprés avoir étudié suffisamment de cas particuliers,
ne s’énonce simplement qu’une fois que 'on introduit le formalisme général des
groupes semi-simples, et la projection sur la chambre de Weyl. Comme corollaire
remarquable de cette formule, nous montrons que tout point algébrique x € X (Q)
vérifie B(x) > %+ ﬁ’ et donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une

égalité ait lieu, cf. corollaire W En d’autres termes, infweX(@) B(z) = % + ﬁ.

1.1 Reésultats principaux

Ce mémoire a pour but d’exploiter les méthodes de la théorie des groupes arithmé-
tiques pour étudier I'approximation diophantienne dans certaines variétés, obtenues
comme quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple G défini sur Q, par
un sous-groupe parabolique défini sur Q. Les variétés de cette forme sont com-
munément appelées variétés de drapeauz. Les exemples les plus élémentaires de
telles variétés sont les espaces projectifs P", n > 1, les variétés grassmanniennes
Grass(¢,d), 1 < ¢ < d, les quadriques projectives, et la variété des drapeaux d’un
espace vectoriel.

Dans la suite, une variété de drapeaux X = P\G sera toujours munie d’une
distance de Carnot-Carathéodory naturelle d, dont la construction est détaillée au
paragraphe Les hauteurs que nous considérerons sur X (Q) seront obtenues par
plongement de X dans un espace projectif. Rappelons que si V' est un espace vec-
toriel défini sur Q, le choix d’une base rationnelle (u;)1<;<q4 de V permet de définir
une hauteur sur les points rationnels de P(V') : ayant fixé une norme euclidienne
sur V pour laquelle la base (u;) est orthonormeée, si v € P(V)(Q) est représenté par
un vecteur primitif v dans le réseau &;Zu;, on pose

H(v) = [|v]|.

Toutes les hauteurs sur P(V') construites de cette maniére sont équivalentes, i.e.
comparables & une constante multiplicative prés. Ensuite, si V,, est une représenta-
tion irréductible rationnelle de G engendrée par une unique droite [e, | de plus haut
poids x telle que Stabgle,] = P, on obtient une hauteur H, sur X par restriction
d’une hauteur sur P(V,) en identifiant X = P\G a lorbite G[e,] de la droite de
plus haut poids dans P(V, ). L’approximation diophantienne sur X est I’étude de
la qualité des approximations rationnelles d’un point € X (R) : pour un grand
parameétre 7' > 0, on cherche a évaluer en fonction de T' la distance minimale & x
d’un point rationnel v de hauteur H, (v) < T.
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Les résultats que nous démontrons dans ce mémoire se divisent en trois caté-
gories, suivant la maniére de choisir le point z dans X (R). Les premiers résultats
concernent les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement suivant
la mesure de Lebesgue sur X (R), les seconds traitent d’un point z € X (Q), i.e.
dont les coordonnées sont des nombres algébriques, et pour les derniers, le point x

sera choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique de X (R).

Propriétés génériques des points de X (R)

Pour commencer, on définit I’ezposant diophantien B, (x) d'un point x € X(R) par
By(z) =inf{f>0|3Iec>0: Yve X(Q), d(x,v) > cH,(v) "}

Le premier résultat général que nous démontrerons est que la fonction 3, est
constante presque partout sur X (R).

Théoréme 1.1 (Valeur presque sire de I'exposant). Il existe une constante expli-
cite By (X) € Q strictement positive telle que pour presque tout x € X(R),

By (@) = By (X).

Si ’on munit X de la hauteur anti-canonique, ce qui correspond & choisir y égal
a la somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P, un résultat
de Franke [21] montre que le nombre de points rationnels v € X (Q) de hauteur au
plus T satisfait, pour certaines constantes ¢ > 0 et b € N*,

Nx(T) ~c-T(logT)"! (T — +o0) (1.1)
L’exposant diophantien presque siir dans X prend alors la valeur naturelle

1

)= G, X

ou dim.. X est la dimension de Carnot-Carathéodory de X, unique entier tel que le
nombre de recouvrement de X (R) par des boules de rayon § > 0 pour la métrique
de Carnot-Carathéodory satisfasse N(X,d) x §~dime X Jorsque § tend vers zéro.
Mohammadi et Salehi Golsefidy [46, Theorem 4], ont généralisé le résultat de Franke
et montré que pour toute hauteur H,, il existe des constantes c, u, > 0 et v, € N*
pour lesquelles

Nx(T) ~c-T"(logT)"x* (T — +00). (1.2)

Une application facile du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer qu’on a tou-
jours l'inégalité 3, (X) < din?ﬁ, quoique 'inégalité puisse étre stricte en général.

Au vu du théoréme ci-dessus, il est naturel de s’intéresser & des propriétés
diophantiennes plus fines. Par analogie avec le célébre théoréme de Khintchine [29],

pour une fonction ¢ : Rt — R™, nous considérons I'inégalité
d(x,v) < Hy(0) "Ny (H, (0)) (1.3)

et montrons le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2 (Théoréme de Khintchine pour une variété de drapeaux). Il existe
des constantes explicites a, > 0 et by, € N* pour lesquelles I’énoncé suivant est
vérifié. Soit 1 : RT — RT une fonction décroissante.

o Si f;oo Y(u) ey (loglogu)bx—l% < +o0, alors, pour presque tout T €
X (R), Vinégalité (1.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions v € X(Q).

o Si f;oo Y(u) i) (loglogu)bxfl%“ = 400, alors, pour presque tout x €
X(R), Vinégalité (1.3) admet une infinité de solutions v € X(Q).

Dans le cas ou X = P est un espace projectif, on retrouve le théoréme démontré
par Khintchine [29] en 1926. Le résultat était déja connu aussi lorsque X est une
quadrique projective, depuis les travaux remarquables de Kleinbock et Merrill [36]
puis de Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [20] sur le sujet. Les constantes
ay et by se calculent facilement a l'aide d’un systéme de racines associé¢ a G, et
proviennent d’un encadrement asymptotique de la mesure de certains voisinages de
I'infini dans lespace G/T', ou I est un sous-groupe arithmétique de G. On renvoie a
la proposition [1.13| ci-dessous pour un énoncé plus précis. Dans le cas particulier ot
X est munie de la hauteur anti-canonique, a, = 1 et b, est égal au rang rationnel de
la variété X = P\G, i.e. b, = rang G —rang P. Grace & un principe de transfert di
a Beresnevich et Velani [7], cela permet aussi de calculer la dimension de Hausdorff,
pour la métrique de Carnot-Carathéodory, des points de X (R) tels que S, (z) = f.

Théoréme 1.3 (Théoréme de Jarnik pour une variété de drapeaux). Soit X une
variété de drapeaux rationnelle munie de sa métrique de Carnot-Carathéodory et

de la hauteur anti-canonique H,. Pour tout > m, l’ensemble

Eg ={x e X(R) | 5(z) > B}

vérifie

1

/8 )

ot dimpy .. désigne la dimension de Hausdorff associée & la métrique de Carnot-
Carathéodory sur X .

diHlH’Cc Eﬁ =

Approximation des points algébriques

Nous noterons Q le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q. Un
résultat majeur concernant I’approximation des éléments de Q par des rationnels
est le théoréme de Roth 48], qui assure que si x € Q est irrationnel et € > 0, alors
I'inégalité

p

n’admet qu'un nombre fini de solutions (p,q). De maniére équivalente, si P! est
muni de la distance et de la hauteur usuelles, le théoréme de Roth affirme que tout
élément x € P1(Q) \ P1(Q) vérifie 8(z) = 2. Ce théoréme a d’ailleurs été généralisé
par Schmidt [52] : si € P*(Q) n’est inclus dans aucun sous-espace projectif
rationnel propre, alors f(z) =1+ % Nous montrons que ces résultats sont encore
valables dans une variété de drapeaux X arbitraire : hors de certaines contraintes
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rationnelles, tous les points algébriques de X ont méme exposant diophantien, égal
a Pexposant presque str d’un point aléatoire de X (R).

Rappelons que la variété X = P\G se décompose en cellules de Schubert :
si B C G désigne un Q-sous-groupe parabolique minimal, W le groupe de Weyl
associé, et Wp = (W N P)\W, alors

X= || PuwB.
weWp

Notons X,, = PwB l’adhérence de la cellule de Schubert PwB. Une variété de
Schubert dans X est une variété de la forme X, g, pour w € Wp et g € G. Si
l’élément g peut étre choisi dans G(Q), nous dirons que la variété de Schubert est
rationnelle.

Théoréme 1.4 (Points algébriques extrémaux). Si x € X(Q) n’appartient & au-
cune sous-variété de Schubert mtionnellfﬂ alors By (x) = By (X).

Plus généralement, nous obtenons une formule pour I’exposant d’un point = €
X (Q), en termes d'une certaine variété de Schubert rationnelle le contenant. Mais
I’énoncé précis de cette formule requiert I'introduction d’autres objets associés a
X. Nous noterons T' un Q-tore déployé maximal de G inclus dans B, A = T(R)
la composante connexe des points réels de T', a l'algébre de Lie de A et II C a*
la base du systéme de racines associé a G et T correspondant au parabolique
minimal B. Ces objets sont définis plus précisément dans Borel [8, §11] et leur
construction détaillée est donnée dans Borel et Tits |10, §5]. Insistons sur le fait
que l'on s’intéresse ici aux racines de G par rapport au Q-tore déployé maximal S ;
on parle parfois du systéme des Q-racines de GG, dont la base II est de cardinal égal
au Q-rang de G.

Si @ C II est ’ensemble de racines simples associé & P — tel que les racines
négatives apparaissant dans P se décomposent sur § — on définit un unique élément
Y dans a par

0 siacé
O‘(Y)_{ -1 siaell\4

L’espace a étant muni d’une norme euclidienne invariante par ’action du groupe
de Weyl, nous noterons p,- : a — a~ la projection au plus proche voisin sur la
chambre de Weyl négative

a” ={u€a]|Vaell, a(u) <0}

Enfin, l'action adjointe & droite du groupe de Weyl W sur a et a* sera notée en
exposant : pour w € W, Y¥ = (Adw)~1Y, et x* = x o (Adw).

Théoréme 1.5 (Exposant d’un point algébrique). Pour chaque élément x € X (Q),
il existe w € Wp et v € G(Q) tels que v € Xy et

1
Pulz) = —(GY) + (XY pa- (YV))

211 suffit en fait que x ne soit dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. On
renvoie au paragraphe @ pour plus de détails sur ce sujet.
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Dans le théoréme ci-dessus, la variété de Schubert X,y est en fait entiérement
déterminée par z. On renvoie le lecteur au paragraphe pour le détail de sa
construction. Comme corollaire remarquable du théoréme ci-dessus, on peut mon-

trer que, dans certains cas, la valeur minimale de 'exposant S, (z), z € X(Q), est
égale a 5, (X).
Corollaire 1.6 (Minoration de I'exposant d’un point algébrique). Si X = P\G,
avec P un sous-groupe parabolique maximal du Q-groupe semi-simple G, alors
min_ Sy (z) = By (X).
z€X(Q)

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque X = Grass(¢,d) est la variété

grassmannienne des sous-espaces de dimension ¢/ dans R?, munie de la hauteur

induite par le plongement de Pliicker. On obtient ainsi une réponse partielle & un
probléme de Schmidt [51] :

Probléme ouvert : Déterminer la quantité inf,carass(e,a) By (2)-

Plus de détails a ce sujet sont donnés au chapitre [9] ot nous décrivons quelques
exemples de variétés de drapeaux. Nous verrons aussi dans ce chapitre que le corol-
laire ci-dessus est faux en général si le sous-groupe parabolique P n’est pas maximal.
11 reste cependant valable dans un autre cas important : si X = P\G avec G dé-
ployé sur Q, P un Q-parabolique minimal, et H, la hauteur anti-canonique sur
X.

Approximation dans les sous-variétés

Nous voulons maintenant décrire les propriétés diophantiennes presque siires d’un
point z choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique M C X(R). Si M
est une variété analytique de dimension m, on considére une mesure Ap; sur M
équivalente a la restriction & M de la mesure de Hausdorff de dimension m. Comme
nos résultats ne dépendent de la mesure qu’a équivalence prés, le choix précis de
Ay n’aura pas d’importance dans la suite.

Le premier résultat que nous établissons est que ’exposant diophantien d’un
point de M est constant presque stirement. Ce fait remarquable généralise un ré-
sultat de Kleinbock [33], valable lorsque X est un espace projectif.

Théoréme 1.7 (Exposant d’une sous-variété analytique). Soit M une sous-variété
analytique connexe de X . Il existe une constante 3, (M) telle que pour presque tout

e M, pBy(z) = py(M).

Suivant la terminologie introduite par Sprindzuk [59], nous dirons qu’une sous-
variété analytique M C X est extrémale si By (M) = B, (X). Dans le cas ou X =P"
est un espace projectif, une sous-variété analytique est dite non dégénérée si elle
n’est incluse dans aucun sous-espace projectif strict. La conjecture de Sprindzuk,
démontrée par Kleinbock et Margulis [31] en 1998, stipulait que toute sous-variété
analytique non dégénérée dans P™ était extrémale. Ici encore, ce résultat admet
une généralisation naturelle au cadre des variétés de drapeaux. Nous dirons qu'une
sous-variété analytique M C X est non dégénérée si elle n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert propre. Cette terminologie est bien siir compatible avec
celle déja utilisée dans le cas ou X est un espace projectif.
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Théoréme 1.8 (Extrémalité des sous-variétés non dégénérées). Toute sous-variété
analytique connexe M non dégénéréfﬂ dans X est extrémale.

Notre dernier résultat méle sous-variétés analytiques et nombres algébriques.
En prenant pour variété un singleton M = {z}, avec z € X(Q), on retrouvera
d’ailleurs le théoréme|l.5|énoncé ci-dessus. Nous reprenons les notations introduites

juste avant le théoréme [1.5

Théoréme 1.9 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M une sous-
variété analytique connexe de X dont l'adhérence de Zariski est définie sur Q. Il
existe w € Wp et v € G(Q) tels que M C X,y et pour presque tout x € M,

1
BX(CL') - =06 Y) + (X*, pa- (Yw)>

On observe que les énoncés concernant I’approximation diophantienne sur les
sous-variétés sont trés voisins de ceux concernant les points algébriques. Cela s’ex-
plique par le fait que les contraintes géométriques qui apparaissent sont les mémes
dans les deux situations. Pour les mettre en évidence, nous utilisons une correspon-
dance entre les propriétés diophantiennes d’un point € X (R) et le comportement
asymptotique de certaines orbites diagonales dans ’espace des réseaux d’un espace
euclidien.

1.2 Une correspondance

Un réseau A dans un espace euclidien V est un sous-groupe discret de rang maxi-
mal. En d’autres termes, pour une base (v;)1<i<q de V, on peut écrire

A=7Zv1 D @ Zvy.

Le groupe linéaire GL(V') agit naturellement sur 'espace des réseaux de V. Les tra-
vaux de Minkowski [45] et Siegel [58] ont mis en évidence le fait que de nombreuses
propriétés arithmétiques se comprennent simplement grace a ’espace des réseaux.
Cette approche de 'arithmétique, souvent appelée « géométrie des nombres », s’est
aussi révélée particuliérement fructueuse pour I'approximation diophantienne. Elle
est en particulier a la base de la démonstration de Schmidt de son théoréme du sous-
espace [53, Theorem 1F]. Mais commengons par un exemple simple, qui illustre bien
Iintérét de 'espace des réseaux pour I’étude de I'approximation diophantienne.

L’espace projectif
Nous avons défini plus haut Pexposant diophantien d’un point = € P"*(R) :

B(z) =inf{8 >0 | 3c>0: Yo € P*(Q), d(x,v) > cH(v) "}

Si z € P*(R) s’écrit en coordonnées homogénes = [1 : 21 : ... : x,], nous lui
associons un réseau A, dans R? par la formule
1 0 0
d —X1 1 0
A, = 8, Z%, ou s, =
0 0
—x, 0 1

3Ici encore il suffit de supposer que M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert
instable, comme expliqué au paragraphe @
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La systole, ou premier minimum, d’un réseau A est la longueur minimale d’un
vecteur non nul dans A :

AL(A) = inf {A >0 | AN B(0,)) # {0}}.

Nous considérons alors dans GL4(R) le sous-groupe

a; = diag(e™!,e/™ ... e,

et posons

-1

~(z) = limsup — log A1 (a: A,).
t——4o00 t

La proposition élémentaire ci-dessous est tirée de Kleinbock et Margulis [32, Theo-

rem 8.5], et généralise des résultats antérieurs de Dani [13].

Proposition 1.10 (Correspondance de Dani pour P"). Pour tout x € P"(R),

1 1
z)=14—-)———.
B) = (14 1=
Le point de départ de tous les résultats démontrés dans ce mémoire est une
généralisation de cette proposition, dans laquelle ’espace projectif est remplacé
par une variété de drapeaux X arbitraire.

Variétés de drapeaux

Rappelons que X peut s’écrire comme l'espace quotient X = P\G d’un Q-groupe
semi-simple G par un Q-sous-groupe parabolique P, et que X (R) est munie de la
distance de Carnot-Carathéodory naturelle définie au paragraphe Nous fixons
aussi une représentation rationnelle irréductible de G sur un espace vectoriel V,
engendré, comme G-module, par une unique droite rationnelle de plus haut poids
ey. Nous supposons en outre que le stabilisateur dans G' de la droite engendrée par
ey est égal & P. Cela permet de plonger X dans I’espace projectif P(V, ) ; la hauteur
sur X (Q) obtenue par restriction de la hauteur usuelle sur P(V, ) est notée H,.

Pour étudier 'approximation diophantienne dans X, munie de la hauteur H,,
nous utiliserons l'espace des réseaux de V,. Ayant fixé un réseau rationnel V, (Z)
dans V,,, nous associons a chaque élément = de X (R) un réseau

Ay =5,V (Z), ol sy € G est tel que x = Ps,.
Nous utiliserons le sous-groupe & un parameétre (a;) déja mentionné ci-dessus :

a; =e', oY € aest défini par a(Y) = { (11 21 g Z z

La correspondance qui relie I’exposant diophantien 3, (x) au comportement asymp-
totique de Porbite (a; Az )¢>0 met en jeu une quantité un peu plus subtile & définir
que la systole d’un réseau. Notons

)?:G~6XCVX
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Porbite de e, dans V, sous l'action de G. L’ensemble X est le cone dans V. conte-
nant toutes les droites du plongement de X dans P(V, ), privé du point 0. L’espace
Vy se décompose en somme directe d’espaces de poids sous I'action du groupe
abélien (a;), et nous notons

Tt Vi — Rey

la projection sur e, parallélement a la somme de tous les autres espaces de poids.
Pour tout réseau A dans V), nous posons

veX
rv(A)=inf<r>0|Fvwe ANB(O,r): .
) { | ) ||7r+v>|z';f}
Remarquons qu’on peut avoir r, (A) = 400, par exemple si A ne rencontre pas le
cone X. Quoiqu’il en soit, on pose

-1
Yy (x) = limsup — log ry (a: Az).
t—+oo

Il n’est pas difficile de se convaincre que cette quantité ne dépend pas du choix de
I'élément s, tel que = Ps,; cela est expliqué en détail au paragraphe 2.4 On
peut alors relier les quantités 5, (z) et v, (z) grace a la proposition suivante.

Proposition 1.11 (Correspondance drapeau-réseau). Pour tout x € X (R),

1

(@) = —~——7>-
—X(Y) = ()
La définition de la fonction r,, et notamment la contrainte ||7* (v)|| > @ sur
le petit vecteur v, rend cette proposition un peu moins simple a appliquer que son
analogue pour l'espace projectif. Elle nous sera néanmoins trés utile.

1.3 Espaces de réseaux

Dans la correspondance décrite ci-dessus, les réseaux de V. qui interviennent sont
de la forme gV, (Z), avec g € G. Si on note I' le stabilisateur de V,(Z) dans G,
Porbite G - Vy (Z) s’identifie au quotient

Q=Gr.

Un tel quotient d’un groupe algébrique G semi-simple défini sur Q par un sous-
groupe arithmétique I' sera appelé un espace de réseauz, car il s’identifie a une partie
de I'espace des réseaux de ’espace euclidien V.. La géométrie de ces espaces est
décrite avec assez de précision par la théorie de la réduction, dte a Borel et Harish-
Chandra, et trés clairement exposée dans le livre de Borel [§]. Il y est notamment
démontré que 'espace €2 est de volume fini pour la mesure de Haar, unique mesure
de Radon invariante sous ’action de G, & constante multiplicative prés. Les résultats
et les méthodes de [8] seront d’ailleurs un outil essentiel dans tout ce mémoire. A
chacun des résultats d’approximation diophantienne dans la variété de drapeaux
X correspond un théoréme sur 'espace de réseaux §2. Nous décrivons maintenant
ces résultats, qui, & notre avis, ont leur intérét propre.
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Mélange exponentiel

Pour démontrer un théoréme de Khintchine sur la variété de drapeaux X, nous
suivons la méthode proposée par Kleinbock et Margulis [32] et utilisée aussi par
Kleinbock et Merrill |36] et Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [20] dans leur
étude des quadriques. Cette méthode est basée sur un théoréme de décroissance
exponentielle des coefficients dans la représentation L?(£2). Nous admettrons ce
résultat, dont la démonstration nous éloignerait trop de notre sujet d’étude, mais
en donnons ’énoncé exact ici, puisqu’il sera essentiel dans la suite. L’énoncé géné-
ral ci-dessous découle d’un article récent de Einsiedler, Margulis, Mohammadi et
Venkatesh |18, §§4.1 et 4.3]; on renvoie aussi & Kleinbock et Margulis |32, §3.4]
pour une version antérieure.

Théoréme 1.12 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L?(Q2)). Soit G
un Q-groupe semi-simple simplement connexe, I' un sous-groupe arithmétique, et
Q = G/T. Soit T un Q-tore déployé mazimal de G, A = T°(R) et (a;) un sous-
groupe & un paramétre de A. On suppose que ¥t > 0, a; = 'Y, avec Y € a tel que
pour toute projection p; : g — g; sur un facteur Q-simple, p;(Y') # 0. Alors, il existe
des constantes £ € N et C, 7 > 0 telles que pour toutes fonctions f1, fo € C*°(Q) et
tout t > 0,

/Qfl(atA)f2(A)mQ(dA)_mQ(fl)mQ(fQ) < Ce” ™Y frl2 X fo o,

ot Y désigne lopérateur différentiel T = 1=, Y}, avec (Y;) une base orthonormée
de lalgébre de Lie ¢ d’un sous-groupe compact mazimal de G(R).

L’autre élément utile & la démonstration du théoréme de Khintchine est un
encadrement asymptotique du volume de I’ensemble A des éléments de €2 tels que
ry(A) < r. Nous vérifierons cet encadrement & I’aide de la théorie de la réduction,
qui décrit un domaine fondamental pour 'action de I' par translation & droite
sur G.

Proposition 1.13 (Mesure d’un voisinage de linfini). Il existe des constantes
ay > 0 et by, € N* telles que, a une constante multiplicative prés dépendant de G
et I', pour tout r < 1,

mo({A e Q| r(A)<r}) = r“x\logr\bxfl.

Position dans un espace de réseaux

Si 2 = G/T est le quotient d’un Q-groupe algébrique semi-simple par un sous-
groupe arithmétique, nous définissons maintenant une fonction ¢ :  — a~ qui
décrit la position d’un point dans €2, & une constante prés. C’est 1’étude du com-
portement de cette fonction le long des orbites diagonales dans {2 qui permettra de
démontrer les résultats d’approximation diophantienne présentés ci-dessus. Dans
la construction de la fonction ¢, I'idée sous-jacente est qu'un élément gI" dans
doit s’étudier simultanément dans chacune des représentations fondamentales de
G. Cela nous est indiqué par les méthodes de la théorie de la réduction, et en
particulier [8, §§14 et 16].

Notons 7" un Q-tore déployé maximal dans G, A = T°(R) la composante
connexe des points réels de T', et a I'algébre de Lie de A. Le systéme de racines
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de G par rapport a T s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual a*. Nous
fixons une base de racines simples II = {aq,...,a,} dans ¥ et notons wy, ..., w,
les poids fondamentaux associés. Pour chaque 4, on fixe une Q-représentation V; de
G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec
b; € N* minimal, et V;(Z) un réseau rationnel dans V; stable par action de I" et
contenant un vecteur de plus haut poids e;. Suivant Borel et Tits |10, §12.13], nous
dirons que les représentations V;, i = 1,...,r, sont les représentations fondamen-
tales de G. Dans l’espace vectoriel V;, nous noterons X; = G - ¢; 'orbite du vecteur
de plus haut poids e; sous l'action de G.

Les covolumes successifs d'un élément g = gI" de 'espace de réseaux 2 sont les
quantités _

wi(g) =min{|lgv|| |ve Vi(Z)NX;}, i=1,...,r

Comme les poids fondamentaux forment une base de a*, il existe un unique élément
co(g) € a tel que

Vi€ [1,r], wico(g)) = log pi(g).
Rappelons que la chambre de Weyl négative a~ est la partie convexe fermée de a
définie par

a” ={Y €a|Vaell, oY) <0}.

L’espace a est muni d’'une norme euclidienne invariante par ’action du groupe de
Weyl, et cela permet de définir la projection p,- : a — a~, qui associe & Yy 'unique
éléement Y € a~ tel que d(Yo,a”) = d(Yp,Y). La fonction ¢ : @ — a~ est alors
définie par la formule
c(9) = pa-(co(9))-

C’est une fonction propre sur 2 que I’on peut comprendre de la facon suivante : si
g1 et go sont dans la méme pointe de €2, la distance de g; a go est comparable &
lle(g1) — ¢(g2)]|, & une constante additive pres.

Le théoréme du sous-espace

Avec les notations utilisées ci-dessus, nous considérons maintenant un sous-groupe
a un paramétre (a;) dans A. Les démonstrations des théorémes et sont
basées sur le théoréme fort du sous-espace de Schmidt |53 Theorem 3A, page 163,
grace auquel nous déterminons un équivalent asymptotique, lorsque t tend vers

Pinfini, de la fonction ¢(a;s), si s appartient & G(Q). Pour énoncer ce résultat, il
est commode d’introduire la relation d’ordre partiel sur a donnée par

Y1 <Y, — Vie [].,7"], wi(Yl) < wi(Yg).

Par exemple, si (Y;),e est une famille d’éléments de a, nous noterons Y = inf ¢ ; ¥;
le plus grand minorant de la famille (Y}),c s, défini par

Vi e [1,r], wi(Y) = inf w;(Yj).
JjeJ

Rappelons que pour Y € a et w dans le groupe de Weyl, on note Y% = (Adw)~1Y.

Théoréme 1.14 (Orbites diagonales des points algébriques dans Q). Soient Y €
a~ un élément arbitraire, (a;) = (e'Y) le sous-groupe a un paramétre associé, et P
le sous-groupe parabolique associé a (ay) :

P={geqG| tE+mm atga_y existe}.
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Pour w € Wp, nous notons X,, = PwB la variété de Bruhat standard correspon-
dante. Etant donné s € G(Q) posons

Coo = If{pe-(Y); weWp: IyeG(Q): s€ Xy} €a™.
Alors,

) 1
t_lgrnoo Ec(ats) = Coo
et il existe une variété de Bruhaﬁ rationnelle Xy, w € Wp, v € G(Q) contenant
x et telle que pa— (YY) = Coo-

En fait, la démonstration de ce théoréme permet aussi de controler partiellement
Pélément v, € G(Q) qui apparait pour ¢ > 0 grand dans une décomposition de
Siegel ays = kibynyys. Nous renvoyons au chapitre 5] théoréme[5.1.1] pour un énoncé
précis.

Non divergence quantitative

Le dernier résultat dont nous aurons besoin sur l’espace de réseaux {2 est un énoncé
de non divergence quantitative : étant donnée une mesure borélienne p sur G on
cherche a controler la valeur de ¢(g) lorsque I’élément ¢ est choisi aléatoirement
suivant la mesure p. C’est pour étudier le comportement des flots unipotents dans
Pespace SLg(R)/SL4(Z) que ce type de résultat a été introduit par Margulis [44].
Ensuite, les travaux de Dani [14], puis de Kleinbock et Margulis [31] ont permis
d’aboutir & un énoncé quantitatif adapté & 'approximation diophantienne. Mais
les théorémes montrés par Kleinbock et Margulis, ou plus récemment par Lindens-
trauss, Margulis, Mohammadi et Shah [42]| ne concernent que le groupe SLg4. Pour
les applications que nous avons en vue, il est important d’avoir un résultat qui s’ap-
plique dans un Q-groupe semi-simple arbitraire, et qui en respecte la géométrie. Ici
encore, c’est la fonction ¢ : G — a~ qui permet de formuler I’énoncé adéquat.

Nous aurons méme besoin d’étendre la fonction ¢ aux parties compactes de G.
Si S C G est une partie compacte, on pose donc, pour chaque i € [1,r],

wi(S) = min _ max]|sv].

veEVi(Z)NX,; S€S
Cela permet de définir un élément c¢o(S) € a par
Vi€ [1,7], wi(co(S)) = log pi(59),
puis, comme précédemment,
() = pa-(co(55))-

Dans toute la suite, le groupe G est muni d’une métrique riemannienne arbitraire. Si
1 est une mesure borélienne sur G, U un ouvert de G, et C, a > 0 deux constantes,
nous dirons qu’une fonction mesurable f : U — R est (C, a)-réguliére sur U si pour
toute boule B = B(x,r) NU de U centrée en x € Supp p, et pour tout £ > 0,

p{g € B |f(9)l <elfllp.u}) < Ce®u(B),

4Une variété de la forme Xuw7y sera dite variété de Bruhat si elle est vue comme une partie de
G, et variété de Schubert si elle est vue comme une partie de X = P\G.




22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ou 'on note
I £l = sup{|f(y)| ; y € BN Supp pu}.

Nous montrerons le théoréme suivant.

Théoréme 1.15 (Non divergence quantitative dans G). Etant données deuz -
constantes Cy, ag > 0, il existe C,a > 0 tels qu’on ait la propriété suivante.
Soit 1 une mesure de Radon sur G et B(z,p) C G une boule satisfaisant

Vie[1,r], Vo € X; NVi(Z), g |lgv|| est (Co,)-réguliere sur B(z,5p) pour pu.
Alors, pour tout € > 0, notant S = Supp N B(z, p),

p({g € Bz, p) | [le(g) — c(S)]| = —loge}) < Ce®u(B(z, p))-

Pour I'approximation diophantienne dans les sous-variétés, ce théoréme jouera
un role analogue & celui du théoréme du sous-espace de Schmidt pour I'approxi-
mation diophantienne des points algébriques, et nous permettra notamment de
démontrer les deux résultats ci-dessous. Nous dirons qu’une mesure borélienne sur
G est localement réguliére en un point sy dans G s’il existe une boule ouverte
B = B(sq, ) et des constantes C,«a > 0 telles que

Vi e [1,r], Yo € X; NVi(Z), Vg € G,
s |lgsv|| est (C, a)-réguliere sur B pour p.

Théoréme 1.16 (Orbites diagonales partant d’une mesure réguliére). Soit (at)i>o
un sous-groupe & un parameétre dans A, et u une mesure sur G localement réguliére
en So. Il existe une boule ouverte B centrée en sg telle que pour u-presque tout
s € B, notant S = B N Supp u,

1
tii?oo E(c(ats) —c(arS)) = 0.

En d’autres termes, au voisinage de sg, du point de vue de la fonction ¢, presque
toutes les orbites suivent le méme comportement asymptotique, qui ne dépend que
du support de i au voisinage de sg. Si S est un ensemble algébrique irréductible de
dimension m dans G, on le munit de sa mesure de Lebesgue u, qui n’est autre que
la restriction & S de la mesure de Hausdorff de dimension m. En tout point non
singulier de S, la mesure p est localement réguliére, et cela permet d’appliquer le
théoréme ci-dessus. Dans le cas ol ’'ensemble algébrique S est défini sur Q, nous
pourrons méme montrer, a ’aide de nos résultats sur les nombres algébriques, que
I'expression %c(atS) converge lorsque ¢ tend vers l'infini, et en déduire le résultat
suivant.

Théoréme 1.17 (Orbites diagonales et ensembles algébriques). Soient Y € a~
un élément arbitraire, (a;) = (e'Y) le sous-groupe a un parameétre associé, et P le
sous-groupe parabolique associé a (ay) :

P= li _ ) .
{9eqG| Jimarga—s existe}
Pour w € Wp, nous notons X,, = PwB la variété de Bruhat standard corres-

pondante. Etant donné un ensemble algébrique irréductible S dans G défini sur Q,
posons

Coo =Inf{pe-(Y"); weWp: Iy €G(Q): SC Xy} €a.
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Alors, pour presque tout s dans S,

t£+moo ;c(a,ts) = Coo-

et il existe une variété de Bruhat rationnelle Xy, w € Wp, v € G(Q) contenant
S et telle que pa— (YY) = oo

Ici encore, on renvoie au théoréme pour un énoncé plus précis. C’est &
l'aide de ce dernier résultat que nous démontrerons le théoréme [I.9]
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Chapitre 2

Une correspondance

Dans tout ce chapitre, nous considérerons une variété de drapeaux X, obtenue
comme un espace quotient X = P\G d’un Q-groupe semi-simple G par un Q-sous-
groupe parabolique P. Aprés avoir défini des hauteurs et des distances sur X, nous
définirons ’exposant diophantien d’un point de X, que nous mettrons en relation
avec le comportement asymptotique de certaines orbites dans ’espace des réseaux
d’une représentation rationnelle bien choisie de G.

2.1 Hauteurs

Quitte a remplacer G par son revétement universel, nous pouvons supposer sans
perte de généralité que le groupe G est simplement connexe. Fixons dans G un
@-sous-groupe parabolique minimal B C P, et T C B un sous-tore Q-déployé
maximal. Le choix de B induit un ordre sur le groupe X*(T') des caractéres de T,
et donc une base II du systéme de racines associé a G et T'. Pour la théorie générale
des représentations rationnelles de G, on renvoie a Borel et Tits [10, §12].

Pour définir une hauteur sur X = P\G, nous partirons d’une Q-représentation
linéaire & gauche

p:G— GL(V,)

engendrée par un unique vecteur e, € V,(Q) de plus haut poids x. On suppose en
outre que si [e,] € P(V) est la direction engendrée par e, alors

Stabgey] = P.

La variété X = P\G s'identifie naturellement a l'orbite de la droite [e,] dans
lespace projectif P(V') via Papplication

vt X = P(V)
Pg = g ey,

et comme cette identification préserve les points rationnels, cela permet de définir
la hauteur H, sur X, par restriction. Plus précisément, ayant fixé une base ra-
tionnelle (u;)1<i<q de V' et une norme euclidienne sur V' pour laquelle cette base
est orthonormée, on définit une hauteur sur P(V') par la formule

H(u) = [ull,

25
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oll u est un représentant primitif de v dans le réseau ®1<;<qZu;, et la hauteur sur
X est alors donnée par
Hy (v) = H(tx(v))-

Pour les variétés de drapeaux munies d’une hauteur comme ci-dessus, on dispose
d’un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hauteur bornée. Cela a
été observé en premier lieu par Schanuel [49] pour Uespace projectif, puis démontré
par Franke [21]| pour une variété de drapeaux X munie de la hauteur anti-canonique.
La version générale que nous citons ici est due & Mohammadi et Salehi Golsefidy
|46, Theorem 4].

Théoréme 2.1.1 (Nombre de points rationnels de hauteur bornée). Soit X une
variété de drapeaur définie sur Q, munie d’une hauteur H, associée au poids do-
minant x. Il existe des constantes c,u, > 0 et v, € N* telles que la quantité

N, (T) = card{v € X(Q) | Hy(v) < T}
vérifie
N (T) ~c-T"x(logT)x'  lorsque T tend vers + oo.

Les constantes u, et v, sont facilement calculables & I'aide d’un systéme de
racines associé & G, comme expliqué dans [46).

2.2 Distance de Carnot-Carathéodory

Nous fixons maintenant un point réel © de X = P\G, et expliquons comment
évaluer la distance a x d’une approximation v. La distance pour laquelle nous
pourrons obtenir des résultats satisfaisants sur les exposants diophantiens est une
distance de Carnot-Carathéodory, qui n’est pas riemannienne en général, sauf si le
radical unipotent de P est abélien.

Soit T" un sous-tore Q-déployé maximal de G inclus dans P. L’algébre de Lie g
se décompose sous ’action de T' en sous-espaces de racines :

9=3@<@9a>,

aeXl
ou
3={ueg|VteT, (Adt)u=u}
et
go={ueg|VteT, (Adt)u = a(t)u}.

D’aprés |8, §11.7], si II est une base du systéme de racines ¥, il existe une partie
0 C II telle que ’algébre de Lie p du sous-groupe parabolique P s’écrive

P=3D @ Ja | >

aeS+U(0) -
ou ©F désigne I’ensemble des racines positives, et ()~ C X I'ensemble des racines

négatives qui s’écrivent

o= —anﬂ, ng € N.

Beb
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L’algébre de Lie u~ du sous-groupe unipotent U~ opposé a P se décompose en

somme directe
u = @ mg;,
i>1

ol m; est la somme de tous les espaces de racines g,, ol —« est une racine posi-
tive contenant exactement i éléments hors de 6 dans sa décomposition en racines
simples, avec multiplicité. La proposition suivante peut se vérifier au cas par cas
pour chaque systéme de racines, en utilisant les tables de Bourbaki |11, planches I
a IX]; la démonstration plus conceptuelle incluse ci-dessous provient de la thése de
doctorat de Sébastien Miquel, et nous a été communiquée par Yves Benoist.

Proposition 2.2.1 (Stratification de u™). La décomposition u~ = @,~, m; est
une stratification de u™, i.e. pour chaque 1,

[ml, mz] = Mi+41-

Démonstration. Si X € g, et Y € gg, alors [X,Y] € go1p, donc pour tout 4,
[m1, m;] C mjit1. Pour Uinclusion réciproque, supposons tout d’abord que le groupe
est déployé sur Q, de sorte que si «, 8 sont deux racines telles que o + 3 € X est
non nulle, alors [gq, 98] = Ga+s. Soit i > 2 et J une racine contenant i racines
simples hors de 6; on veut voir que gg C [m1,m;—1]. D’aprés |54, chapitre 5, §9,
proposition 5, page 32| on peut décomposer 5 en somme de racines simples

f=or+-+a

de sorte que pour chaque i, a + - - - 4+ «; soit une racine. Montrons par récurrence
sur k > 1 que

gp C [ml,mi_l].
Le résultat est clair pour k = 4, car alors pour tout j € [1,k], o; & 0, et par suite
08 = [Bar> Bosttar] C [M1,mi—1]. Supposons donc k > 4. Si ay & 6, on a ce
quon veut : avec ' = a1 + -+ ag_1,on a = + ay et donc gg = [ga,,09s] C
[m1,m;—1]. Si oy, € 0, 'hypothése de récurrence sur k permet d’écrire

gp C [m1,mi—1].
Par conséquent
95 = (9, 8a,] C [[m1,mi—1], ga,] C [[m1, ga, ], mi1] + [ma, [mi—1, ga, ]
Comme ay € 0, [m1, 80, ] C m1 et [m;_1,8a,] C m;—y et donc
g5 C [m1,mi—1] + [my,mi—1].

Si G n’est pas déployé sur Q, on remplace Q par le corps algébriquement clos C, sur
lequel G est déployé. Soit alors T” un tore maximal contenant T, et ¥ le systéme
de racines associé¢ a G et T”. Le systéme de racines ¥ de G par rapport a T s’obtient
a partir de X/ par restriction a T'. Fixons un ordre sur ¥’ compatible avec 1’ordre
choisi sur %, i.e. tel que la projection d’une racine positive est positive, et notons
IT’ la base associée a cet ordre. D’aprés |10}, proposition 6.8] les éléments de I’ sont
envoyeés par restriction a T' sur ITU {0}. Soit 8’ C II' 'image réciproque de 6 U {0}.
Sur C, et pour le tore T, le sous-groupe parabolique P est associé¢ a la partie
0" C TI' et on vérifie facilement que la filtration de u™ est aussi construite comme
ci-dessus, a partir de . Le résultat découle donc du cas ot G est déployé. O
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L’espace vectoriel m; < u~ s’identifie naturellement & un sous-espace de ’espace
tangent & X = P\G au point base P; ce sous-espace est invariant par laction
du stabilisateur P du point base. Nous dirons qu’un chemin ~ : [0,1] — X est
horizontal si pour tout t dans [0, 1],

V() s(v(1) 7 € ma,

ot s(z) désigne un élément de G tel que x = Ps(z). Comme m; est invariant
par P, cette notion ne dépend pas du choix de 1’élément s(x). Nous noterons H
I’ensemble des chemins horizontaux. Ayant fixé un sous-groupe compact maximal
K C G et une norme euclidienne sur m; invariante sous 'action de K N P, on
définit la longueur d’un chemin horizontal v par la formule

o) = / I/ (8) - s(y ()~ i,

ou cette fois 'élément s(~y(¢)) tel que v(t) = Ps(y(t)) est choisi dans K.

Définition 2.2.2 (Distance de Carnot-Carathéodory sur P\G). On définit une
distance sous-riemannienne sur X par la formule

d(z,y) = inf{l(v) ; v € H tel que y(0) =z et v(1) = y}.

Remarque. La distance de Carnot-Carathéodory que nous avons construite dé-
pend du choix du sous-groupe compact maximal K. Mais toutes les distances
construites de cette maniére sont équivalentes, et pour les problémes d’approxi-
mation diophantienne que nous étudierons, ce choix n’aura donc pas d’importance.

D’aprés le théoréme de Chow [25, Theorem 0.4] cette formule définit bien une
distance sur X, et la topologie associée est équivalente a la topologie usuelle sur X.
De plus, vue notre construction, cette distance est K-invariante. Remarquons aussi
que tout élément g dans G agit sur X en préservant les chemins horizontaux ; par
conséquent, g induit une transformation bi-lipschitzienne de X, muni de la métrique
de Carnot-Carathéodory. Pour comprendre la géométrie associée a la distance d,
on peut s’aider de la carte locale

U- —- X
s — P-s
Si U~ est muni de la distance de Carnot-Carathéodory [41, §3.3, page 79] associée

a la stratification u™ = my & - - - @ m, cette carte est localement bi-lipschitzienne.
On définit ensuite une quasi-norme sur u~ par la formule

1
i

|z| = max ||@;

1<i<r ’

ouxz =), x; est la décomposition de x suivant la stratification de u™, et [|-|| désigne
une norme arbitraire fixée sur u~. Pour r» > 0, nous noterons

B-(0,r) ={uecu™ | |u <r}.

La figure ci-dessous représente la boule B, - (0,7) pour r > 0 petit, lorsque U~ est
le groupe de Heisenberg de dimension 3, identifi¢ & I’espace R? muni de I'opération
(x,y,2) % (2, y,2") = (e + 2",y +v, 2+ 2 + ).
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e

FIGURE 2.1 : Boule de rayon r > 0 pour U~ = Heisenberg(3)

La proposition ci-dessus permet de comparer les boules de rayon r > 0 pour
la distance de Carnot-Carathéodory sur X a des boules pour la quasi-norme ||
associée a la stratification de u™. En anglais, cet énoncé est souvent appelé « Ball-
box Theorem » ce qui résume bien son contenu.

Proposition 2.2.3 (Ball-box Theorem). Soit x € X et s, € G tel que © = Ps,.
Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r > 0 suffisamment petit,
Pexp(B,- (0, g)) -85 C B(z,r) C Pexp(By-(0,Cr)) - ss.

Démonstration. Comme 'application y — ys, est bi-lipschitzienne sur X, il suffit
de vérifier la proposition pour le point x = P. Vue I’équivalence locale des distances
de Carnot-Carathéodory sur X et sur U, il suffit de démontrer le résultat analogue
sur U~. On définit une famille de dilatations &§; : u= — u™ par 6&;(>_ z;) = Y t'z;.
C’est un sous-groupe & un paramétre d’automorphismes de u~, qui induit donc un
sous-groupe & un parameétre d’automorphismes de U, toujours noté §;. Comme §,
préserve les chemins horizontaux et dilate la norme sur m; par un facteur ¢, on a
pour tous x et y, d(d:(x),d:(y)) = td(x,y). Par conséquent,

B(la ’/‘) = 57-(B(1a 1)) = eXp((S,-(Bu— (07 1))) = eXp(Bu* (0’ T))
O

Pour deviner par un argument heuristique la valeur presque stire de I’exposant
diophantien d’un point de X (cf. paragraphe suivant), il est utile de connaitre le
nombre de recouvrement de X par des boules de petit rayon r > 0 pour la métrique
de Carnot-Carathéodory.

Proposition 2.2.4 (Dimension de Carnot-Carathéodory). Le nombre de recouvre-
ment de X a ’échelle 6 > 0 est

N(X,6) =< §— dimee X
ot dim.. X est la dimension de X pour la distance d, égale a

dim.. X = Z 1 dim m;.

i>1

Démonstration. Cette formule découle de la proposition précédente, qui décrit la
forme des boules de rayon r pour la métrique d sur X. O
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Remarque. Les méthodes développées dans ce mémoire permettent de traiter des
quasi-distances un peu plus générales : on peut partir d’une quasi-norme sur p\g
homogéne pour un sous-groupe diagonal & un paramétre a; = e'¥ dans P. Mais
l'avantage de la métrique de Carnot-Carathéodory est que le drapeau associé dans
p\g est invariant par P, ce qui fait que ’on obtient bien une distance sur X = P\G.
Dans le cadre de l'espace projectif, les quasi-distances sont utilisées dans |2| pour
étudier 'approximation diophantienne dans les groupes nilpotents ; on obtient ainsi
des résultats d’approximation diophantienne pour des quasi-normes dans R?.

2.3 L’espace des réseaux

Soit V un espace vectoriel euclidien, isomorphe & R?, d € N*. Un réseau dans V
est un sous-groupe discret de rang maximal, égal & dim V. Pour décrire la forme
d’un réseau A, on définit la suite de ses minima successifs

ISNESHINESHESWIN

par
Vie[l,d, X(A)=inf{\> 0] rang(B(0,\) NA) > i},

o, pour £ C V, on note rang(F) le rang linéaire de E, i.e. le cardinal maximal
d’une famille libre d’éléments de E. On définit aussi le covolume de A dans RY,
noté covol(A), comme le volume d’'un domaine fondamental de R? sous I’action de
A. Le second théoréme de Minkowski [45] relie les minima successifs d’un réseau
et son covolume. Il sera d’une importance capitale dans la suite ce mémoire.

Théoréme 2.3.1 (Second théoréme de Minkowski). Soit d € N* et A un réseau
dans R%. Alors,

d

% covol(A) < A\ (A)... A(A) < 2¢covol(A).

Soit maintenant X une variété de drapeaux, obtenue comme un quotient X =
P\G d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P. Nous fixons
une Q-représentation V) de G engendrée par un vecteur rationnel de plus haut
poids e, tel que

VpE P, p-ey=x(pex.
Cela permet en particulier de définir une hauteur H, comme expliqué au para-
graphe @ On munit aussi V,, d’une norme euclidienne. Pour I'étude de 'approxi-
mation diophantienne dans X, en plus des minima successifs, nous devons définir
une certaine fonction r, sur ’espace des réseaux de V,. Ayant fixé un sous-tore Q-
déployé maximal T' dans P, I’espace V, se décompose en somme directe d’espaces
de poids. Soit
7TV, — Re,
la projection parallelement & la somme des espaces de poids distincts de Re,,.
Notons aussi B
X =G ey
le cone dans V,, engendré par ¢(X), privé du point 0. Pour r > 0, on considére la
partie suivante de V, :
v

= fveX |V <ret e @) > Dy,



2.4. L’EXPOSANT DIOPHANTIEN 31

Remarque. Dans cette définition le choix de la constante £ dans I'inégalité |77 (v)| >
@ est arbitraire. La correspondance que nous mettrons en évidence ci-dessous a la

proposition est encore valable si 'on remplace cette condition par ||7F(v)| >
c|lv|l, pour une constante ¢ > 0 arbitraire.

X =R3\ {0}
X = P2
G = SL;

— 22 =0}\ {0}

FIGURE 2.2 : L’ensemble C, pour X =P? et X = S!

Définition 2.3.2 (La fonction 7). Si A est un réseau de V), on pose
rv(A) =inf{r >0 | C, N A # {0}} € RU {+0o0}.

Remarque. Attention! Les parties C, ne sont pas convexes, et leur volume est
nul en général, car C,, C X. Il n’est donc pas question d’appliquer ici le premier
théoréme de Minkowski, et il est d’ailleurs facile de construire un réseau A dans
Vy tel que ry (A) = oo.

2.4 L’exposant diophantien

Pour chaque choix de hauteur H, sur la variété de drapeaux X, nous définissons un
exposant diophantien 3, sur X, que nous interprétons ensuite en termes d’orbites
diagonales dans ’espace des réseaux de la représentation V), de plus haut poids .

Définition 2.4.1. L’exposant diophantien d’un point x € X pour la distance d de
Carnot-Carathéodory est

By(x) =inf{f>0]3e>0: Yo e X(Q), d(x,v) > c.H,(v) "}

Exercice 1 (Minoration uniforme de l'exposant diophantien). Le but de cet exer-
cice est de minorer I'exposant diophantien d’un point x arbitraire dans X (R), grace
u- = X

a la projection stéréographique u s Pet. On fixe un réseau rationnel u™(Z)

dans 'algébre de Lie u™.
1. Pour u € u™ irrationnel, montrer qu’il existe une infinité de rationnels % €

14+dim X

u (Q), ou p € u (Z) et ¢ € N* tels que ‘u - %‘ K @ dimee X,

2. Six = €%, verifier que d(z, Pe%) = d(P, ege_“) < ’u - %
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3. Justifier que l'application u™ — V; u — e~ “e, est polynomiale; on note d,
son degré.

4. Montrer que pour tout & € X(R), B, (z) > di‘tﬁ%.

5. Si X = Grass(¢,d) est une variété grassmannienne, munie de la hauteur
associée au plongement de Pliicker X — P(A‘R?), montrer que pour tout

z € X(R), By(2) 2 ¢ + gpmmzan-

Suivant la méthode introduite par Dani [13], et exploitée ensuite avec succés par
divers auteurs, notamment Kleinbock et Margulis [31},133], nous voulons traduire les
propriétés diophantiennes d’un point x € X = P\G en termes d’orbites diagonales
dans I'espace des réseaux de V,. Pour cela, nous fixons dans V,, un réseau rationnel
Vi (Z), et si x = Ps, est un élément de X, nous lui associons le réseau

Ay =5,V (Z).

Par ailleurs, ayant fixé un sous-tore QQ-déployé maximal 7" C P, nous noterons
A = T°(R) la composante neutre de ses points réels, et a 'algébre de Lie de A.
Rappelons que ’on note II une base du systéme de racines de G pour T, et 6 C II la
partie associée au sous-groupe parabolique P, telle que toutes les racines négatives
de P se décomposent en éléments de 6. On définit alors un sous-groupe diagonal
(at) & un parameétre dans G en posant

0 siaef

1 siado. (2.1)

ar =Y ou Y € aest défini par a(Y) = {
Ce flot est choisi de sorte que la quasi-norme sur u~ définie au paragraphe ci-dessus
satisfasse la propriété d’homogénéité suivante.

Lemme 2.4.2. Pour toutt € R et tout u € u™,
|(Ad at)u| = e |ul.

Démonstration. Ecrivons u = > ;>1 U; suivant la décomposition en somme directe
U =m®- - ®m,. Comme Ada; = €'Y cette décomposition est préservée par
Ada; et de plus, vue la définition de Y, pour chaque 4, (Ad a¢)u; = e'u;. Avec la

formule |u| = max;<;<,|u;| 7, on trouve ce qu’on veut. O

Définition 2.4.3 (Taux de fuite dans lespace des réseaux de V, ). Le taux de fuite
du réseau A, = s, V, (Z) sous l'action de (a;) est

o1
Yy (T) = htrgggf -+ log ry (atAy)
Remarque. Ce taux de fuite ne dépend pas du choix de ’élément s, tel que
x = Ps,, car pour tout p € P, ’élément atpat_l converge vers po, € P lorsque t tend
vers l'infini. En effet, poey, = x(Poo)ey, donc si [lapv]| < e et |7t (arv)| > w
alors ||a;pv]| < Ce ™t et ||t (aipv)| > %7 ou C est une constante qui dépend
de po. En suite, prenant ¢/ = ¢t — C, avec C' > 0 suffisamment grand, comme la
direction e, est plus contractée que les autres par un facteur exponentiel, on trouve
Ia* (arpv)]| = T2 et flappy] < C'e .
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Remarque. Il existe une constante ¢ = ¢, > 0 telle que pour tout v non nul dans
Ay, ||v|l > c. Par suite, pour tout ¢ > 0, tout vecteur v non nul de a; A, satisfait
[v] > ce™(¥) | ce qui montre que pour tout x, v, (z) < —x(Y). Cette majoration
est optimale, comme le montre le cas s, = 1. Il semble beaucoup plus difficile
de déterminer la borne inférieure optimale de v, sur X. Toutefois, I'exercice [I] ci-
dessus montre que pour tout z, Sy (z) > di—ti('}% > 0. Avec la proposition [2.4.4
ci-dessous, cela implique que 7, () est uniformément minorée sur X, ce qui n’était
pas évident a priori.

Dans son article [13], Dani formule en termes dynamiques la correspondance
entre les propriétés diophantiennes d'un point = de 'espace projectif P4¢~1(R) et le
comportement d'une orbite diagonale (a;s,7%);~¢ dans 'espace des réseaux de RY :
les bonnes approximations rationnelles de = correspondent aux petits vecteurs dans
les réseaux de l'orbite. La proposition suivante généralise cette correspondance pour
les variétés drapeaux. Une différence majeure apparait cependant : s’il est toujours
vrai qu’une bonne approximation rationnelle du point x permet de construire un
petit vecteur dans un réseau a;s;V,(Z), pour ¢ > 0 bien choisi, la réciproque
n’est pas toujours vraie. Pour pouvoir construire une bonne approximation a partir
d’un petit vecteur v dans a;s;V,(Z), il est nécessaire d’imposer que ce vecteur
appartienne a l'orbite X d'un vecteur de plus haut poids dans V,,, et surtout, que
sa projection dans la direction de plus haut poids soit comparable & sa norme.

Proposition 2.4.4 (Correspondance drapeau-réseau). Soit G un Q-groupe semi-

simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété quotient. Fizons

aussi une hauteur H, sur X(Q), donnée par un poids dominant x associé & P.
Awvec les notations ci-dessus, pour tout x € X (R),

v
—X(Y) = (@)

Démonstration. La hauteur H,, sur X (Q) est donnée par la formule

By () =

HX(U) = ||V||7

ou v € V,(Z) est un représentant primitif de v € X(Q).
Soit 8 < B, (x), de sorte qu’il existe un point rationnel v € X (Q) arbitrairement
proche de z tel que d(x,v) < H,(v)~?. Ecrivons

x=Ps, et v=Pe"s,, avecu € u_,

ce qui peut aussi s’écrire, en identifiant X ~ G - [e, ],

r=s."ley] et v=ste "]

ey)-

Si v est un représentant primitif de v dans V,(Z), le vecteur s,v est porté par la
direction Re™"e,, et par conséquent, pour tout ¢ > 0,

a8, v < Hy (v)ae™ ey

=H, (v)x(at)e_(Ad ‘“)“ex

= H, (v)x(a)[ex — ((Adag)u)ey + %((Ad at)u)Qex +...]
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Notons que dans la somme ci-dessus, seul le premier terme e, n’est pas dans le
noyau de 7.

D’aprés la proposition la distance d(z,v) est comparable & la quasi-norme
du vecteur v dans u™ :

d(z,v) < |u| < Hy(v)~P.
Soit alors ¢ > 0 tel que pour tout w € u~ tel que |w| < ¢, on ait |w| < 1, et t >0
tel que e! = cH, (v)?. Avec ce choix de ¢, par homogénéité de la quasi-norme ||
pour le flot Ad ay,
|(Aday)u| = e'|u| < celd(z,v) <c

et donc 1

I(Adagu] < 7,
Or, pour ||w|| < 1/4, I'inégalité |e® — I|| < 1/2 implique d’une part

1 - atg)u
[=((Adapu)ey + 5 (Adau)®ey +... || = [[(e7 A9 — Dey|| <1/2
d’ou 1 1
lexll = 1> Sllex = (Adaru)ey + 5 ((Adaru)ey + ..

puis

1
7 (arsav)|| > 7 latsavl.
D’autre part

llatszv]] < 2H, (v)x(a:) = 9¢—Betx(V)+4]

Cela montre que vy (z) > —x(Y) — %, et donc

v
—X(Y) = (@)

Pour montrer I'inégalité réciproque, fixons v < v, (z). On peut donc trouver
t > 0 arbitrairement grand, et v € X NV, (Z) tel que

ﬂx(x) <

llagsv| < et (2.2)

et
1
7+ (assav)|| > 3 laessvll. (2.3)

Notons v I'image de v dans X, et comme ci-dessus, soit u € u~ tel que v = Pe"s,.
Grace a 'expression de a;s,v déja utilisée précédemment, nous avons 7+ (ass,v) <
H, (v)x(at)ey, et donc, d’aprés (2.3)),

1
————|las. V] < 1.
Hy (U)X(at) !
On utilise ensuite la stratification u™ = m; @ - -®m,., et 'on décompose u = ). u;

suivant cette somme directe. Dans I'égalité

1 2
T Ho)an) oY T (D (Aday)us)ey) — s(Adagu)e, +..., (24)

%
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le terme ((Ad a¢)ui)e, est en somme directe avec tous les autres, et I’'on peut donc
majorer
|(Adas)urey || < 1.

Comme P = Stable,], I'application u + u - e, est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

[(Ad a)uq || < 1.

Dans , on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite de la
forme ((Adat)ui)’e, dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas signifi-
cativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ada;)us)e, est alors en somme
directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet de voir que
[|((Ad a)usz)ey || < 1, puis

l(Ad ay)usl|| < 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque i, ||(Ad a;)u;|| < 1, de sorte
qu’a la fin [|((Ada;)u)e, || < 1, et donc aussi
[(Ad as)u| < 1.
Par suite,
d(x,v) < |u| = e ! |(Ad ay)u| < et
Or, linégalitée (2.2) implique H, (v)x(a;) = Hy(v)eX(Y) < e d’ott I'on tire
et(X(Y)J'"Y) § HX(’U)il, pul

d(w,v) < Hy(v) X757
Comme v peut étre choisi arbitrairement proche de v, (z), on obtient bien

1

) 2 S e

O

Le premier résultat important impliqué par la proposition 2.4.4] est le théoréme
suivant, selon lequel la fonction 3, est constante presque partout sur X.

Théoréme 2.4.5 (Valeur presque stre de I'exposant diophantien). Soit G un Q-
groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, X = P\G la variété quotient,
et H, la hauteur sur X(Q) associée au poids dominant x. Il existe une constante
By (X) > 0 telle que pour presque tout x dans X (R),

(@) = By (X).

De plus, si 11 est une base d’un systéme de racines de G et  C Il est telle que

P =Py, alors .
(X)) = ——
BX( ) X( )7

ou'Y € a est l’élément défini par

0 siaeb
aav_{l siaell\o.
INoter que x(Y) +~ < 0.
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Remarque. La formule 3, (X) = ﬁ implique en particulier que £, (X) est
rationnel. En effet, il existe un entier £ > 1 tel que pour tout élément y dans le
réseau des poids, on ait x(Y) € %Z. Si le poids x est choisi dans le réseau engendré
par les racines, on a méme —x(Y) € N*.

Démonstration. D’aprés la proposition il suffit de faire voir que pour presque
tout = dans X(R), v, (z) = 0. Notons I' le sous-groupe arithmétique de G qui
stabilise le réseau V,(Z). Tout d’abord, par ergodicité du flot (a;) sur l'espace
Q = G/T, pour presque tout s € G,

o1
tlggo : log A1 (arsVy(Z)) = 0.
En effet, si A (a;sV,(Z)) < e~ ™, alors pour tout ¢’ € [(1—7/2)t,t], A1 (arsVi(Z)) <
e~TH2 < e, et par conséquent +|{t' € [0,t] | \i(apsVy(Z) < e})| > /2. Mais par
ergodicité, le membre de gauche converge vers m({A | A1 (A) < &}), qui tend vers
zéro lorsque ¢ tend vers zéro. Noter que g — A1(gV,(Z)) définit bien une fonction
sur G/T, car V) (Z) est stable par I'. Or, cette limite ne dépend que de la classe
Ps de s modulo P, et donc, pour presque tout = Ps, dans X (R),

t—o00

1
lim n log A1 (a:s: V4 (Z)) = 0. (2.5)

Comme X\ (atszVy(Z)) < ry(arsgVy(Z)), cela montre déja, pour presque tout x
dans X (R), vy (z) <O0.

Pour I'inégalité réciproque, nous utiliserons le théoréme [{.1.2] tiré de la théorie
de la réduction des groupes arithmétiques, dont les résultats principaux sont rap-
pelés au chapitre [4] Pour ¢ > 0 grand, ce théoréme nous donne une décomposition
de Siegel de a;s; :

atSy = kany aveck € K, a€ A;, n € w,v € CT,

ou C' est une partie finie de G(Q), I' le stabilisateur de V,(Z) dans G, et A, et w
sont définis au paragraphe Comme \; (a;5,Vy(Z)) = €°); on a aussi

lal] = .

Soit (u1,...,ux) une base de V,(Q) constituée d’éléments de XN Vi (Z). Le sous-
réseau qu’elle engendre est d’indice fini dans V, (Z). Si D € N* est un dénomi-
nateur commun aux coefficients des ¢léments de C' dans la représentation sur Vi,
la base (Datsxq/*lul, .. .,Datsz'yfluk) est constituée d’éléments de norme e°®)
appartenant a XN at55Vy(Z), et engendre un réseau de covolume borné indépen-
damment de t. Par conséqufnt, pour tout € > 0, on peut trouver 7 tel que I’élément
1 llm* (vi)l

V; = aiSzy" u; veérifie B > e~ ¢! et quitte & diminuer un peu ¢, on aura
= (va)ll
vl

petit, cela donne bien 7, (z) > 0, ce qu'il fallait démontrer. O

1

méme > 1. Comme on a aussi ||v;|| = e°"), avec £ > 0 arbitrairement

Notons que la démonstration ci-dessus se fonde implicitement sur le lemme
suivant, qui découle de la proposition et dont nous ferons encore usage dans

les chapitres [f et
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Lemme 2.4.6. Soit G un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique,
et X = P\G la variété quotient. Fizons aussi une hauteur H, sur X(Q), donnée
par un poids dominant x associ€ a P.

Soit © € X(R) et s, € G tel que © = Ps,. Silimy_o0 %log M(ars, Vi (Z)) = 0,
alors

Py (@) = By (X).

2.5 Points mal approchables

Par analogie avec la terminologie utilisée pour P!(R), nous définissons 'ensemble
BAx des points mal approchables dans X par

BAyx ={z € X(R) | 3¢ >0: Vv € X(Q), d(z,v) > cH,(v)"x}.

Nous montrons ci-dessous que cet ensemble est non vide, et méme que sa dimension
de Hausdorff est maximale, ce qui généralise un résultat bien connu de Schmidt pour
lespace projectif [50]. Notre démonstration utilise une variante des jeux de Schmidt,
similaire & celle utilisée dans un article en commun avec Dmitry Kleinbock [35] pour
montrer la propriété dans le cas particulier ou X est une quadrique projective.
Insistons cependant sur le fait que la distance utilisée ci-dessous sur X (R) est celle
associée a la métrique de Carnot-Carathéodory introduite a la partie

Commengons par expliquer la régle du jeu de Schmidt, qui dépend d’un para-
métre fixe a €]0, %[ Le jeu se joue entre deux joueurs Alice et Bob. Pour commencer
la partie, Alice choisit une boule By = B(zg, pg) dans X (R). Bob peut alors oter a
By un voisinage de taille au plus p; = apg d’une sous-variété linéaire stricte L, i.e.
de l'intersection de X (R), vue comme une partie de V; (R), avec un hyperplan de V.
Puis Alice doit choisir une boule B; de rayon p; dans la partie restante By \L(a"").
Ensuite, Bob peut supprimer de B; un voisinage de taille au plus p, = ap; d’une
sous-variété linéaire, et ainsi de suite. Comme la suite des rayons (py,)n>0 converge
vers 0, I'intersection décroissante N,>oB; est réduite & un singleton :

(] B = {2}

n>0

Une partie S C X(R) est dite a-gagnante si Bob peut toujours jouer de sorte
que o, € S. Une partie S est dite gagnante si elle est a-gagnante pour a > 0
arbitrairement proche de zéro. Deux propriétés importantes des ensembles gagnants
sont données dans la proposition ci-dessous, qui se démontre avec des arguments
trés semblables & ceux utilisés par Schmidt dans son article fondateur |50], auquel
on renvoie le lecteur pour plus de détails sur le sujet.

Proposition 2.5.1. Soit X wune variété de drapeaux munie de la distance de
Carnot-Carathéodory naturelle et d’une hauteur associée & un poids dominant x.

1. Si (S;) est une famille dénombrable de parties gagnantes dans X (R), alors
S =), Si est aussi une partie gagnante.

2. Si S est une partie gagnante de X(R), alors S est dense dans X(R) et
dimg S = dim X.
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Démonstration. Pour le premier point, fixons «a €]0,1/3[. En suivant aux temps

1,3,5,... une stratégie a’-gagnante pour S;, Bob peut s’assurer que o, C By N
ByNBy... appartient a4 S;. Aux temps 2,6, 10, ... une stratégie a*-gagnante pour
Sy permet aussi de s’assurer que T, C By N Bs N ... soit dans S5. Et ainsi de

suite, pour chaque k£ > 1, Bob peut choisir une stratégie a2 gagnante pour Sy,

qu’il joue aux temps 2¥~1(2n +1), n € N pour avoir toujours z, € Sy. Cela donne
bien zo € S =(),; Si, et S est donc bien un ensemble gagnant.

Pour le second point, la propriété de S pour un petit paramétre a > 0 permet de
construire une suite décroissante de fermés (K, ),>1 telle qu’a chaque étape, pour
une constante ¢ > 0 indépendante de n et «, la partie K, soit réunion d’au moins
(c - adimee X)m houles de rayon o™, et telle que lintersection K = (1, 5, K, soit
incluse dans S. Pour la métrique de Carnot-Carathéodory, on vérifie sans peine
que dimpg .. K > (dimcc Xl)lggga(lll_llogc‘, d’ott I'on tire, en faisant tendre o vers 0,
dimg,e. S = dim.. X. Cela implique la méme égalité pour la métrique rieman-
nienne : dimg S = dim X. O]

Remarque. Dans le premier point, la dimension de Hausdorff est celle associée a
une métrique riemannienne sur X (R), et dim X désigne la dimension de X au sens
usuel du terme. Mais la démonstration de la proposition montre plutot 1’égalité
analogue pour la métrique de Carnot-Carathéodory dimg . S = dim.. X, qui lui
est en fait équivalente.

Théoréme 2.5.2 (Propriété de Schmidt des points mal approchables). Soit X
une variété de drapeaur munie de la distance de Carnot-Carathéodory naturelle et
d’une hauteur associée a un poids dominant x. L’ensemble BAx est un ensemble
gagnant au sens défini ci-dessus. En particulier,

dimH BAX = dim X.
Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 2.5.3 (Lemme du simplexe). Soit X une variété de drapeaux munie de
la distance de Carnot-Carathéodory naturelle et d’une hauteur associée & un poids
dominant x. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute boule B(x, p) C X (R)
de rayon p €]0, 1], I’ensemble

1
Eup=B(a,p) N {v e X(Q) | Hv) < cp 50}
sott inclus dans une sous-variété lincaire stricte de X.

Démonstration. On reprend les notations utilisées dans la démonstration de la
proposition En particulier si B, = B(z, p), on note s, € K un élément tel

1
que Ps, = z. Soit v € X(Q) N B, tel que H(v) < cp #xX | et v un représentant
dans V, (Z).

Soit ¢ > 0 tel que e~ X(Y) = p_m. Si ¢ > 0 est choisi suffisamment petit, le
calcul utilisé dans la premiére partie de la démonstration de la proposition [2.4.4]
montre que ||a;s; V|| < 1. Comme le réseau a;s,V, (Z) est de covolume égal & 1, cela
implique que tous les représentants v des éléments v € E, , sont inclus dans un
hyperplan de V,, i.e. que E, , est inclus dans une sous-variété linéaire de X. [
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Démonstration du théoreme[2.5.2 Notons pour simplifier 5 = 3, (X), et fixons un
petit paramétre a > 0. Pour commencer, Alice choisit une boule By = B(xg, po)-

D’aprés le lemme [2.5.3] il existe une constante ¢ > 0 telle que tous les points
1

rationnels v € X(Q) dans 2B, tels que H(v) < ¢p, ” soient inclus dans une sous-
variété linéaire Ly. Bob peut alors supprimer le voisinage L(()ap °) de cette sous-
variété. Et de méme, dans toute la suite de la partie, chaque fois qu’Alice a choisi
une boule B; = B(z;,p;i), ou p; = poc’, les points rationnels v € 2B; tels que
1
H(v) < cpi_ ? sont tous dans une sous-variété linéaire L;, et Bob peut supprimer
le petit voisinage Lga’”).
Cette stratégie implique que zo, € BAx. En effet, si v € X(Q), on peut choisir
i tel que ) .
ep i <H ) <ep; 7. (2:6)

Si v & 2B;, alors, comme x, € B;, on trouve
d(Too,v) > pi = Qpi—1 > ozcﬁH(v)fﬁ
tandis que si v € 2B;, 'inégalité implique v € L;, et comme zo, € B;41,
A(To,v) > ap; = 2pi_1 > 2P H(v) P,
Posant ¢y = B a2, on trouve
Vo e X(Q), d(xos,v) > coH(v)™!,

et donc z, € BAx. O]

2.6 Un cas particulier : la hauteur anti-canonique

D’aprés un résultat de Franke [21], lorsque la variété de drapeaux est munie de
la hauteur anti-canonique, le nombre Nx (T') de points rationnels de hauteur anti-
canonique au plus 7' dans X vérifie, pour certaines constantes ¢ > 0 et b € N*,

Nx(T) ~c-T(logT)"!, (T — o).

Si ces points sont bien répartis, on peut donc s’attendre a ce que la valeur presque
stre 3, (X) de l'exposant diophantien soit donnée par m, ot dim.. X est la
dimension de X pour la distance de Carnot-Carathéodory, donnée par 1’équivalent
asymptotique N(X,d) =< 6~ dmee X of N(X,6) désigne le nombre de boules de
rayon ¢ > 0 nécessaire pour recouvrir Pespace compact X (R). Le théoréme suivant
confirme cet argument heuristique.

Théoréme 2.6.1 (Exposant diophantien pour la hauteur anti-canonique). Soit G
un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété
quotient. On munit X de la hauteur anti-canonique H, associcée a la somme des
racines apparaissant dans le radical unipotent de P. Alors

1

By(X) = dim. X

ot dim.. X est la dimension de Carnot-Carathéodory de X.
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que la formule générale donnée par le théo-
réme donne la valeur souhaitée dans ce cas particulier.

Les racines qui apparaissent dans le radical unipotent de U sont exactement
celles dont la décomposition en racines simples contient un élément hors de la
partie 8 associée & P. Soit x = Zaezu « la somme de ces racines. On décompose
cette somme suivant le nombre d’éléments hors de 6 contenus dans la racine a.. Vue
la définition de I’élément Y, et en utilisant aussi le fait que U est naturellement
isomorphe au sous-groupe unipotent U~ opposé & P,

x(Y) = —Zidimmi = —dim.. X.

i>1
O

Cette valeur explicite de 5, (X), combinée avec '’équivalent asymptotique de
Franke log Nx (T') ~ log T et un principe de transfert dit & Beresnevich et Velani |7]
permet méme de calculer la dimension de Hausdorff des points de X (R) tels que

By (x) = B.

Théoréme 2.6.2 (Théoréme de Jarnik pour une variété de drapeaux). Soit X une
variété de drapeaux rationnelle munie de sa métrique de Carnot-Carathéodory et
de la hauteur anti-canonique H, . Pour tout B > ﬁ, l’ensemble

Ep ={x e X(R) | B(z) > 8}

vérifie
. 1
dimg .. Fg = B

Démonstration. Soit > Commengons par vérifier que si s > %, alors la

d1m X
mesure de Hausdorff de dimension s de Eg est nulle : HJ.(E3) = 0. Pour cela, on

utilise le recouvrement de Eg par les boules B(v, H(v)™?), v € X(Q) :

et on majore

Z —Bs < Z 92— nBsN (2n+1)

v)>2 n>ngo

_ <C. Y ol

n>ngo

ott la deuxiéme inégalité provient de la majoration Nx (T') < C.T'"¢, qui découle
de ’équivalent asymptotique de Franke rappelé ci-dessus. Si € > 0 est choisi assez
proche de zéro pour que 8s — 1 — ¢ > 0, la somme converge, et en faisant tendre
no vers l'infini, on trouve donc Hg.(Es) = 0. Cela montre déja dimp . Eg < +.
Pour montrer 'inégalité réciproque, on utilise le principe de transfert de Beres-
nevich et Velani |7, Theorem 3]. Remarquons que la mesure de Lebesgue sur X (R)
est équivalente & la mesure de Hausdorff en dimension dim.. X définie pour la mé-
trique de Carnot-Carathéodory. Pour abréger les notations, posons g :  +» gdimee X
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et notons HY, la mesure de Hausdorff associée a cette fonction, pour la métrique de
Carnot-Carathéodory. Pour certaines constantes ¢1,Cs > 0, la mesure d’une boule
de rayon r < 1 dans X (R) est controlée par

c1g(r) < HL(B(w,r)) < Cag(r).

Suivant les notations de [7], si f : RT — R* est une fonction croissante bijective,
et B = B(xz,r) une boule dans X, on note

1
Bf = B(x,g 1 f(r)) = B(z, (f(r)) @ x).
En particulier, B9 = B. Fixons f > gmi—, et notons (B;)ien la famille de boules
B(v,H(v)™"), veX(Q)
de sorte que

Ejs D limsup BY.
i

Soite >0et f:z+— TP D’aprés le théoréme I’ensemble lim sup; Bif est de
mesure pleine :

VB C X(R), HY(BnNlimsupBf)=H(B).

7
D’aprés |7, Theorem 3], cela implique

VB C X(R), #/(BnlimsupBY)=H'(B)

et donc
1

B+e

dimH,cc Eﬁ >
O

Remarque. Lorsque X n’est pas munie de la hauteur anti-canonique, on peut
toujours utiliser I’équivalent de Mohammadi et Salehi Golsefidy [46]

Nx(T) ~ cT*x(log T')"x

et le lemme de Borel-Cantelli pour montrer que £, (X) < dn:ﬁ' Mais cette in-
égalité peut étre stricte.
De méme, la premiére partie de la démonstration du théoréme [2.6.2] ci-dessus
permet de voir que
U U
V> —X— .  dim Es < X
72 Gme X fhee ™8 =75
tandis que le principe de transfert de Beresnevich et Velani implique que

By (X) dime. X

vﬁ Z ﬁx(X)v dimH,cc E,B Z B

Mais ces deux bornes ne coincident pas en général.
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CHAPITRE 2. UNE CORRESPONDANCE



Chapitre 3

Le théoréme de Khintchine

Comme précédemment, X désigne une variété de drapeaux, donnée sous la forme
X = P\G, ou G est un Q-groupe semi-simple, et P un Q-sous-groupe parabolique.
La hauteur H, sur X(Q) est donnée par le choix d’un poids dominant x de G
associé a P, et la distance est celle associée & la métrique de Carnot-Carathéodory
usuelle sur X. Cela permet de définir 'exposant diophantien 8, (z) d'un point z
dans X (R). Nous avons vu a la partie précédente que cet exposant diophantien est
constant presque partout sur X (R) : il existe une constante 3, (X) telle que pour
presque tout  dans X (R), 'inégalité

d(z,v) < H(U)fﬁ,

admet une infinité de solutions v € X(Q) si 8 < By (X), et un nombre fini de
solutions si 8 > B, (X). Pour étudier plus précisément les propriétés diophantiennes
d’un point aléatoire de X (R), nous nous intéressons donc a I'inégalité

d(x,v) < H(v)" Xy (H(v)), (3.1)

ot 9 : RT — RT est une fonction décroissante. Le théoréme ci-dessous,
analogue du célebre théoréme de Khintchine [29], donne une condition nécessaire
et suffisante sur 1) pour que ait une infinité de solutions pour presque tout x
dans X (R).

Pour sa démonstration, nous suivons ’approche développée par Kleinbock et
Margulis [32, [30] pour démontrer le théoréme de Khintchine dans l’espace projec-
tif : nous ramenons ce théoréme & un énoncé sur le comportement asymptotique
de certaines orbites diagonales dans U'espace de réseaux Q) = G/T, et utilisons la
propriété de mélange exponentiel du flot (a;) sur . Dans le cas ou X est une
sphére projective, le théoréme est da a Kleinbock et Merrill |36], qui ont en-
suite généralisé leur résultat a une quadrique projective arbitraire, dans un travail
en commun avec Fishman et Simmons [20]. Quelques complications interviennent
dans notre situation, notamment parce que les ensembles & atteindre ne sont plus a
proprement parler des voisinages de U'infini dans 2. Nous commengons la démons-
tration par un paragraphe un peu calculatoire, sur le volume de certaines parties de
), parce que cela fera apparaitre les paramétres utiles & ’énoncé précis du théoréme
de Khintchine.

43
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3.1 Voisinages de I’infini

Ce paragraphe a pour but la proposition ci-dessous, qui décrit le comporte-
ment asymptotique du volume de certaines portions de voisinages de l'infini dans
G/T. Dans tout le paragraphe, G désigne un Q-groupe semi-simple. Etant donnée
une Q-représentation linéaire V,, de G' engendrée par une unique droite rationnelle
Re,, de plus haut poids x, on note

P = Stabg Re,
le stabilisateur dans G de la direction engendrée par ey, et
X=G: ey

Porbite du vecteur de plus haut poids sous 'action de G. On considére un réseau
rationnel V, (Z) dans V,, et le stabilisateur de V,(Z) dans G est noté I'; c’est un
sous-groupe arithmétique de G.

Notons enfin Q@ = G/T', que nous identifierons naturellement & une partie de
I'espace des réseaux de V., via I'application gI' — ¢V, (Z). Rappelons que sur cet
espace de réseaux, la fonction r, est définie par

’I“X(A) = inf{’l“ >0 ‘ IveA ﬂ)? : ||vH <ret ||7T+(V)|| > @},

ou 't : V), — V, désigne la projection sur e, parallélement aux autres espaces de
poids.

Proposition 3.1.1 (Volume des voisinages de Uinfini). Pour r > 0, on considére
le voisinage de linfini dans Q défini par

Q. ={A€Q| min ||v|]| <},
veEANX
et la sous-partie
Q. ={AeQ|r(A)<r}

Il existe des constantes C, ay,by > 0 telles que pour tout v suffisamment petit,
l ay by—1 U ay by—1
el [log 7| <ma () <mq(Q,) < Crx|logr| .

Si (Yi)1<i<r désigne la base duale de la base des racines simples, et p la somme
des racines positives comptées avec multiplicité, alors

v — min P
X i<i<r x ()

v
) ~ o

B

et b, =card{i € [1,r] |

=

La démonstration de cette proposition est basée sur la théorie de la réduction,
telle qu’elle est exposée dans Borel [8, §§15 et 16]. Nous aurons en particulier
besoin de la notion d’ensemble de Siegel. Notons B un Q-sous-groupe parabolique
minimal de G inclus dans P, T un tore Q-déployé maximal dans B, A = T°(R) la
composante connexe des points réels de T, N le radical unipotent de B, et M le Q-
sous-groupe anisotrope maximal du centralisateur Z(7)° de T dans G°. Le lecteur
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est renvoyé a Borel [8, §11] et Borel et Tits [10] pour les résultats fondamentaux
concernant la structure des Q-sous-groupes paraboliques de G.

Soit a l'algébre de Lie de A. Le systéme de racines ¥ de G par rapport a T’
s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual a*. On fixe un systéme de
racines simples IT = {a;, ..., a,} pour un ordre associé¢ & B. Pour 7 > 0, on définit
un voisinage a; de a~ par

a; ={Yea|Vaell, oY) <7},

et
A; =expa; C A
Un ensemble de Siegel G de G sur QQ est un ensemble de la forme

6 =KAw,

ou K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et w un voisinage compact
de l'identité dans les points réels de M N.

Démonstration de la proposition[3.1.1 Nous supposerons dans cette démonstra-
tion que la norme sur V, est invariante par le sous-groupe compact maximal K ;
on peut toujours se ramener & ce cas, par équivalence des normes en dimension
finie. Soit C' C G(Q) un ensemble de représentants des classes de P(Q)\G(Q)/T.
D’aprés Borel [8, proposition 15.6], 'ensemble C' est fini. Soit

Q. ={gLeQ|Iyel,ceC: |gy e ley] <7}
Comme C' est fini, il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout r > 0,
/0, C D C Qe
De méme, avec

[ (g7~ e e

QU ={greQ|Iyel, ceC: |lgy e tey] <ret
' ’ * lgy=te eyl

1
2 5}5
on a _
;”/Cg c Q’/l‘ - QICV()T‘

11 suffit donc de démontrer la proposition pour les ensembles (~2T et ()’T

Fixons maintenant un ensemble de Siegel & qui satisfasse la conclusion de [8]
Théoréme 16.9] pour la fonction de type (P, x) définie par ®(g) = ||ge,||. Soit ¢
la fonction sur G définie par

#(g) = Z Lige-1e6 et lge—tey|<r}-
ceC

La projection de 5 sur G/T" est donnée par
GT) =D Y Ligre1e6 et lgreteyf<r)
el ceC
> ]1{3’)/7(1 i gyeTrES et |lgyeTley||<r}

= Lizyc o gyete <}
=15 (91,
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ou l'avant-dernicre égalité découle du choix de &, suivant |8 Théoréme 16.9]. Par
suite,

mer () < mer(p)
= ma(9)
=> me({g| gt €S et [ge ey ] <7})
ceC
=|Cl-ma({g € & | [lgex|l <7}

Pour évaluer le dernier terme, on utilise la définition de & et on décompose la
mesure de Haar sur G suivant la décomposition ¢ = kman. D’aprés [37, Pro-
position 8.32], pour les mesures de Haar a gauche sur G, K et M AN, notant
Apan i MAN — R la fonction modulaire de M AN,

dg = Apran(man) dk d(man) = Apyran(m) p(a) dk d(man),

ou p est le caractére de A associé a la somme des racines restreintes positives,
comptées avec multiplicité. Toujours grace a |37, Proposition 8.32], on peut encore
décomposer

d(man) = dmd(an) = dmdadn,

et donc
ma{s € & | lgex] <7h = [ Tjweno(e)da
= / Lix(n<iogry e’ dh.
-

Cette derniére intégrale est 'intégrale d’une fonction exponentielle sur un polytope

convexe de a, et est donc comparable au maximum de la fonction sur cet ensemble,

multiplié par un facteur correspondant a la dimension de la face sur laquelle ce

maximum est réalisé. Naturellement, ce maximum est réalisé en I'un des sommets
. . _ lOgT' .

du convexe, qui sont les points A; = in, i=1,...,7. On trouve donc

/ I{X(h)ﬁlogr}ep(h)dh = r%(log 1/r)b><*1
a

ol
p(Yi)

a, = min (}/’L)
X igisr (V)

(¥a)

)

et by, =card{i € [1,r]|

=a}.

=

Cela montre déja une partie des inégalités souhaitées :
ma(Q)) < mo () < r%[logr|®x L

Le calcul pour minorer mq(2.) =< mq(€2.) est similaire : ayant fixé un ensemble
de Siegel G, on utilise la fonction

U(9) = Liges et flgexll<r et I+ (gex)l|> bllgex |}
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Par la propriété de Siegel pour le domaine &, i.e. la derniére assertion de [8] théo-
réme 15.5], la projection de ¢ sur G/T" vérifie, pour une certaine constante Cf,

YD) = D Ligree et fgrenli<r et [+ (gren)l> dlgvex}
yel

< Cl]l{ﬂ’yel" :
— Ci1g, (9D):

llgvexl<r et It (gvex) >3 lgvex I}

Par conséquent,

mar(.) > ma/r(¥)
=ma (1))

1
=ma({g €& | lgexll <7 et |77 (gex)ll > 5 llgexl}-

Comme précédemment, pour évaluer le dernier terme, on utilise la décomposition
de la mesure de Haar sur G suivant la décomposition g = kman. Soit w C M N un
voisinage compact de I'identité tel que

6 D K(expa w
et Vi C K un voisinage de 'identité tel que
I 1 1
Vk € Vi, [[n7(key)ll = Sllkexll = Sllexll-

Alors, pour tout h dans la chambre de Weyl a~ et tout u € M N,

+(poh (B ||+ Lo Lo

Im7 (ke uex)|| = 7T (kex)|| 2 5eX P llex|l = 5 lIke uexl,
et I'on peut donc minorer
1
ma({g € 6 | llgex|l <7 et 7 (ge)]l = 3 llgexl})

h
E // /_ Lfjlkehuey[<r et [[x+ (ketuey) > b ket uey 1y €7 dhdk du
VKXw a

> / / / Ly (hy<togry€”™ dh dk du
VKXw a— -

> / Lx(ny<tog rye” ™) dh
a—
> rox|log r|®x 1
par le calcul déja expliqué dans la premiére partie de la démonstration. O

Remarque. Les coefficients u, et v, qui apparaissent dans le théoréme de Moham-
madi et Salehi Golsefidy [46, Theorem 4], énoncé comme théoréme ci-dessus,
ne sont pas égaux a a, et b, en général. L’équivalent asymptotique du nombre de
points rationnels de X de hauteur au plus 7" est donné par

N (T) ~c-T"x(log T)"x*.
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Dans |46|, ces coefficients sont définis de la fagon suivante. On note b™ = {¢ €
a* | Vi, ¢(a;) > 0} et px la somme des racines associées a I'unipotent de P, et on
pose

. +1 _ (px, i)

uy = inf{u | uxy —px € b} max o0
tandis que v, est la codimension de la face de b* contenant u,x — p. Dans le
cas particulier ot X est munie de la hauteur anti-canonique, px = x et donc
Uy = @y = 1 et vy = by, = rang G —rang P. En effet, dans ce cas, a,, = min; pi(z;",z)

est atteint pour tout ¢ correspondant & une racine simple hors de la partie 8 associée
aPp.

Notons w1, ..., w, les poids fondamentaux associés a la base de racines simples
IT = {ay,...,a.}. Pour chaquesi, on fixe une Q-représentation V; de G engendrée
par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec b; € N*
minimal. Suivant Borel et Tits [10, §12.13], nous dirons que les représentations V;,
1 =1,...,r, sont les représentations fondamentales de G. Lorsque V, = V; est
une représentation fondamentale de GG, on peut déterminer quel indice réalise le
minimum définissant a, ; c’est le contenu du lemme ci-dessous.

Lemme 3.1.2. Soit V, =V} une représentation fondamentale de G et P le sous-
groupe parabolique mazximal associé, stabilisateur de la droite de plus haut poids. Il
existe r; € Q tel que la somme des racines du radical unipotent U de P, comptées

avec multiplicité, vérifie
E mea = ’I’j(ﬂj7

aeE;’
et alors, les quantités a, et by, de la proposition précédente sont données par
ay=r1; et b, =1

Démonstration. Soit P le parabolique maximal correspondant a x = w;. Le radical
unipotent U de P correspond & ’ensemble E; des racines positives contenant o;
dans leur décomposition en racines simples. D’aprés [46, Lemma 5|, la somme p;
de ces racines, comptées avec multiplicité, est proportionnelle & w; :

riw; = Z Mot = Pj.
aEE;
Par conséquent, il suffit de comprendre pour quel i la quantité [f .((};))
(Y3

Naturellement, comme Y; est orthogonal & toutes les racines qui ne contiennent
pas «aj, on trouve
p(Y;)

;i (Y;)

est minimale.

=1,

tandis que si i # j,
p(Ya) 2180
=1+ > 1,
pi(Yi) p;(Yi)
ol p;. désigne la somme des racines positives qui ne contiennent pas «;. Ainsi,
by =1et

) _p)
U wi(Yg) o wi(yy)
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Ce lemme et sa démonstration se généralisent de la facon suivante.

Lemme 3.1.3. Soit 6 une partie de la base du systéme de racines de G, et Py le
sous-groupe parabolique associé. Si x = Zaezg maqa, est la somme des racines du
radical unipotent de Py, comptées avec multiplicité, alors

axy=1 et by =rangyG —|0].
Démonstration. Pour chaque 4, on observe que

(Vi) = 3 maa(Y),

aeE?

ou Ej désigne ’ensemble des racines positives contenant «;. Comme par ailleurs
Z; est I’ensemble des racines positives qui contiennent un élément hors de 6, on
calcule

=D nest Ma(Y;) sii g0
XY= > maa(Ys) { <Y et Mac(Yi) sii€ b,

aGEjﬂEj

cela montre ce qu’on veut. O

3.2 Théoréme de Khintchine et flots diagonaux

Comme précédemment, G désigne un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe
parabolique, et X = P\G la variété quotient. On fixe un poids dominant x associé
au sous-groupe parabolique P. D’aprés la proposition|3.1.1] il existe des constantes
a, > 0 et b, € N* telles que pour r > 0 petit, le voisinage 2, de I'infini dans Q2
défini par
Q- ={gI'|  min [jgv]| <r}
vEXNVy(Z)
vérifie
ma () =< ro|log |1

Avec ces notations, le théoréme de Khintchine sur la variété projective X, munie
de la hauteur H, associée a x et de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle,
s’énonce comme suit.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Khintchine sur X). Notons 3, = 8, (X) Uexposant
donné par le théoreme[2.4.8 Soit ¢ : RY — R une fonction décroissante. Pour x
dans X, on s’intéresse a l'inégalité

d(z,v) < Hy(v)"Px9(Hy (v)). (3.2)
o Si f;oo ip(u)%(log log u)bx*l%‘ < 400, alors, pour presque tout x dans X,

Uinégalité (3.2) n’a qu’un nombre fini de solutions.

o Si f:oo w(u)ﬁ(log log u)bx*l%“ = +00, alors, pour presque tout x dans X,

linégalité (3.2) admet une infinité de solutions.
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Rappelons qu’un point z € X (R) est dit mal approchable dans X s'il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout v dans X (Q), d(z,v) > cH, (v)~?x. Nous avons
vu au chapitre [2] que I'ensemble BA x des points mal approchables dans X est de
dimension de Hausdorff maximale. Le théoréme de Khintchine permet de montrer
qu’il est toutefois négligeable au sens de la mesure de Lebesgue.

Corollaire 3.2.2 (Points mal approchables sur X). L’ensemble BAx des points
mal approchables dans X est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Pour la fonction constante définie par ¥(u) = ¢ > 0 pour tout
u € RT, I'intégrale est divergente. Le résultat découle donc de la seconde partie du
théoréme. O

On peut aussi étudier les inégalités obtenues & partir de fonctions élémentaires,
et montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.3. 1. L’inégalité d(z,v) < H,(v) Px(log Hy(v))™7 admet une
infinité de solutions v € X(Q) pour presque tout x € X (R), si et seulement

; Bx

sty < =X

— ax .
Bx
2. L’inégalité d(x,v) < H,(v)™Px(log Hy(v))” *x (loglog H, (v))~% admet une
infinité de solutions v € X(Q) pour presque tout x € X (R), si et seulement
. b, B
510 < SXEX

Démonstration. D’apreés le théoreme[3:2:1] il suffit pour la premiére partie d’étudier
Iintégrabilité au voisinage de l'infini de la fonction ¢ définie par
~ (loglog u)bx~*

u(logu) 3

L’intégrale diverge si et seulement si v < f—x La démonstration de la seconde
X
assertion est analogue, une fois observé que l'intégrale

/+°° du
ay 8
¢ u(logu)(loglogu) B ot

diverge si et seulement si § < b’;ﬂ. O
X

Pour traduire le théoréme|3.2.1|en termes d’orbites diagonales dans ’espace des
réseaux, nous aurons besoin d’une version un peu plus précise de la correspondance
démontrée au chapitre 2] que nous énongons maintenant. Rappelons que l’on définit
un sous-groupe & un parameétre (a;) dans le groupe A des points réels du tore Q-
déployé maximal T' en posant

0 siaef

-1 siaégd, (3.3)

ar =€ ot Y €aest défini par oY) = {
ou 6 C II est I'ensemble de racines simples associé au sous-groupe parabolique P,
tel que toutes les racines négatives de P se décomposent en éléments de . Enfin,

si A est un réseau dans V,,, nous avons défini ci-dessus

~ 1
r(A) =inf{r >0 | Jv € X N B(0,r) : |7+ (v)| > §||v||},
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ou 't : V,, — V, désigne la projection sur Re, parallélement aux autres espaces
de poids de ay.

Proposition 3.2.4 (Correspondance drapeau-réseau). Fizons v € X(R) et choi-
sissons sy € G tel que x = Ps,. On note B, = [, (X) Uexposant diophantien donné
par la proposition[2.4.5 Il existe une constante C' > 0 telle que les énoncés suivants
soient verifiés.
Soit ¥ : Ry — Ry une fonction décroissante, et ¥ : RY — RT la fonction
définie par
U(u) = Cu=x9(u).

o Si linégalité d(z,v) < H,(v) Px(H, (v)) admet une infinité de solutions
v € X(Q), alors il existe t > 0 arbitrairement grand tel que

ry(arss Vy (Z2)) < 2e_ﬁ\1'_1(e_t).

e Si on a pour t > 0 arbitrairement grand ry(a;s;V,(Z)) < e PxU~1(et),
alors linégalité

d(z,v) < C*Hy(v)" ) (Hy (v))
admet une infinité de solutions v € X (Q).

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 2:4.4] Soit
v € X(Q) arbitrairement proche de z tel que d(x,v) < H, (v) Pxth(H, (v)). Ecri-
vons

x = Ps, v = Pe"s;, ueu,

de sorte que
d(z,v) =< [u| < Hy(v)™ 9 (Hy(v)).

Soit C > 0 tel que pour tout w € u~ tel que C|w| < 1, on ait [|w|| < 1. On choisit
t > 0 tel que
e = U(Hy(v)) = CH,(v) Px9p(Hy (v)).

Cela implique C|(Ad a¢)u| = Ce'|u| < 1 et donc
1
(Adagul < 7.

Soit maintenant v un représentant primitif de v dans V, (Z). Le vecteur s, v est
porté par la direction Re™“e,, et par conséquent, pour tout ¢ > 0,

atsyv = Hy(v)ae ey
= Hy(0)e* D [exp(—(Aday)u)ley
= H, (v)eXM[e, — (Adas)u)e, + (Adas)u)?ey — ... ]

L’inégalité |le” — I < 2||lw|| appliquée & w = (Ad a;)u donne d’une part
N 1
I (a5l > & sl

et d’autre part
larsv| < 2HX(v)etX(Y).
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Comme H, (v) =¥~ (e7") et B, = ﬁ;), cela montre que

o (ars,v) < 2H, (v)eXY) < Zefﬁ‘ll_l(e_t).
__ Montrons l'inégalité réciproque. Pour ¢ > 0 arbitrairement grand, soit v €
X NVy(Z) tel que
ot
llatsav| < e Px U te™) (3.4)
et
n 1
I (aszv)ll = 5 llaesav]l- (3.5)
Notons v I'image de v dans X. Grace a 'expression de a;s,v utilisée ci-dessus,

nous avons
mH(as.v) = XY H, (v)e,

et donc, d’apreés (3.5)),

H,(v) e )| g, v] < 2.

On utilise ensuite la stratification u™ = m; @- - -@my, et 'on décompose u = Y. u;
suivant cette somme directe. Dans I'égalité

ex — e XN () lags,v = Z((Ad ap)u;)ey — %((Ad a)u)?ey + ..., (3.6)

K2

le terme ((Adat)ur)e, est en somme directe avec tous les autres, et 'on peut donc
majorer

l(Ad ag)uie, || < 3.

Comme P = Stable,], I'application u +— u - e, est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

[(Ad ay)uq|| < 1.

Dans , on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite de la
forme ((Ada;)ui)’e, dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas signifi-
cativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ad at)ug)ex est alors en somme
directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet de voir que
|((Ad at)uz)ey || < 1, puis

[[(Ad at)usl| < 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque i, ||(Ad a;)u;|| < 1, de sorte
qu’a la fin [|((Ada;)u)e, || < 1, et donc aussi

[(Ad as)u| < 1.

Par suite,
d(x,v) = |u| = e *|(Ad as)u| < e "

Or, I'inégalité (3.4) et la relation 8, = — impliquent

1
x(Y)

XV H, (0) = || (arse0)| < Jlarsov]| < eXTHe™),
d’ott l'on tire e™* < W(H, (v)), ce qui permet de conclure

d(z,v) < U(Hy(v)) < Hy(v) 9 (Hy(0)).
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3.3 Somme convergente

Nous donnons ici la démonstration de la premiére partie du théoréme de Khint-
chine pour X. L’énoncé correspondant concernant le comportement asymptotique
des orbites diagonales dans I’espace §2 = G/T" est une simple application du lemme
de Borel-Cantelli. Rappelons que I'espace 2 s’identifie & un ensemble de réseaux
de I'espace euclidien V, associé a la représentation de plus haut poids x, via I'ap-
plication ¢gI' — gV, (Z). Avec cette identification, notant aussi X=a- ey lorbite
du vecteur de plus haut poids dans V, on pose, pour r > 0,

Q. ={AcQ|IveAnX: v <r}
Enfin, la mesure de Haar sur 2 = G/T" est notée mg,.

Proposition 3.3.1. Soit (a;)ieny une suite d’éléments de G et (ri)ien une suite
de réels positifs telle que Y, ma(Qy,) < oco. Pour presque tout A € Q, pour tout
t € N suffisamment grand,

a & Q,,.

Par conséquent, pour presque tout x = Ps, dans X, pour tout t € N suffisamment
grand,

ry(arsa Vo (Z)) > 1y
Démonstration. Comme chaque élément a; préserve la mesure de Haar sur €2,
mQ({A | a’tA € QTt}) = mQ(QT’t)7

est le terme général d’une série convergente, et le lemme de Borel-Cantelli montre
donc que pour presque tout A, pour tout ¢ suffisamment grand, a;A ¢ €,,. La
seconde partie découle de la premiére, car

ry(as.I) > min{|v|| ; v € a5,V (Z) N X},

et ce deuxiéme terme ne dépend pas du choix de s,, a une constante multiplicative
prés. En appliquant la premiére partie a une suite (r;) telle que ),y ma(2,) <
+oo et 1y = o(r}) on fait disparaitre cette constante multiplicative. O

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui permet de supposer dans la démons-
tration du théoréme que la fonction 1 est majorée par une fonction de la forme
t — (logt)~°. Le dessin ci-dessous explique le calcul effectué pour la démonstration.
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y = (logz)~*
e et
’1‘1 (,\/10;_‘,'/,' Tz Y= (logx)izc

FIGURE 3.1 : Graphes des fonctions ¢, z +— (logz)~¢ et z — (log ) 2.

Lemme 3.3.2. Soienta,3 > 0 et b € N*. [ existe ¢ > 0 tel que pour toute fonction
P : RT — RT décroissante telle que

1w - | " v (loglog )1 & < 4o,

pour tout u > 0 suffisamment grand, ¥(u) < (logu)~¢.

B

Démonstration. Posons ¢ = 43— et supposons que pour T' > 0 arbitrairement grand,

W(T) > (log T)~°. Soit

T = sup{u € [0, 7] | ¥(u) < (logu)~>}.
Comme 1) est décroissante,

(log T1) ™2 > 9 (Th) > (T) > (log T) ™,

et donc (logT1) < (logT)'/?. Par suite,

T T
a d d
¥(u)? (loglog u)~ <% > / u
T u T, ulogu
= loglogT — loglog T}
1
> 3 loglogT.

Cela montre que l'intégrale I (1)) est divergente, et le lemme s’en déduit, par contra-
posée. O

Nous pouvons maintenant démontrer la premiére partie du théoréme [3.2.1

Démonstration du théoreme[3.2.1], cas convergent. Soit ¢ : RT™ — R décroissante
telle que

o ax. d
/ P(u) A (log logu)bx_lzu < oo
e
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Quitte a remplacer 1 (u) par ¥(u) + (logu)~¢, avec C' > 'S—X, on peut toujours
X

supposer que ¥(u) > (logu)~C. D’autre part, le lemme montre que pour tout
u > 0 suffisamment grand, (u) < (logu)~°. Ainsi,

Vu >0, (logu)™¢ <¢(u) < (logu)~¢. (3.7

Posant .
U(u) = ufﬁxw(u) et e = 26_@\1171(6715),

les propositions [3:2.4] et [3:3.1] montrent qu’il suffit de démontrer que la somme
> is1 ma(82y,) converge, ce qui équivaut, d’aprées la proposition a

erx|logrt|b><*1 < +o00.
t>1

L’encadrement ci-dessus se réécrit
uPx(logu)~¢ < W(u) < uPx(logu)~¢, (3.8)
ce qui implique
siiﬂogsr% <U s < siiﬂogsrﬁ.
En effet, si ®_(u) = uPx(logu)~C et &, (u) = uPx(logu)~¢, on a ®~'(s) <
T~L(s) < ®7'(s), et il suffit donc de vérifier que
s’l/ﬁ|logs|_% < T (s) <7 (s) < 57V P|logs| 5.

Comme ®_ et ¢ sont décroissantes, cela est équivalent au fait que pour certains
007 Co > 07

P
-1 -1
co_ﬁs\logs|c[? log s — %logﬂogs”fc > s> C’0_55|10gs|c[? log s — élogﬂog s]]¢

et le résultat s’ensuit, si Cy, ¢y sont choisis de sorte que caﬁﬂc >1> C&Bﬂc. Avec
la borne supérieure de cet encadrement, on trouve
__t 1 t <
re=2e XU (") Kt Px
d’on
[log r:| < logt.
Par suite, il suffit de vérifier que
Z e (logt)x 1 < 4o0.
t>1

Pour cela, majorons

T ts) =5 P yp(T1(s)) < s iw(cosfiﬂog s|7%),
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et donc

Cela donne

Zr (logt)x~1 < 221/) coeﬁxt P )2x (log t)>x 1

t>1 t>1
# *Bg a by—1
<2 1/1 coe x )% (logt)™>~dt

. _c
et avec le changement de variable u = coePxt Px, 9% = (BL +0(1))dt,
X

!
Z X (log t)bx <</ ¥(u)® (log log 1) Zu < +oo.

t>1

3.4 Somme divergente

Ici encore, on se raméne & un énoncé sur les orbites diagonales dans 1’espace 2 =
G/T. La démonstration de la proposition suivante occupe la majeure partie de la fin
de la démonstration du théoreme [3.2.1]; la traduction en termes d’approximation
diophantienne sur X se fera facilement, par un calcul analogue & celui que nous
avons donné ci-dessus dans le cas ol la somme est convergente.

Proposition 3.4.1. Soit (r;) une suite de réels positifs telle que Y ,~, ma(Qyr,) =
+o00. Alors, pour presque tout A € Q, il existe t € N arbitrairement grand tel que

(@A) < 7.
En particulier, pour presque tout © = Ps, € X, pour t € N arbitrairement grand,
ry(arsaV(Z)) < my.

Naturellement, la démonstration de cette proposition est basée sur une version
du lemme de Borel-Cantelli dans le cas ot la somme des probabilités des événements
considérés est divergente, avec une hypothése supplémentaire d’indépendance. Plus
précisément, nous utiliserons le lemme élémentaire ci-dessous.

Lemme 3.4.2 (Une version du lemme de Borel-Cantelli). Soit (X, m) un espace

de probabilité, et (hi)ien une suite de fonctions intégrables a valeurs positives sur
X satisfaisant :

1. Zt21 m(h) = 400 ;
2.30>0: YN>1, [((ON h(z) —m(h))?m(dz) < C- SN m(hy).

Alors pour presque tout x, ’ensemble I(x) = {t € N | hy(x) > 0} est infini.
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Démonstration. Posons

Par hypothése,
HZ he —m(h)[3 < C- Y m(hy)
t=1
et donc

lon =103 £ =~ N-0 0.

N
22—y mlhr)
Par suite, on peut extraire de (¢n) une sous-suite (¢, ) convergeant pour presque
tout x vers 1. Alors, presque stirement,

Ny Ny,
th(x) ~h—yoo Zm(ht) — 400,
t=1

t=1
ce qui montre en particulier que ’ensemble I(x) est presque siirement infini. O

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme[3.2.1] on souhaiterait appliquer
le lemme @ a la famille de fonctions hy = 1,-1q, . ol

Q. ={AeQ|ry(A) <r}

Cependant, la seconde condition du lemme n’est pas évidente a vérifier. Pour cela,

nous nous ramenons a une suite de fonctions lisses h; qui approchent ]la;lQ, et
-

dont on controle les normes de Sobolev.

Lemme 3.4.3. Soit T lopérateur ¥ = 1->". Y7, ou (Y;) est une base orthonormée

de Ualgebre de Lie € d’un sous-groupe compact mazimal de G(R). Il existe des
constantes C,c > 0 et une famille de fonctions n, : Q@ — [0,1], r €]0, 1] telles que

L (A)>0 = n(A)<r;
2 fo () ma(dA) > ertx[logr| ;
5 o)z < Cllael2-

Démonstration. Pour € > 0 fixé suffisamment petit, on fixe une fonction positive
P € CZ(G) telle que [, P =1, P(g) = P(g~"), et Supp P C Bg(1,¢). Ensuite,
pour tout r > 0, on pose

Ny =P xlay,
ou
Q’T/:{AEQEIUGAQJA(:: ||v|\§fetmzé}.
2 [l 4
Veérifions que ces fonctions satisfont les conditions requises.
1. Si n.(A fG 9)1lar(gA)du > 0, il existe g € Supp P C Bg(1,¢) tel que

gA € Q. En d’autres termes, pour un certain vecteur v € AN X et g € Bg(1,¢),

3 r
I (o)l > Slgell et llgoll < .
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Si e > 0 est suffisamment petit, alors [lg — 1| < 1/10, [|g=" — 1|| < 1/5, et par
conséquent, d’une part

[l < llg~ llgvll <,

et d’autre part
7 ()] = [+ (go)]| = 7+ (g0 —v)]

> 3|gv]) = —= o]
= g hgvi=1glv
el il [0l

“dlgt 10 T2

Cela montre bien que A € Q.
2. 11 suffit d’appliquer la proposition [3.1.1] pour obtenir

/ n-(A) mq(dA) = mq () > cr“x\logr|b><717
Q

pour un certain ¢ > 0.

3. On controle || Y47, |2 grace a I'inégalité de Young :
10l = TP * Tayll2 < [ TPl2]| Loy s < Cma(Q) = Cllnes-
O

Enfin, nous aurons besoin du théoréme suivant, qui découle des résultats de
(32, §3.4] et |18 §4.1]. Malheureusement, la démonstration de ce théoréme est
trop longue pour étre incluse dans ce mémoire ; plusieurs résultats intermédiaires
importants ont permis d’y aboutir, et 'on renvoie a |18, §§ 4.2 et 4.3] pour plus de
détails sur ce sujet.

Théoréme 3.4.4 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L?(Q)). Soit G
un Q-groupe semi-simple simplement connexe, I' un sous-groupe arithmétique, et
Q = G/T. Soit T un Q-tore déployé mazimal de G, A = T°(R) et (a;) un sous-
groupe & un paramétre de A. On suppose que Yt > 0, a; = ¥, avec Y € a tel
que pour toute projection p; : g — g; sur un facteur Q-simple, p;(Y) # 0. Il existe
des constantes £ € N et C, 7 > 0 telles que pour toutes fonctions f1, fo € C*(Q) et
tout t > 0,

’/Qfl(atA)fz(A) ma(dA) —ma(fi)ma(f2)| < Ce™ | X fill2 T fall2,

ot Y désigne Uopérateur différentiel ¥ =1 — .Y, ou (Y;) est une base ortho-
normée de lalgébre de Lie ¥ d’un sous-groupe compact maximal de G(R).

Remarque. L’inégalité démontrée dans [18] est plus générale : pour tout g dans

G(R), [(gf1, f2) — ma(fi)ma(f2)] < Cllgll~" [T f1ll2[| T fol2, et la constante 7 ne
dépend pas de G. Le résultat est méme encore valable sur les adéles.

Nous pouvons enfin conclure la démonstration de la proposition [3.4.1
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Démonstration de la proposition[3./.1 On considére la suite de fonctions définies
par h:i(A) = 1, (a:A). On peut supposer que le Q-groupe semi-simple G est sim-
plement connexe, et que le sous-groupe parabolique P ne contient aucun Q-facteur
de G. Dans ce cas, vu la définition de 1’élément Y, pour toute projection p; : g — g,
sur un facteur simple, p;(Y) # 0, et ’on peut appliquer le théoréme :

N
[ (&) = ma(h)? maaa) - [ B ()1 () ma @) = ma b Y

] 1<t1,t2<N
< 35 ey ol
1<t1,t2<N
< 3 el
1<t1,t2<N

N
< Z mQ(ht).
t=1

Par ailleurs,
ma(hi) = ma(ny,) > cry*[logr| ™~ > ma(Q,)

et donc

> ma(he) > ma(Q,) = +oo.

teN teN
Ainsi, le lemme s’applique a la suite de fonctions (ht), et montre que pour
presque tout A, 'ensemble I(A) = {t € N | hs(A) > 0} est infini. Cela implique
que pour presque tout A € , il existe ¢ arbitrairement grand tel que a;A € €. .
C’est ce qu’on voulait. O

Nous pouvons enfin conclure cette partie avec la fin de la démonstration du
théoréme de Khintchine pour la variété de drapeaux X = P\G.

Démonstration du théoreme [3.2.1], cas divergent. Soit C' > % Quitte a remplacer

o par la fonction ¥ définie par ¥ (u) = max (¢ (u), (logu)~C), on peut supposer que
vt >0, (u) > (logu)~C. (3.9)
“+o0 7% by —1du . s .
En effet, comme fe (logu) 7x (loglogu)’x~'<% < +o0 la premiére partie du
théoréme montre que 'inégalité d(x,v) < H, (v)~Px(log H, (v))~ n’a qu'un nombre
fini de solutions. Par suite, si d(x,v) < H, (v)~P¢(H,(v)) a une infinité de solu-
tions, alors c’est aussi le cas pour l'inégalité d(z,v) < Hy (v) Py (Hy(v)).
Rappelons qu’étant donnée une fonction v : Rt — R* décroissante, nous po-
sons, pour t > 0,

U(u) =u () et r = efﬁ\ll_l(e_t).

La proposition 3:2:4 montre qu’il suffit de montrer pour presque tout x = Ps, dans
X (R), pour t > 0 arbitrairement grand,

Ty (a5 Vi (Z)) < 1.
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Cela découlera de la proposition si nous pouvons montrer que Y, ; mq(Qy,) =
— L _c
+00. Sous I'hypotheése (3.9), ¥(u) > uPx(logu)~¢ donc ¥~1(s) > s Px|logs| Px
puis
—g =1/t -4
re=e XU (eT") >t Px.
D’autre part, comme 1) est décroissante, pour tout u > 1, ¥(u) < u~Px3(1), donc
o
U1(s) < s Px, et

1 1

__L PR SE
> s Pxap(Cps Px)Px.

-

S
L
—~
V2]
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=
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~—
=
bad

Par suite,

er"ﬂog?ﬂb’fl > er" (logt)>x~1

t>1 t>1

= Z eiT;\Il_l(e_t)“X (logt)>x~1

>3 9(Coe™ ) 7 (log ) !

> / $(u) ™ (loglog ),

ol la derniére inégalité découle du changement de variable

t d dt
u = CpePx, Eo2
U By

Ainsi, Y ,~, ma(Qy,) = +00, et le théoréme est démontré. O



Chapitre 4

(Géométrie des espaces de
réseaux

Nous rappelons dans cette partie les résultats principaux de la théorie de la réduc-
tion, due & Borel et Harish-Chandra [9], et exposée trés clairement dans Borel [8].
Cette théorie — que nous avons déja utilisée dans la partie précédente pour évaluer
le volume de certaines parties de €2 — décrit quels paramétres sont nécessaires pour
situer un élément A dans l'espace de réseaux 2 = G/I". Plus tard, nous étudierons
le comportement asymptotique de ces paramétres le long de certaines orbites dia-
gonales dans €2, pour 'appliquer & nos problémes d’approximation diophantienne.

4.1 Théorie de la réduction

Soit G un Q-groupe semi-simple et I' = G(Z) un sous-groupe arithmétique de G.
Nous notons B un Q-sous-groupe parabolique minimal de G, U le radical unipotent
de B, T un Q-tore déployé maximal dans B, M le Q-sous-groupe anisotrope maxi-
mal du centralisateur Z(7T)° de T dans G°, et A = T°(R) la composante connexe
des points réels de T'.

Soit a l'algébre de Lie de A. Le systéme de racines > de G par rapport a
T s’identifie & un systéme de racines dans 'espace dual a*. Fixons un systéme
de racines simples IT = {aq,...,a,} pour un ordre associé & B et notons a~ la
chambre de Weyl opposée dans a, définie par

a ={Yea|Vaecll, oY) <0}.
Plus généralement, pour 7 > 0, on définit un voisinage a7 de a~ par
a; ={Y €a|Vaell, oY) <7},

et

A; =expa; C A

61
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—— (V1

{ag =17}

{foa =71}

FIGURE 4.1 : Dessin de a; pour SLj

Définition 4.1.1 (Ensemble de Siegel). Un ensemble de Siegel S de G sur Q est
un ensemble de la forme
G=KA w,

ou K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et w un voisinage compact
de l'identité dans les points réels de MU. En outre, on supposera toujours que K
contient un ensemble de représentants du groupe de Weyl relatif W = N(A)/A de
G sur Q, ot N(A) est égal au normalisateur de A dans G. Cela est possible d’aprés
Borel et Tits [10, §5].

La théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques |8, Théoréme 15.5]
nous assure qu’il existe un ensemble de Siegel dans G qui est a peu prés un domaine
fondamental pour 'action de I' sur G.

Théoréme 4.1.2 (Domaine fondamental du second type). Il eziste un ensemble
de Siegel & sur Q de G et une partie finie C de G(Q) tels que G = SCT.

Dans la suite, nous fixons une partie finie C de G(Q) et un ensemble de Siegel
6 = K A,w qui satisfont la conclusion du théoréme ci-dessus. Pour g dans G, nous
dirons que ’expression

g=kancy, avecke K, ac A, ncw, ceC,etyel

est une décomposition de Siegel de g. Une telle décomposition n’est pas unique,
mais nous verrons plus tard que certains de ses éléments sont essentiellement in-
dépendants du choix de la décomposition. En général, le théoréme ci-dessous [8|
théoréme 15.4] nous assure qu’il n’existe qu'un nombre fini de décompositions de
Siegel d’un élément g de G.

Théoréme 4.1.3 (Propriété de Siegel). Soit & un ensemble de Siegel dans G.
Pour toute partie finie F C G(Q), l'ensemble I' N (SF)(SF)~! est fini.

4.2 Représentations et ensembles fondamentaux

Ayant fixé un Q-tore déployé maximal T' dans G, nous choisisons une base II =
{a1,...,a,} du systéme de racines 3 associé & T, et notons wu,...,w, les poids
fondamentaux associés. Pour chaque i, on fixe une Q-représentation V; de G engen-
drée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec b; € N*
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minimal, et V;(Z) un réseau rationnel dans V; stable par Paction de I" et contenant
un vecteur de plus haut poids e;. Suivant Borel et Tits |10, §12.13], nous dirons
que les représentations V;, i = 1,...,r, sont les représentations fondamentales de
G. Dans chaque V;, on fixe aussi un réseau rationnel V;(Z) stable par l'action de
I' et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Dans I'espace vectoriel V;, nous
noterons X; = G - e; l'orbite du vecteur de plus haut poids e; sous 'action de G.

Définition 4.2.1 (Covolumes successifs). Pour g dans G, on définit les covolumes
successifs u1(g), ..., pur(g) de gI' par

i(g) = min{lgoll ; v € Vi(2) N X}

Remarque. Les quantités u;(g) ne dépendent en fait que de la projection de g
dans G/T, car I'ensemble V;(Z) N X; est stable par I'action de T. Si § = gI est un
élément de G/I', nous écrirons indifféremment p;(g) ou p;(g) pour ses covolumes
successifs.

Remarque. Le choix d’une autre norme sur V; change p; en une fonction com-
parable, & une constante multiplicative prés. En fait, ¢’est souvent a cette constante
multiplicative prés qu’il faut comprendre p;. Par exemple, comme ’ensemble P\G(Q)/T
est fini, il existe une partie finie C' dans G(Q) telle que pour tout g,

pi(g) < min{||gyce; | ; ce C, v €T}

Les plus hauts poids wy,...,w, des représentations fondamentales s’identifient
naturellement & une base de a*, et il existe donc un unique élément cy(g) € a tel
que

Vi€ [lr], wi(col(g)) = logpi(g).

La théorie de la réduction permet de montrer que I'application ¢y que nous venons
de définir est essentiellement & valeurs dans a~. Ci-dessous, et dans toute la suite,
on munit a d’une structure euclidienne invariante par I’action du groupe de Weyl.

Proposition 4.2.2 (Covolumes successifs et chambre de Weyl). Il existe Cy > 0
tel que pour tout g dans G, d(co(g),a”) < Cp.

Démonstration. Soient & = KA,w et C C G(Q) I'ensemble de Siegel et la partie
finie donnés par le théoréme Pour tout g dans G, il existe une décomposition
de Siegel

g=kancy, avecke K, ncw, ceC, yeleta=e", Y ea, .

Alors, pour chaque i, ;(g) = pi(anc) = pi(an), car ensemble ¢V;(Z) N X; est

commensurable & V;(Z) N X; : si D est un dénominateur commun des coefficients
des éléments de C et de leurs inverses dans la représentation V;,

~ ~ 1 ~
DVi(Z)n Xi C Vi(Z)n X, € HVi(Z) N X..

Ensuite, on remarque que ana™! est un élément borné dans G lorsque a varie dans
A, et n dans w, de sorte que pour tout v € V;(Z) \ {0},

lanv|| < |lav]|| > e?i(Y)
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car ei(Y) est essentiellement la plus petite valeur propre de a dans V;. Cela montre
que pi(g) > e ) e log ui(g) > wi(Y) — O(1). Comme [|gy~'c tey]| =< ewi(Y),
on a en fait u;(g) < e“*¥) et donc log p1;(g) = w;(Y) + O(1). En d’autres termes,

d(co(9),Y) = O(1),

et cela montre ce qu’on veut, car par définition de A, = expa;, I’élément Y est &
distance bornée de a~. O

Exercice 2. Vérifier que pour G = GLg4, la proposition ci-dessus est exactement
équivalente au second théoréme de Minkowski, sans I’optimalité des constantes.

Comme il est plus commode de travailler avec des éléments qui sont vraiment
dans a~, plutdt que dans un petit voisinage, nous remplagons la fonction ¢y sur G
par une fonction ¢, qui lui est proche, mais & valeurs dans a~. On munit a d’'un
produit scalaire invariant par 'action du groupe de Weyl. Comme a~ est une partie
convexe de a on dispose d’'une projection p,- : @ — a~, qui & Yy associe 'unique
élément Y tel que d(Yp,Y) = d(Yp,a7).

Définition 4.2.3. On définit la fonction ¢ : G — a~ par la formule

c(g) = pa-(co(9))-

Remarque. D’aprés la proposition on a c(g) = ¢co(g) + O(1). En effet, c¢(g)
est le point de a~ le plus proche de ¢y(g).

La fonction ¢(g) sur G/T" s’interpréte naturellement & partir de la théorie de la
réduction, c’est le contenu de la proposition suivante, qui apparait implicitement
dans la démonstration de la proposition

Proposition 4.2.4 (Composante diagonale d’une décomposition de Siegel). Si
g = kancy est une décomposition de Siegel de g, alors la composante a est bien
déterminée a une constante multiplicative prés. En fait,

4 = ec@+0).

Démonstration. Dans la représentation fondamentale V;, les réseaux Vi(Z) et ) . cVi(Z)
sont commensurables, donc leurs minima successifs sont comparables. L’écriture
g = kancy montre donc que le premier minimum A;(gV;(Z)) est comparable a
i) ona =e¥,Y € a, , et ce premier minimum est atteint sur un point
de V;(Z) N X;. Par conséquent, pour chaque i, w;(Y) = log Ay (gVi(Z)) + O(1) =
log pi(g) + O(1) = w;(c(g)) + O(1), ce qu’il fallait démontrer. O

4.3 Drapeau partiel associé & un réseau

Nous avons vu que dans une décomposition de Siegel g = kancy, I’élément a ne
dépend pas du choix de la décomposition, & constante multiplicative prés. Selon
la position de a dans A, la classe de ’élément ¢y modulo un certain sous-groupe
parabolique P, dépendant de g est aussi indépendante de la décomposition. Nous
détaillons maintenant cette construction, dont les idées nous seront utiles plus tard.

Rappelons que I = {aj, ..., a,} est une base du systéme de racines de G pour
T, pour un ordre associé au parabolique minimal B. A chaque partie § C II on
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associe un sous-groupe parabolique de la fagon suivante : on définit un sous-tore
de T par

Sp = (ﬂ ker a)°

ach
puis
Py = Z(SG)Ua
ou Z(Sy) désigne le centralisateur de Sy dans G, et U le radical unipotent de B. Les
poids de T" dans la représentation adjointe sur ’algébre de Lie py correspondent aux

racines positives et aux racines négatives dont la décomposition en racines simples
est faite d’éléments de 6.

Proposition 4.3.1 (Drapeau partiel associé a gI'). Soit & un ensemble de Siegel
pour G et C une partie finie de G(Q) telle que G = SCT. Il existe une constante
Co > 0 telle que l’énoncé suivant soit vérifié. Pour g € G, soit

0y ={i € [1,7] | ai(c(g)) > —Co}

et Qg = Py, le sous-groupe parabolique associé. Si Q est un sous-groupe parabolique
contenant Q4, alors dans une décomposition de Siegel

g =kancy, aveckan€ &S, ce C, ety€eT,

la classe Dy = Qcy € Q\G est indépendante du choiz de la décomposition de Siegel.
De plus, Uapplication h — Dy, est localement constante.

Remarque. Si ¢(g) = 0, on a nécessairement Q = G, et la proposition ne donne
aucune information supplémentaire sur gI'.

Exemple. Dans le cas ou G = SLg, 'espace ) s’identifie & 'espace des réseaux
unimodulaires de R%. Notons

A1(g) < -+ < Aalg)

les minima successifs de gZ¢, et choisissons une famille linéairement indépendante
v1,...,vq dans Z% telle que

Vi e [l,d], [lgvill = Ai(g).

La condition «;(c(g)) > —Cjy se traduit en termes des minima successifs par U'in-
égalité
Aiv1(g) < e Nig).

Sii ¢ 604, on a donc X\i11(g) > Ai(g), et le sous-réseau A; = Zvy @ --- & Zv; est
uniquement défini. Le drapeau D, s’identifie au drapeau partiel

{0}<Ai1<"'<Aik<Zd, {il,...,ik}:[l,r]\ﬂg.

A cause du cas particulier donné en exemple ci-dessus, nous dirons que Dy estle
drapeau partiel associé a I’élément g € ). La démonstration de la proposition
repose sur ’observation importante suivante.
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Proposition 4.3.2 (Racine et covolume). Soit G un Q-groupe semi-simple et Vj,
la représentation fondamentale de G associée au poids wy. Soit g dans G et vg
dans Vi,(Z) N Xy, tel que pr(g) = |lgvol|. Pour tout vecteur v € Vi(Z) linéairement
indépendant de vg.

lgu]| > e+ g (g).

La constante implicite dans la notation de Vinogradov ne dépend pas de g € G. En
outre, il existe une constante Coy > 0 telle que si ai(c(g)) < —Co, et g = kancy est
une décomposition de Siegel de g, alors vy est colinéaire & v e ley.

Démonstration. Dans cette démonstration, on munit I'espace des racines d’un pro-
duit scalaire invariant par 'action du groupe de Weyl. Quitte & changer le réseau
rationnel Vi (Z), on peut supposer qu’on dispose d’une base (u;) de Vi(Z) consti-
tuée de vecteurs de poids. Le plus haut poids wy est associé au vecteur e = uq, et
tout autre poids de la représentation peut s’écrire

W= wr — E [z
%

ot les n; sont des entiers naturels. De plus, comme wy, est le plus haut poids de la
représentation et (wg, ;) =0 si i # k,

el > llwll* = lwrll® + 1D nicill* = 2ngwr, o),

3

et donc nyi > 1 si w # wg.
Par abus de notation, on note encore wy, le caractére de B associé au poids wy.
Posons @ : g — ||gex||. Bien sir,

vbec B, ®(gb) = |wi(b)] - B(9);
i.e. ® est une fonction de type (B, wy), au sens de Borel |8, §14.1]. En outre,
Vyel'nB, |we(y)]=1,

et donc ® est invariante & droite par I' N B. Soit enfin

0=1{i| (aiwe) >0} ={k} et & =I[11]\{k}

Alors, Py = StabRey, donc, si Ly, désigne un sous-groupe semi-simple (donc sans
caractére) de Py, on doit avoir

Vle Ly, ®(gl) = [lgler|l = lwr(O)] - lgex] = llgexll = (g),

ce qui montre que P est invariante a droite par Lgy.. D’aprés Borel |8, théoréme 16.9],
il existe une partie finie C’ C G(Q) et un ensemble de Siegel & = KA, w tels que
pour tout g € G, la fonction

o,: TC' — Rt
U —  P(gu),

atteigne son minimum en un point de ’'C'Ng~'&. Remarquons qu’a une constante
multiplicative prés,
pi(g) =< min{®4(u) ; uw e T'C'}.
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Soit donc u = +'¢’ € T'C”’ tel que
g7/ exll = By(+') = min{llgy'cesl] s ¢ € C', 4 €T},
et, suivant I’ensemble de Siegel choisi ci-dessus,
gvy'd = kan.

Comme les réseaux gVj(Z) et gv'c'Vi(Z) sont commensurables, leurs minima suc-
cessifs sont comparables. Dans la base de Vi(Z) constituée de vecteurs de poids,
Iélément a = €9 +OM) agit suivant la matrice diag(ew(c(g))), oll w décrit les poids
de la représentation Vi ; a une constante multiplicative prés, cela donne tous les
minima successifs de gV (Z). La plus petite valeur propre de a est juy,(g) < e<r(¢(9)),
Siw = w — Y, i est un poids différent de wy, alors d’apreés le calcul ci-dessus,
ng > 1, et donc
e (€9)) > gwrle(@))=ar(e(9) = g=arlel)) y, (g).

Soit maintenant v € Vi(Z). Si (e, ). désigne une base de Vi (Z) constituée de
vecteurs de poids, le réseau engendré par les vecteurs 7'c’e,, est commensurable &
Vi(Z) a un facteur borné prés. Pour un certain entier D indépendant de v, on peut
donc écrire

Dgv = angfy/c'ew = ank‘anew,
w w

avec ny, € N, et les termes de cette somme sont essentiellement orthogonaux. Si v
n’est pas colinéaire a vy, il existe w # wy tel que |n,| > 1, et cela implique

1
lgvll > 5 llkanew[| > 9 > emenlel)) ().,

La derniére assertion découle de cette inégalité et de ce que si g = kancy est une
décomposition de Siegel de g, alors

1

lgy e enll < llaex|| = e (190 < iy, (g).

O

Démonstration de la proposition[{.3.1. Pour k € [1,r], soit Pr = Py \(x} le k-
iéme sous-groupe parabolique maximal. Comme

Qg:Peg: ﬂ Py,

kg0,

il suffit de montrer que pour chaque k ¢ 6, I’élément P,cy ne dépend pas du choix
de la décomposition de Siegel.

Soit donc k ¢ 0, fixé, et V}, la représentation fondamentale associée. Si Cj est
choisi assez grand, I'inégalité ay(c(g)) < —Co, avec la proposition montre
que si g = kancy est une décomposition de Siegel et u € Vi (Z), égalité

llgull = pr(9),

ne peut étre atteinte que si u est colinéaire & v~ 1c~leg. Identifiant P, \G & l'or-
bite de la droite [eg] de plus haut poids dans la représentation fondamentale Vj,
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grace a Papplication g — [g~ex], cela montre que Pjcy ne dépend pas du choix
de la représentation de Siegel : c’est la direction qui réalise le premier minimum
A (gVi(Z)) du réseau gVi(Z).

Pour chaque k ¢ 6, la proposition montre que A1 (gVi(Z)) < A2(9Vi(Z)),
donc le vecteur de V4 (Z) qui réalise le premier minimum est localement constant
au voisinage de g. Cela montre la derniére assertion de la proposition. O

4.4 Une relation d’ordre sur a

Nous utiliserons la relation d’ordre partiel sur a donnée par
Yi <Y, — Vi, wi(Yl) < wl(}/g)

En particulier, nous nous intéresserons a I’ensemble des minorants de ¢o(g) dans
a~. C’est un ensemble convexe, et la proposition suivante montre qu’il est stable
par une opération de maximum.

Proposition 4.4.1. Si (Y;)scs est une famille d’éléments de a~ alors I’élément
Y € a défini par

Vi, w;i(Y) = supw;(Ys)
seS

est dans a~. En particulier, pour tout Yy € a l’ensemble
my, ={Y €a” | Y <Y}

admet un unique plus grand élément.

\YO
Yo {wa(¥V) = wa (Yo)}

{w2(Y) = wa(Yp)}

My, My,

{w1 (V) = w1 (Yp)}
{w1(Y) = w1 (Yp)}

FIGURE 4.2 : L’ensemble my, pour SL3

Démonstration. Dans cette démonstration on identifie a & a* grace au produit
scalaire usuel. La famille des poids fondamentaux (w;) s’identifie alors & la base
duale de la base (a;) des racines simples :

vi7j7 <ai7wj> :6”

Rappelons que le plus haut poids w; est relié a w; par w; = b;w;, pour un certain
b; € N*. Si I'on décompose

Yo=Y ta;, avee £ € R,
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alors Y =), (sup, tgs))ozi et

(e, Y) = (o, o (sup i )as) = 3 (sup i) (e, ).

% %

1l s’agit de voir que cette quantité est négative. Cela découle de ce que pour i # k,
(o, ;) <0, tandis que {ag, ax) > 0. En effet, pour chaque s, I'inégalité (o, Ys) <
0 donne

- Zt?’ (s ) > (e, )t

itk
et comme pour tout i # k, {ag, ;) < 0, cela implique
= > (sup i) (ks i) = e, )ty
itk

Comme ceci vaut pour tout s, on trouve bien

—Z(sup tgu))<ak,ozi> > (ag, o) supt,(:),
itk " s

c’est-a-dire a(Y) < 0. Soit maintenant Yy € a un élément quelconque. Comme
my, est non vide, la propriété de stabilité que nous venons de démontrer permet
de définir son plus grand élément Y par

Vi, w;(Y)= sup w;(Y").

Y’ Emyo
O

Exercice 3. Soit G = SL4. On identifie a aux fonctions sur {0,...,d} qui s’an-
nulent en 0 et d par application Yy — (w;(Y0))1<i<d—1-

1. Montrer que a~ s’identifie & ’ensemble des fonctions convexes négatives.

2. Vérifier que la proposition ci-dessus traduit simplement le fait que la borne
supérieure d’une famille de fonctions convexes négatives est encore une fonc-
tion convexe négative.

Le dessin ci-dessous donne un exemple pour SL4. On identifie a aux fonctions sur
{0,...,4} qui s’annulent en 0 et 4, et a~ au sous-ensemble des fonctions convexes.

FIGURE 4.3 : Y est le plus grand minorant de Y, dans a™.
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En fait, le plus grand élément de my, s’interpréte géométriquement comme
une projection de Yy sur a”. On munit a du produit scalaire usuel, invariant par
I’action du groupe de Weyl. Comme a~ est une partie convexe de a on dispose d’une
projection p,- : a — a—, qui a Yy associe 'unique élément Y tel que d(Yp,Y) =
d(Yo, Cli).

Proposition 4.4.2 (Plus grand minorant et projection orthogonale). Pour tout
Yy dans a, le point p,- (Yp) est le plus grand élément de my, .

Démonstration. Ici encore, on identifie a & a* & I'aide du produit scalaire usuel.
Soit Yy € a, et
Io = {’L | <Oéi,}/0> 2 0}

Soit Y7 la projection orthogonale de Yj sur la face (,c Io ai-, donnée par

Y1 = YO — Z tgo)ai,
i€l

ol les tEO) sont choisis de sorte que pour tout j € Io, (aj, Yo) = > i tl(.o)

Si A= (<ai’%>)ielo’
G = ({(aj, )i jer,- Comme G est une matrice de Gram telle que (a;, ;) < 0 si
i # j, c’est une matrice inversible, et G~! est a coefficients positifs, d’aprés |11}
Chapitre V, §3, n°6, Lemme 6, page 79]. Or A est a coefficients positifs aussi, et
donc le vecteur T(®) = G~1 A est a coefficients positifs. Cela revient a dire que pour
tout ¢, wi(Yl) < wi(Yo), ie. Y1 < Y.

De méme, a partir de Y7, on définit I; = {i | («;, Y1) > 0}, et Y5 la projection
orthogonale de Y; sur ﬂieh ait, ...etc. On obtient ainsi une suite de points

<O‘j’ ai> :
ces équations s’écrivent matriciellement A = G - T, on

Yor-Yi =Y > ...
Notons que pour tout n, I,, C I,y1. En effet, si («;,Y,) > 0, alors par définition,
(aj, Ynt1) = 0. En particulier, la suite (I,) est stationnaire, donc la suite (Y;,)

aussi. Soit Y sa limite et I = {i | (a;,Y") = 0}.

Yo

FIGURE 4.4 : Une suite Yy > Y7 > Y5 pour G = SL4

Naturellement Y € a™, et par construction,

Y:Y()—Ztiozi, Vi, tiZO.
iel
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Donc Y est la projection orthogonale de Yy sur (¢, ozil.

Pour voir que Y est bien égal a la projection de Yy sur a™, on vérifie que pour
tout Y’ dans a=, (Y —Y,Yy —Y) < 0. Ecrivons Y/ — Y =}, s;w;. Pour i € I,
(a;, Y)=0et (a;, Y') <0, donc s; < 0. Par conséquent,

<Y/ — Y, YO — Y> = Z sitj<aj, wl> = Z sitjéij = Z S;it; < 0.

i€[l,r],j€I i€[l,r],j€l iel

Donc Y est la projection de Y, sur a~. Reste a voir que c’est bien le plus grand
minorant de Yy dans a™.

Tout d’abord, par construction, Y est bien un minorant de Yy. Soit maintenant
Y’ € a~ un autre minorant de Y. Pour tout ¢ € I, w;(Y) = w;(Yy) > wi(Y'), et le
lemme ci-dessous permet d’en conclure I'inégalité souhaitée : Y/ < Y. O

Nous concluons cette partie par le lemme technique utilisé dans la démonstra-
tion ci-dessus, et dont nous ferons encore usage au chapitre suivant.

Lemme 4.4.3. Soit Y € a ", et I = {i | ay(Y) = 0}. Si Y’ € a~ wvérifie pour
chaque i € I, w;(Y") <wi(Y), alors Y <Y.

Démonstration. Ecrivons

Y -Y' = Zsiai7 avec s; € R.

Par hypothése w;(Y) > w;(Y’) si j € I, et donc

D’autre part, pour i € I, a;(Y = Y') = —;(Y’) > 0, et donc

V’ie[, ZSj<Oéi,Oéj> > 0.
J

Par conséquent,

Viel, Y silai,ap) > =Y sila,a;) > 0.

jeI J¢1

Cette inégalité peut encore s’écrire G-S > 0, ot G = ({a;, ;)i jer €t S = (85)jer-
Comme G~! est a coefficients positifs, cela implique S > 0. Ainsi, pour tout 1,
5i>0,ie Y <Y. O

Remarque. Dans le cas G = SLg, le contenu de ce dernier lemme est assez clair. Si
Y est une fonction convexe sur [0,d] (segment d’entiers) avec Y (0) = Y (d) =0, et
si Y’ est une autre fonction convexe sur [0, d], inférieure & Y en tout point angulaire
(i.e. extrémal du graphe), alors la fonction Y’ est toujours inférieure a la fonction
Y.
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Chapitre 5

Approximation des points
algébriques

Dans tout ce mémoire, contrairement a l'usage le plus répandu, on note Q le sous-
corps de R constitué des nombres algébriques sur Q.

Comme précédemment, X = P\G est une variété de drapeaux, munie de sa
distance de Carnot-Carathéodory, et d’une hauteur H, induite par une représen-
tation linéaire irréductible de G de plus haut poids x. Rappelons que nous avons
défini Pexposant diophantien d’un point z dans X (R) par

By(z) =inf{f €R | Ie>0: Vo € X(Q), d(z,v) > cH,(v)"},

et qu'il existe une constante [, (X) telle que pour presque tout = dans X (R),

Bx (@) = By (X).

Dans ce chapitre, nous étudions 'exposant diophantien 8, (z) d'un point z €
X(Q), ou Q désigne le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q.
A T’aide des outils de la théorie de la réduction rappelés a la partie précédente, le
théoréme du sous-espace de Schmidt nous permettra de décrire le comportement
asymptotique des orbites diagonales dans l'espace de réseaux ) = G/T'. Ensuite,
grace a la correspondance développée au chapitre [2| nous pourrons traduire ces
résultats en termes d’approximation diophantienne des points de X.

5.1 Orbites diagonales algébriques dans G/’

Dans ce paragraphe, G est un Q-groupe semi-simple, 7" C G un tore Q-déployé
maximal, A = T°(R) la composante neutre des points réels de T, et a son algébre
de Lie. Soit (a;);>0 un sous-groupe & un paramétre de A. Ecrivant a; = e*¥ pour
un certain Y € a, on peut choisir un ordre sur a de sorte que Y appartienne & la
chambre de Weyl négative a~ dans a :

Vvt eR, ap = €'Y, Yea.

Remarque. Dans ce paragraphe, ’élément Y est quelconque dans a, et nous n’étu-
dions que l'espace de réseaux 2 = G/I'. Plus tard, nous choisirons I’élément Y

73
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comme en ([2.1), et la correspondance établie au chapitre [2| nous permettra d’obte-
nir les résultats ’approximation diophantienne que nous avons en vue.

Soit alors B le Q-sous-groupe parabolique minimal correspondant & I’ensemble
des racines positives pour 'ordre choisi sur a, et

P={geG| tlgglo atga_, existe}

le sous-groupe parabolique associé a (a;). Soit W le groupe de Weyl associé a G et
T, quotient du normalisateur de T par son centralisateur, et

Wp = (W N P)\W.
La décomposition de Bruhat [10, Théoréme 5.15] de G permet d’écrire

G = |_| PuwB.

weWp

On fixe aussi un sous-groupe compact maximal K dans G(R). Enfin, étant donné
un sous-groupe arithmétique I' dans G, on fixe une partie finie C C G(Q) et un
ensemble de Siegel & = K A,w par rapport & K, B et T tel que

G = G6CT.

Rappelons qu’une décomposition de Siegel d’un élément g € G est une écriture de
g sous la forme g = kanvy, avec k € K, a € A, = expa,,n € wety e CI. Ce
paragraphe a pour but le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1 (Orbites diagonales des points algébriques dans €2). Soit Y € a~,
et (a;) = (e )0 le sous-groupe a un parameétre associé. Soit s € G(Q). Pour tout
t >0, soit

as = kibgngyy,
une décomposition de Siegel de a;s.
1. 1l existe un élément coo € a~ tel que lim;_, % log by = Coo-

2. Sif0 ={a €l | alce) =0} et Qoo = Py, est le sous-groupe parabolique
ass0Ci€ G 0o, alors Qoo = QooVoo €St indépendant de t au voisinage de
Uinfini.

3. Soitw € Wp tel que sy € PwB. Alors coo = pa- (YY), 0 Y = (Adw) 1Y,
et pa- : a — a~ désigne la projection sur le conveze a~ .

Remarque. Soit ¢ : G — a~ la fonction définie au chapitre telle que si g = kany
est une décomposition de Siegel, alors a = e“(9) T Le premier point du théoréme
se réécrit lim;_, oo %c(ats) = Coo. Avec les notations de la proposition cela
implique en particulier que pour tout ¢ > 0 assez grand, Q,,s C Qwo- Le second
point énonce alors que le drapeau partiel Dy, s € Qoo \G associé a a;s est constant
au voisinage de l'infini.

Remarque. Vu l'énoncé du théoréme, la formule pour ¢y, ne doit pas dépendre
du choix de 7,,. En d’autres termes c,, est déterminé par la variété PwQ.oVso
contenant s. C’est d’ailleurs ce que donne la démonstration du théoréme.
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La démonstration du théoréme [5.1.1] repose sur le théoréme suivant, da a
Schmidt [53, Theorem 3A].

Théoréme 5.1.2 (Théoréme du sous-espace fort). Soit (ay) un sous-groupe dia-

gonal & un parametre dans GLg(R) et L € GL4(Q). Notons A1(t) < -+ < Ag(¢)
les minima successifs du réseau a;LZ%, pour t > 0, et supposons qu’il existe § > 0,
i € [1,d], et un ensemble non borné M tels que,

VEeM,  N(t) < e Ot (t).

Alors, il existe un sous-espace rationnel T < Q% de dimension i et un sous-ensemble
non borné N C M tels que pour tout t € N, les i premiers minima successifs de
a; LZ* sont réalisés en des vecteurs vy, . ..,v; de a LT .

Ce théoréme implique d’ailleurs la proposition suivante, qui décrit de fagon plus
précise le comportement de I'orbite dans I’espace des réseaux.

Proposition 5.1.3. Soit (a;) un sous-groupe diagonal ¢ un paramétre dans GL4(R)

et L € GL4(Q). Pour t > 0, notons A1(t) < -+ < Ag(t) les minima successifs du
réseau a;LZ%. Alors, pour chaque i € [1,d] la limite

— 00

1
A; = tlim 7 log A\;(t)

existe. De plus, si A; < AN;11, alors il existe un unique sous-espace rationnel S;
de dimension i tel que pour tout t > 0 suffisamment grand, les i premiers minima
successifs de a;LZ® sont atteints dans S;.

Remarque. Les sous-espaces S; forment un drapeau partiel dans Q<.

Démonstration. Pour ¢ = 1,...,d, posons
o1
A = hggl;}lf n log A;(t).
On définit les indices g, 1, ..., s, %541 par ig =0, is41 = d, et
A ::AI1 <Ai1+1 :"':Ai2 < "'<Ais+1 =...=Aq4.

Nous allons montrer par récurrence sur k € [0, s] la propriété suivante : Il existe
un drapeau partiel 0 = Sy < S§7 < --- < S de sous-espaces rationnels tel que pour
chaque ¢ € [1, k],

e dim Sy = iy;
e Vt > 0 assez grand, a;LS, contient les i, premiers minima de a;LZ?;

e siip_1 <1i<iy, alors lim;_, % log A\i(t) = Ay, = %

Dans la formule ci-dessus, 7(W) désigne le taux de dilatation du sous-espace W
par le flot (a;L). Si w représente W dans une puissance extérieure de RY, dans
la décomposition de Lw suivant les espaces propres de a;, la plus grande valeur
propre apparaissant est égale a ¢! ("W). De maniére équivalente,

o1
T(W) = tliglo n log|la:Lw||.
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Pour k£ = 0, la propriété est triviale. Supposons donc la propriété vraie pour k —
1, avec k € [1,s + 1]. Soit (t,) une suite qui tend vers l'infini telle que A;, =
lim i log A, (tn). Posant § = %(Aik_l,_l —A;,), on a, pour n suffisamment grand,

N, (ag, A) < etnPint9) < etn(Riyr1720) < o=tnd ), ) (q, A).

D’aprés le théoréme ci-dessus, il existe un sous-espace rationnel Sy de dimen-
sion i}, tel que le long d’une sous-suite de (,), les i premiers minima de a;, LZ¢
sont toujours atteints dans a;, LSk.

Par hypotheése de récurrence, pour £ < k, si ip—1 < i < iy,

1
lim — log A (t,) = A4,
tn
et par définition de (t,) et des indices ix_1 et iy,

1 1
lim ? IOg )\Zk (tn) = Azk == Aik71+1 = lim ? log )\ik71+1 (tn>

n n
Comme a;, LS}, contient les i, premiers minima, cela implique
k . .
COVOle LSk (atnL(Sk N Zd)) < etn 2111(12—12—1)/\1'2 +oltn)
d’ou 'on tire

k
T(Sk) < g (te —tp—1)
=

Mais d’aprés ’hypothése de récurrence, 7(Sk_1) = ?:_11 (ig —ie—1)A4,, et donc
M <Ay = =Ny 1. (5.1)
U — Tk—1

Comme ’hypothése de récurrence implique Sip_1 < Sk, le second théoréme de
Minkowski appliqué dans a; LSy, donne, pour tout ¢t > 0 assez grand,

covol(ay d
N0 ) < (e T )

< exp [t(1(Sk) — 7(Sk-1)) +o(t)]-
Avec (5.1)), cela montre qu’on doit avoir, pour chaque i € [ig_1 + 1,4x],

A; —hm log)\ (t) = M

U = k-1
Pour ¢ = %(Aikﬂ — A;,), pour t > 0 assez grand, le sous-réseau a;L(Sy N Z%)
contient ij vecteurs linéairement indépendants de norme inférieure a et ) et
comme A;, 41 > A;, + 2¢, tout vecteur de a;LZ? hors de a;LS}, est de norme
supérieure a e 12) Cela montre que pour t > 0 assez grand, les i, premiers
minima de a;LZ% sont atteints dans a;LSy. O]

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme [5.1.1
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Démonstration du théorémel[5.11l Soit p : G — SL4 une représentation rationnelle
fidéle de G. Pour t > 0, et i € [1,d], notons \;(t) = \;(p(ass)Z?). D’aprés le
corollaire les limites
o1
Ai = Jim < log Ai(1)
sont bien définies. Si a;s = kibinyy: est une décomposition de Siegel de a;s, alors,
4 une constante multiplicative prés, les minima successifs de p(a;s)Z< s’obtiennent
en ordonnant les valeurs propres de la matrice diagonale p(b;). Cela montre que

la limite lim;_, ;o 7 log p(b;) est bien définie, et comme p : A — (R%)? est un
morphisme de groupes injectif, il en découle que la limite

1
Coo = lim —log by
t—oo t

existe. Comme d(logb;,a) = O(1), on a bien stir ¢o, € a~. Cela montre le premier
point du théoréme. Ensuite, la proposition [£.3.1] montre que pour tout ¢ > 0 suffi-
samment grand, I'application ¢ — @Q.7; est localement constante. Par connexité,
elle est donc constante au voisinage de l'infini.

Fixons maintenant 7., € G(Q) tel que pour tout ¢ suffisamment grand, Qo7y: =
QooYoo- D’aprés la proposition [£:3:2] pour chaque k & 6, le plus petit vecteur de
a;sVi(Z) est atteint dans la direction a;sylex, et

pr(ars) = min{|lgv]| ; v € Vi(Z) N Xy} < [larsyz exll-
Ecrivons svt = pwb, avec p € P, w € Wp et b € B. Alors, pour ¢t > 0 grand,
lassyterll < ||laswber|| < |lazwey|| =< et (V™)
Cela montre déja que pour k & 0,

Wi (Coo) = wp(Y™).

Le méme calcul pour k € 0, montre au moins que wi(cx) < wi(Y™), et donc
Coo = Y™ puis

Coo = Pa- (Yw)
Réciproquement, notons que pour k & O, wi(Cxo) = wi(Y™) > wi(pe- (Y™)), car
Pa-(Y") minore Y. Donc le lemme appliqué &Y = ¢ et Y/ = p— (Y")
implique que coo > pa- (Y*?). Cela montre bien 1’égalité souhaitée :

Coo = Pa- (Yw)

5.2 Flots semi-stables et extrémalité

Nous nous intéressons ici a un cas particulier du théoréme [5.1.1] pour lequel on
a toujours ¢, = 0. Commengons par rappeler une terminologie introduite par
Pengyu Yang.
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Définition 5.2.1 (Variété de Bruhat instable). La variété de Bruhat standard X,
est définie comme 'adhérence de Zariski d’une cellule de Bruhat :

Xw:PWB, w e Wp.

Une variété de Bruhat est une variété de la forme X,,g, pour g € G et w € Wp.
Une variété de Bruhat est dite rationnelle si elle peut s’écrire X7, avec v € G(Q).
La variété X,,g est instable pour le flot a;, = ¥ il existe un poids dominant w
tel que w(Y™) < 0.

Rappelons que 'on note en exposant ’action adjointe & droite de W sur a :
Y% = (Adw)~'Y. La notion d’instabilité ne dépend pas du choix du représentant
deweWp=(WnNP)\W,carsipe WNP, alors YP =Y.

Remarque. Si PwB est instable, alors il existe un poids fondamental w;, i € [1,7]
tel que w;(Y") < 0. En effet, tout poids dominant est combinaison linéaire a
coefficients entiers positifs de poids fondamentaux.

Le théoréme [5.1.1] admet le corollaire important suivant.

Corollaire 5.2.2 (Points semi-stables dans G/I'). Avec les notations du théo-
reme si s € G(Q) nlest inclus dans aucune variété de Bruhat rationnelle

instable, alors coo = 0. Par conséquent, dans toute représentation rationnelle V' de
G,

Tim % log At (arsV (Z)) = 0.
Démonstration. D’aprés le troisiéme point du théoreme [5.1.1] on peut écrire co =
Pa— (YY), ot w est tel que s € PwB~. On raisonne alors par contraposée. Si ¢, # 0,
il existe donc un poids fondamental w; tel que w;(Y™) < 0, et la cellule de Bruhat
X7y est instable. La seconde assertion du corollaire découle de la premiére, car dans
la représentation irréductible rationnelle V' de G proximale de plus haut poids Y,

A1 (asV(Z)) < x(by).
O

Remarque. En fait, coo = 0 si et seulement si s n’est inclus dans aucune variété de
Schubert rationnelle instable. Dans ce cas, le second point du théoréme est trivial,
car Qo = G.

Le corollaire ci-dessus permet déja de démontrer un analogue du célébre théo-
réme de Roth [48] pour une variété de drapeaux générale. Soit X = P\G une
variété de drapeaux, obtenue comme quotient d’un Q-groupe semi-simple G par un
sous-groupe parabolique P. On munit X de la distance de Carnot-Carathéodory
usuelle, et d’'une hauteur H, induite par une représentation irréductible de G de
poids dominant Y, et on considére I’exposant diophantien 3, sur X, défini au cha-

pitre 2]
Définition 5.2.3. Un point & dans X (R) est dit extrémal si By (z) = B, (X).

Le théoréme|2.4.5|nous assure que, pour la mesure de Lebsegue, presque tous les
points de X (R) sont extrémaux. Nous donnons maintenant un critére suffisant pour
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qu’un point & € X(Q) soit extrémal. Dorénavant, le sous-groupe & un paramétre
(at) est celui construit au chapitre [2| donné par la formule

0 siaef

-1 siadgd. (5-2)

a; =€ ou Y € aest défini par a(Y) = {

Vues comme des parties de la variété de drapeaux X, les variétés de Bruhat seront
plutét appelées variétés de Schubert. Une variété de Schubert sera dite instable si
la variété de Bruhat correspondante l’est pour le sous-groupe (a;) ci-dessus.

Théoréme 5.2.4 (Critére d’extrémalité pour les points algébriques). Soit X une
variété de drapeaus rationnelle, munie de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle,
et d’une hauteur H, induite par une représentation irréductible de G. Si x € X(Q)
n’est inclus dans aucune variété de Schubert rationnelle instable, alors x est extré-

mal.

Démonstration. Soit s, € G tel que x = Ps,. Comme z n’appartient a aucune
variété de Schubert instable, s, n’appartient a aucune variété de Bruhat stable.
Le corollaire ci-dessus montre donc que dans la représentation V, de poids
dominant Y,

1
tlig)lo n log /\l(atswvx(Z)) =0.

D’aprés le lemme cela implique que By (z) = B, (X). O

5.3 L’exposant diophantien d’un point algébrique

Comme ci-dessus, X = P\G est une variété de drapeaux, obtenue comme quotient
d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P. On munit X de
la distance de Carnot-Carathéodory usuelle, et d’une hauteur H, induite par une
représentation irréductible de G de poids dominant x, et on considére [’exposant
diophantien B, sur X, défini au chapitre @ Ayant fizé dans V,, un réseau rationnel
Vi (Z), nous noterons I' = Stabg Vi (Z) le sous-groupe arithmétique de G associé.
Le sous-groupe & un paramétre (a;) est celui défini par la formule (5.2)).

En regle générale, pour un point z € X(Q) non nécessairement extrémal, le
théoréme donne une méthode pour le calcul de 'exposant diophantien 5, (x).
C’est le contenu du théoréme ci-dessous. Rappelons que 'action adjointe a droite
du groupe de Weyl est notée en exposant : Y¥ = (Adw)~'Y. Et de méme pour
I’action co-adjointe : x* = x o Ad w.

Théoréme 5.3.1 (Exposant d’un point algébrique). Soit x € X, soit s, € G tel
que x = Ps,, et soit (a;) le sous-groupe diagonal défini en (5.2). Soit oo, Qoos Yoo
les éléments donnés par le théoréme pour décrire lorbite (arszI") dans G/T,
et

575 =pwb, peP, weWp, be B,

une décomposition de Bruhat de s,y

Alors
’YX (37) = _<Xw7 DPa- (Yw)>7
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et par conséquent,
1

Bx(x) = :
* —(X,Y) + (X, pa- (YV))
En particulier, Uexposant By (x) est entierement déterminé par la variété de Schu-
bert PwBryso 2 .

Remarque. Sila variété de Bruhat rationnelle Pw B, est semi-stable, alors pour
tout ¢ € [1,7], w;(Y™) > 0, et donc py- (Y*) = 0. On retrouve bien v, (xz) = 0 et
By () = B (X).

Remarque. Si w = I, alors Y =Y € a~. Dans ce cas, 7, (z) = —(x,Y) est

maximal, et Pexposant diophantien S, (x) vaut +o0o. Cela n’est pas surprenant, car
alors © = Py est un point de X (Q).

Démonstration. Ecrivons s,v7! = pwb. Pour tout p € P, le comportement asymp-
totique de s,I" est équivalent & celui de p~'s,T", et nous pouvons donc supposer
sans perte de généralité que ’élément s, est de la forme

Sz = WhYoo-

D’aprés le théoréeme pour t suffisamment grand, dans la décomposition de
Siegel
a5,y = kany,

I’élément v appartient & (). Par conséquent, dans la décomposition de Siegel
a’b = (w'k)any,
onaye€ Qu, an € B C Qu, et donc w 'k € KN Qu.

Soit
Qoo = LooRocn

la décomposition de Levi standard de @, ot Ry, désigne le radical unipotent de
Qoo et Lo le Q-sous-groupe réductif engendré par ’ensemble de racines 6, associé
4 Q- Suivant cette décomposition, écrivons

b=40u, n=ngny et v=v.vw-
Comme fyZan*yL'yU € Ry et
ai’tu = w kan vy 'nuyy,

on doit avoir
all = (wilk)aanyL,

ce qui donne une décomposition de Siegel de a;’¢. Cela montre que les minima
successifs de a;s,V, (Z) sont essentiellement égaux a ceux de ay’fV, (Z). De plus,
les drapeaux partiels de V) (Z) (& ' prés) pour af’¢ et a}’b sont égaux. En effet,
le drapeau partiel de V, (Z) qui réalise les minima (a e’ prés) de a;s,75 = azwb
est stable par Q. Ce drapeau se décrit de la fagon suivante :

D():{V1<V1@V2<...}

ou
V1 = Vect{eg; B(c) = S1 minimal},
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Vo = Vect{eg; B(co) = B2 > f1 minimal}

et ainsi de suite. Chacun de ces espaces est stable par L., qui est engendré par les
racines « € 6, pour lesquelles a(cs) = 0. Et chaque Vi @ --- @ Vj, est stable par
Qoo = LooRoo. Et comme vy, € Qo et 7 € Q, on trouve bien que les filtrations
pour a;’¢ et a;’b, données par 'yZlDO = ~vy~"'Dy = Dy sont égales.

Nous sommes donc ramenés & comprendre la géométrie du réseau a4V, (Z), et
plus particuliérement la quantité r, (way’?).

Comme a}’/ est dans le Q-groupe réductif L, les minima successifs de a}’ (V, (Z)
sont compatibles avec la décomposition de V, en sous-L.-modules irréductibles.
Chacun de ces sous-modules est semi-stable pour le flot (a}’¢), et il nous suffit de
comprendre le module V)é engendré par w‘leX. Si I'on note

7(Vy,ay') = log det(ay'|v;)
son taux de dilatation par le flot (a}”), on obtient donc

T(V;, ay’)

@) = =y

Le taux de dilatation est donné par la somme (chaque poids est compté autant de
fois qu'il apparait dans V7))

(Vi af) = Y w¥™).

w=<Vy

Nous identifions maintenant a et a* grace au produit scalaire usuel. Alors, la somme

214 _ 1 212 ! A
Zwﬂ/; w est un élément de a,, = naeaw a~—, et chaque élément w < V| a la méme

projection sur a.., qui est donc égale & poo (X*), OU Py : @ — G est la projection
orthogonale. Cela donne déja une expression pour 7, (z) :

() = =(Poo (X), V™) = = (X", P (Y™)).

Mais d’aprés le théoréme Poo(Y?) = Coo = pa-(Y™), et donc

Yr(z) = =(X", pa- (Y)).
La formule pour 3, (z) est alors une conséquence de la proposition m O

Dans certains cas, le théoréme [5.3.1] permet de montrer que l'exposant d’un
point algébrique quelconque de X est minoré par I’exposant générique. Les deux
corollaires suivants sont ainsi des résultats analogues au théoréme de Dirichlet [17],
pour le moment valables uniquement pour les points algébriques, hélas.

Corollaire 5.3.2 (Variétés de drapeaux de rang 1). Supposons que la variété de
drapeaux X s’écrive X = P\G avec P un Q-sous-groupe parabolique strict maximal

de G. Alors, pour tout x € X(Q),

Bx(x) > ﬁx(X)

De plus, U’égalité a lieu si et seulement si x n’appartient a aucune sous-variété de
Schubert rationnelle instable.
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Démonstration. 1l existe i € [1,r] tel que 'ensemble de racines simples associé au
parabolique maximal P soit
0 =[1,7]\ {i}.

Soit V, une représentation irréductible de G engendrée par un vecteur de plus haut
poids e, tel que Stabgle,] = P. On doit avoir

X =nw;, n>1.

Dans la suite, nous identifions encore a a a* grace au produit scalaire usuel. Avec
cette identification,
Y = —TJ;.

Par conséquent,
(@) = = (X", pa- (V")) = (Y™, pa- (Y™)) = nllpa- (V)| = 0,
et avec la proposition et la définition de 5, (X) donnée au théoréme [2.4.5
Bx(@) 2 By (X).

De plus, 'égalité a lieu si et seulement si p,— (Y*) = 0, i.e. ¢, = 0. Cela équivaut a
ce que x n’appartienne a aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. [

Le méme argument donne un résultat analogue si X est la variété drapeau
compléte d’un Q-groupe déployé, munie de la hauteur anti-canonique.

Corollaire 5.3.3 (Variétés de drapeaux déployée). Soit X = P\G, avec G un
Q-groupe semi-simple Q-déployé et P un sous-groupe paraboligue minimal de G.
On munit X de la hauteur anti-canonique H, associée a x = ) cx+ @, somme

des racines positives. Pour tout z € X(Q),

Bx(x) = By (X),

avec €égalité si et seulement si x n’appartient a4 aucune sous-variété de Schubert
instable.

Démonstration. D’aprés |37, Proposition 2.69], la somme des racines positives est
égale & la double somme des poids fondamentaux

X = Za: Zsz‘ = -2Y.
>+ %
On peut donc reprendre argument de la démonstration précédente :

Yy () = 2[lpa- (V™) > 0.

Cela implique Sy (x) > By (X), avec égalité si et seulement si co, = pa- (Y™) = 0,
i.e.  n’appartient & aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. O

Remarque. L’inégalité
inf_ By (z) = By (X),
r€X(Q)
n’est pas valable en général. Nous verrons au paragraphe[9.4un exemple de variété
de drapeaux X munie de la distance de Carnot-Carathéodory et d’une hauteur H,

telle qu’il existe un point algébrique z € X (Q) tel que Sy (x) < By (X).
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Concluons cette partie par une question qui nous semble digne d’intérét, quoique
nous ne puissions pas y apporter de réponse. Dans le cas ou X est une variété grass-
mannienne, c’est une formulation un peu plus précise d’une question de Schmidt
|51 §16].

Question : L’égalité suivante est-elle toujours valable :

inf )= inf B, (x)?
L B@) = inf ()
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Chapitre 6

Non divergence quantitative

Dans toute ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de rang r, et I' un sous-
groupe arithmétique. On fize un tore Q-déployé mazimal T dans G, et un Q-sous-

groupe parabolique minimal B contenant T. On note {aq,...,a,} la base du sys-
teme de racines de (G,T') pour Uordre associé a B, et {wy,...,w,} les poids fon-
damentaux correspondants. Pour i = 1,...,r on note V; une représentation irré-

ductible de G engendrée par une unique droite de plus haut poids w; = b;w;, avec
b; € N* minimal. L’algébre de Lie réelle de T est notée a, et la chambre de Weyl
négative associée & B est notée a~ .

Le but de ce chapitre est de développer un analogue, pour un Q-groupe semi-
simple G arbitraire, des résultats obtenus petit & petit par Margulis, Dani et Klein-
bock [44} 14} 31}, 34] pour le groupe SLy.

La version précise qui nous intéresse est celle de Kleinbock [34, Theorem 0.2].
Cela dit, méme pour SL4, les énoncés que nous démontrons généralisent stricte-
ment ceux qui étaient déja connus, en ce que la forme des voisinages de la pointe
que 'on cherche & éviter est plus flexible. Alors que ce travail était en cours de
rédaction, Lindenstrauss, Margulis, Mohammadi et Shah [42] ont aussi amélioré la
non divergence pour SLg, et leurs observations permettent de retrouver une partie
des résultats exposés ici, notamment le théoréme dans ce cas particulier. Cela
dit, notre approche est différente, et a le mérite de s’appliquer sans distinction &
tout Q-groupe semi-simple.

Les résultats de la théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques, rap-
pelés au chapitre 4l nous ont permis d’associer a chaque point z dans Q@ = G/T
un vecteur ¢(z) dans a~ qui décrit la position de z dans Q. Nous considérons
maintenant une mesure de probabilité u sur G satisfaisant certaines propriétés de
régularité, et nous expliquerons comment controler les valeurs de ¢(g), lorsque g
est choisi aléatoirement suivant p.

Ce controle de la fonction ¢ hors d’un ensemble de petite mesure est ce qu’on
appelle la non divergence quantitative.

85
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6.1 Sous-ensembles de G/T

Pour énoncer la non divergence quantitative, nous devons en premier lieu généraliser
la définition de la fonction ¢ : G — a~. Rappelons que dans la représentation
fondamentale V;, on note V;(Z) un réseau rationnel stable par T', et

)?¢:G'6i

I'orbite du vecteur de plus haut poids sous I’action de G. Etant donnée une partie
compacte S C G nous lui associons un élément ¢(S) € a~, de maniére analogue a
ce qui a été fait en[4:2] Pour chaque 4, on pose

#i(S) = min _ max]|gv].
veV;(Z)NX; 9€5

Puis on considére 1’élément ¢(.S) de a défini par
Vie[l,r], wi(co(S))=logu;(9),
et enfin on pose
c(S5) = pa-(co(9))-

Remarque. Si S = {g} est réduit & un singleton, on retrouve la définition précé-
dente : ¢(S) = ¢(g).

Exercice 4. Soit G = SL3. Pour € > 0, on considére

t 1 0
Sc={|t?—¢ t 0 | ;telo1]}.
0 0 !

Montrer que lorsque ¢ > 0 tend vers zéro, la distance de ¢o(S:) & a~ tend vers
Pinfini.
Nous utiliserons aussi la relation d’ordre sur a définie au paragraphe [4.4] par
Y1 <Yy, <= Vi, w;i(V1) <wi(Ya).
Proposition 6.1.1. Soit S C G une partie compacte.
Vg € S, c(g) < ¢(S).

Démonstration. Soit g € S quelconque. Naturellement, pour chaque i, p;(g) <

1:(S). Par conséquent, co(g) < co(S). Comme c(g) et ¢(S) sont les plus grands
minorants respectifs dans a~ de ¢g(g) et ¢o(.5), la proposition est claire. O

Remarque. On pourrait vouloir aussi définir un drapeau partiel associé a S. Ce-
pendant, un tel drapeau (s’il existe ?) n’est pas uniquement défini. Par exemple,
pour G = SLy,si S = {g1, 92}, avec g1 = diag(e?,e71, 671 e71) et go = diag(e,e,e,673),
on trouve ¢(S) = (loge,2loge,loge). Le point ¢ = 2 est anguleux, au sens ou
az(c(S)) < 0; et il existe pourtant deux 2-plans distincts, a savoir vy = e; A ez et

vy = e1 Aez pour lesquels log sup ¢ s||gvi|| = wa(c(S)). Toutefois, si S est le support
d’une mesure réguliére, le théoréme de non divergence nous permettra de définir

un drapeau partiel associé a S.

Nous voulons maintenant montrer que si S = Supp p est le support d’'une mesure
suffisamment réguliére sur G, alors I’ensemble des points g dans S tels que ¢(g) est
distant de ¢(.5) est de petite mesure. Mais pour cela, nous devons d’abord expliquer
quelles conditions de régularité nous allons imposer sur .
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6.2 Fonctions réguliéres et non divergence

Dans cette partie, 1 désigne une mesure de Radon sur G, et S = Supp p. Soit U
un ouvert de G. Une fonction f : U — R borélienne est dite (C, «)-réguliére pour
u si elle vérifie, pour toute boule B = B(z,r) NU dans U et tout € > 0,

nfg € B 1f(9)l <ellflp.u}) < Ce*u(B),

ot [|fl|B,. = SUPyeprsupp ulf(9)]- Ci-dessous, et dans toute la suite, lorsque B =
B(x,r) est une boule dans un espace métrique, et A € R%, on note AB = B(x, Ar).
Par exemple, 5B = B(x, 5r). La mesure u sera dite C-doublante si pour toute boule
B(z,r) dans G,

n(2B) < Cp(B).

Nous pouvons maintenant donner une version de la non divergence quantitative

dans G/T.

Théoréme 6.2.1 (Non divergence quantitative). Soient G un Q-groupe semi-
simple, I' un sous-groupe arithmétique, et Cy, C1, a9 > 0. Il existe deux constantes
positives C, a0 > 0 telles qu’on ait la propriété suivante.

Soit p une mesure borélienne finie C1-doublante sur G et B C G une boule
satisfaisant :

Vie [1,r], Yo e X;NVi(Z), g |gv| est (Co,ap)-réguliere sur 5B pour .
Alors, pour tout € > 0,
p{g € B | lle(g) = e(S)ll = —loge}) < Ce®u(B).

Remarque. Ecrivons g = kgagngy,, suivant une décomposition de Siegel, de sorte
que ag = ec(@+O() Le théoréme nous assure que pour un ensemble de grande
mesure, I’élément a, est déterminé par S, & une constante multiplicative prés. Si
0s = {a € II | a(c(Y)) < loge}, on peut ajouter que I'élément Py v, est constant
sur un ensemble de mesure relative au moins 1 — Ce®. Nous expliquerons cela
ci-dessous, au paragraphe [6.5}

Le restant de cette partie est consacré a la démonstration de ce théoréme.
On pourrait peut-étre donner une démonstration directe, dans l'esprit de celle de
Margulis et ses co-auteurs pour SLg, mais ce n’est pas tout a fait évident, car
il faut comprendre les relations entre les petits vecteurs de gI" dans les différentes
représentations fondamentales V;. Nous proposons une autre approche, qui consiste
a étudier d’abord séparément chaque condition de la forme py(g) < epr(S), pour k
fixé, puis & réunir toutes ces conditions pour obtenir I’énoncé global donné ci-dessus.
Ces deux étapes correspondent aux deux paragraphes suivants.

6.3 Non divergence pour une racine fixée

Ayant fixé k, nous voulons comprendre ’ensemble des points g € S qui satisfont
1k (g) < epr(S). Cet ensemble peut étre de grande mesure et c’est ce qui fait que
dans I’énoncé [6.2.1] on doit considérer simultanément toutes les représentations
fondamentales, via la fonction c.
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Exercice 5. Si h: X — G est une fonction, on note ¢(h) = c({h(x);x € X}). Soit
€ > 0. Vérifier qu’avec application h : [0,1] — SL3(R) définie par

T 1 0
h(z)=[22—-¢*> = 0
0 0 &2

on a pour tout z, uy(z) < euq(h).

L’observation cruciale, exprimée dans le théorémel6.3.1|ci-dessous, est en quelque
sorte que si un point g satisfait pr(g) < eux(S), i.e.

wi(c(g)) < wi(c(5)) + loge,

alors la probabilité d’avoir
ag(c(g)) <loge.

est trés petite. Pour la démonstration, il nous est nécessaire de controler tous les
pi(g) & une petite constante multiplicative €!/3 prés, mais cela doit plutot étre vu
comme un détail technique.

Théoréme 6.3.1 (Non divergence dans une représentation fondamentale). Soient
Co, C,aq des paramétres strictement positifs, et k € [1,r] fixé.

Soit p une mesure de Radon Cy-doublante sur G, et B une boule dans G. On
suppose que pour tout v € Vi (Z) N Xy,

g |lgv|| est (Co,ap) — réguliere sur 5B pour p.

Soient p €]0,1] et € €]0,1]. On note S = BNSupp p et on suppose que p < eug(S).
Alors ’ensemble

w=feen | LR )

vérifie
V(AN () < Cae**v(B),

ol g = et Cy = KoC3Cy, avec Ko une constante de Besicovitch pour G N5B.

Remarque. Etant donné M > 0 Pensemble

AP (p) = { B ‘ ZA:{Q é)ﬁ;kg) = }

peut étre recouvert par 3M ensembles du type Agk)(p’ ), avec p’ € [eMp, p], dont le
théoréme ci-dessus permet de majorer la mesure. On a donc aussi une borne

WA (p) < CM="u(B).

Démonstration du théoreme 633, Soit = € A (p). Par définition, il existe un
vecteur primitif v, € X N Vi (Z) tel que

[zvs|| < p.
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Soit B, la boule de rayon maximal telle que
Vye B, NS, |yva| <e /2.
Notons que B, C 3B, 2B, C 5B et

sup |lyva| > 712p.
ye2B,NS

Soit y € B, NS N Aék)(p), et v € Vi(Z). Si v est linéairement indépendant de v,
alors, d’aprés la proposition [£.3.2]

Jyoll > e W)y (y) > e el Bp =723 > |y, .

Par conséquent, v, est I'unique vecteur de Vi (Z) tel que ug(y) = ||yvz]|. Comme
y € Agk)(p), cela implique en particulier

lyvell < p.

Or, la fonction f : y — |lyvy|| est (Co, ap)-réguliere sur 2B, et vérifie | fll2m, .. >
e=1/2p, on trouve donc

(Be N AP (p)) = (B N SN AP (p)) < Coe®?u(2B,) < CoCre®/* pu(By).

Par la propriété de Besicovitch dans I'espace métrique G N 5B, il existe une sous-
famille dénombrable (By, );en de multiplicité au plus Ky telle que AP (p) C Ujen Bz; C

3B, ce qui permet d’écrire

AP (0)) <3 w(Bo, N AP (p)) < CoC1e ™ Y 1(Ba,) < CoCiKoe ™ u(B).
€N i1eN

6.4 Non divergence globale

La fin de la démonstration du théoréme consiste & mettre ensemble les bornes
obtenues pour chaque racine o, k = 1,...,r, aprés avoir observé que si ||c(z) —
c(S)]| = —loge, alors il doit exister k tel que up(x) < e™ug(S) et ag(e(x)) <
T loge. Nous mettons cette observation sous la forme d’un lemme élémentaire sur
les systémes de racines.

Lemme 6.4.1. Soit 3 un systéme de racines dans un espace euclidien a de di-
mension . Il existe T > 0 tel que la propriété suivante soit satisfaite.

Poure € (0,1) et Y1,Yo € a7, si Y1 < Yy et |Y2 — V1| > —loge, alors il existe
ke [1,7] tel que

1. wp(Y1) < wi(Y2) + Tloge ;
2. a(Y1) < tloge.

Démonstration. Posons
Y=Y, -Y1 =) tio.

B
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Comme Y7 < Y5, on doit avoir Vi, t; > 0. Comme

> tillaill > [[Y2 = Vi > —loge

—loge
Cl )

il doit exister j tel que t; = w;(Y) > ou Cy =Y ;[ Or, écrivant

Y = ap(Y)m,
k

on observe que

w;(Y) = Z(wk,wj>ak(Y) < mkaxak(Y) Z(wk,wj>,
k k

car pour tous j,k, (wy,w;) > 0 et maxy a(Y) > 0. Avec Cy = ), (wy, w;), cela
montre qu’il existe k tel que ay(Y) > %. Posant ¢ = (C1Cy)!, on trouve

ar (Y1) = ap(Y2) — ap(Y) < ap(Ys) 4 cloge < cloge.

De plus, comme Y =Y. t;a;, cela implique
3 tilan,au) = —cloge
i

et comme (g, ;) < 0 pour i # k,
larlP@r(Y) = [la[*ty > —cloge.

Comme wy = bpwy, pour un certain b, € N* cela montre ce qu’on voulait, avec

— c .
T= maxy ||ag]|?

wi (Y1) < wi(Y2) + 7loge.
O

Avec ce lemme, nous pouvons maintenant déduire le théoréme du théo-

réme [6.311

Démonstration du théoréme[6.2.1. 11 suffit de montrer que sous les hypothéses du
théoréme,

p{z e B| —2loge = |c(x) — c(5)|| = —loge}) < Ce®u(B). (6.1)

En effet, on aura alors, quitte a supposer € < %7

pl{z € B | le(z) —e(S)| = ~loge}) < Y p(fr € B| —2loge®” > |le(x) — ¢(S)|| = —loge®"})

m>0

<C Y "u(B)

m>0
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Pour voir (6.1)), notons A= {z € B| —2loge > ||c(x) —c(S)|| > —loge}. D’apres
le lemme il existe 7 > 0 tel que A est recouvert par les ensembles

—2loge > |le(z) — ¢(S)|| = —loge
AR =2z eB wi(c(x)) < wk(e(S)) + Tloge
ag(c(x)) < Tloge

Enfin, grace au controle —2loge > |lc(x) — ¢(S)]| sur la norme de c¢(z) — ¢(5),
chaque A®) peut étre recouvert par M =< (8)" ensembles de la forme

T

PICIP pr)Z{xeB‘ cin Sl <o vicll] )

Pi
ag(c(x)) < Tloge
Pour chacun de ces ensembles, le théoréme donne
M(‘Agk) (p17 s 7pr)) S 025042%/.//(3),

et par suite,

p(A) <D WA (p, -, ) < Ce®u(B),

k p1spr

avec a = 52 et C =rMCy < (&) Cy. O

6.5 Drapeau partiel pour une mesure réguliére

Comme conséquence du théoréme de non divergence, nous montrons main-
tenant que si S est le support d’'une mesure réguliére sur GG, on peut définir un
drapeau partiel associé a S.

Proposition 6.5.1. Soient G un Q-groupe semi-simple, I' un sous-groupe arith-
métique, et Co,aq > 0. Il existe deux constantes C',a/ > 0 telles qu’on ait la
Propriété suivante.

Soit 1 une mesure borélienne finie sur G et B C G une boule satisfaisant :

Vie [1,r], Vo € X;NVi(Z), g+ |gv| est (Co,aq)-réguliere sur 5B pour .
Soit S = BN Suppp, et
Is(e) ={ie[1,r] | ai(c(S)) > loge}.

Pour e > 0 suffisamment petit, pour chaque i & Ig(e), il existe une unique direction
dans V; contenant un vecteur v; € V;(Z) N X; tel que

supllgvs[| = min _ sup||gv].
geSs veV; (Z)NX; ges

De plus, il existe un élément vs € G(Q) tel que
Vi g Is(e), wv; =yses,

et si on note g = kgagngy, une décomposition de Siegel de g € S,

1({g € B | Pryoyvg = Proeyvs)) = 1 — C'e® u(B).
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Remarque. L’¢lément Pr (.yvs € Prg(-)\G est le drapeau partiel associé a 'en-
semble S, pour le paramétre .

Démonstration. D’aprés le théoréme [6.2.1

p(fg € B | le(g) = c(S)]| = —loge}) < Ce®u(B).

Soit C; > 0 une constante dépendant de G, et dont nous choisirons la valeur ci-
dessous. Pour € > 0 suffisamment petit, I'inégalité ci-dessus montre en particulier
qu’il existe g1 € S tel que

le(gr) — () < =5~

Cela implique en particulier que pour toute racine simple «,

loge

la(e(g1)) — ale())] < ———.

Par conséquent, si i € Ig(e),

loge
2 )

ai(c(g)) <

et avec la proposition si v € V;(Z) n’est pas colinéaire a la direction v; qui
réalise le premier minimum de g, V;(Z), on doit avoir

v _1 1, 1
lgro]| > e~ @) i (g1) > 72 pi(gr) > & 2701 i ().

Cela implique que pour chaque i ¢ Ig(e), le vecteur v; € V;(Z) N X, engendre
I’unique direction telle que

sup||gvi| = pi(5).

geSs

Comme cette direction est aussi uniquement déterminée par l'égalité ||grv;| =
1i(g1) et qu’on a «a;(c(g1)) < loga, une décomposition de Siegel g = kany permet

d’écrire, pour chaque i & Ig(g), avec vs = 7,

—1
Vi =Yg €.

Enfin, si g € S vérifie ||c(g) — ¢(9)] < 7100% le raisonnement fait ci-dessus pour
g1 s’applique aussi & g, et montre que si ¢ ¢ Ig(e), alors v; est aussi 'unique

vecteur de V;(Z) tel que ||gv;|| = p:(g). En d’autres termes, pour chaque i & Is(e),
-1 -1 g
’yg €; = 7g €, 1.€.

Pryeyvg = Prse)7s-

Cela démontre le dernier point de la proposition, car

loge
Ch

p{g €S [ lelg) —e(S)l = }) < C'e u(S).



Chapitre 7

Flots diagonaux dans G/T’

Dans ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de Q-rang r, et I' un sous-groupe
arithmétique. On fize un tore Q-déployé mazimal T dans G, et un Q-sous-groupe
parabolique minimal B contenant T. On note {aq,...,a.} la base du systéme de
racines de (G,T) pour lordre associé & B, et {w1,...,w,} les poids fondamentaux
correspondants. Pour i = 1,...,r, on note V; la représentation irréductible de G
engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec
b; € N* minimal. On note A = T°(R) la composante neutre des points réels de T.
L’algébre de Lie de A est notée a, et la chambre de Weyl négative associée & B
est notée a~. On considére un sous-groupe & un paramétre (a;) dans A, donné par
ar =eY, avec Y € a”.

Ce chapitre a pour but de décrire le comportement asymptotique d’une or-
bite diagonale dans l'espace de réseaux Q@ = G/T, lorsque le point de départ est
choisi aléatoirement, suivant une mesure suffisamment réguliére. On observe que
ces résultats sont trés similaires & ceux obtenus au chapitre [5] lorsque le point de
départ était un réseau algébrique. On donne d’ailleurs une généralisation du théo-
réme [5.1.1] pour une orbite partant d’un point choisi aléatoirement sur une variété
algébrique définie sur Q.

Ces résultats généraux sur I’espace de réseaux ) serviront de base & notre étude
de Papproximation diophantienne dans X = P\G, détaillée au chapitre suivant.

7.1 Mesures réguliéres

Commengons par une définition qui résume les propriétés de régularité que doit
satisfaire une mesure pour que s’applique le théoréme de non divergence.

Définition 7.1.1. Nous dirons qu'une mesure borélienne sur G est localement
réguliére en un point sy dans G il existe une boule ouverte B = B(sg, ) et des
constantes C, a > 0 telles que

Vie [1,r], Yo € X;NVi(Z), Vg € G, s+ |jgsv| est (C,a)-réguliere sur B pour .

Cette définition est stable par translation par un élément de G : si p est loca-
lement réguliére en sg, alors g.pu est localement réguliére en gsg. Gréace au théo-
réme de non divergence quantitative, nous allons voir que si (a;) est un flot

93
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diagonal fixé dans G, et p une mesure localement réguliére en sq, alors il existe une
boule ouverte B = B(sg,r) telle que pour s € B, les orbites (a:sI')¢~o ont presque
toutes le méme comportement asymptotique. Rappelons que pour une partie com-
pacte S C G, on définit ¢(5) par

Vi€ [1,7], w;i(co(S)) =logu(S)

ou u;(S) = min, v,z maxsegs|/svl|, et

c(S) = pa-(co(55))-

Avec le théoréme de non divergence, ce vecteur permet de controler la position
dans 2 de sT, lorsque s est choisi aléatoirement dans S.

Théoréme 7.1.2 (Orbites diagonales partant d’une mesure réguliere). Soit (at)t>o
un sous-groupe G un parametre dans A, et u une mesure sur G localement réguliére
en un point sg € G. Il existe une boule ouverte B centrée en sg telle que pour
u-presque tout s € B, notant S = B N Supp u,

t—o00

lim %(C(ats) —c(a:S)) = 0.

Démonstration. Soient § > 0 et t > 0. D’aprés le théoréme appliqué a la
mesure (a;).p, avec € = e~ %%,

ul{s € B | llc(ars) — c(aS)|| = 6t}) < Ce™**'u(B),

qui est le terme général d’une série convergente. Le lemme de Borel-Cantelli montre
donc que pour tout § > 0, pour presque tout s dans B, pour tout ¢ € N suffisamment
grand,

llc(ars) — c(arS)|| < dt.

Or il existe une constante C telle que pour tous t,¢' € R, |[c(azs) — c(ays)| +
le(asS) — e(apS)|| < C|t — |, et donc, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

lle(ars) — c(arS)|| < 6t + C.

Comme § > 0 est arbitrairement proche de 0, cela montre bien la limite souhaitée.
O

Remarque. On peut en outre controler le drapeau partiel associé a a;s. Pour tout
6 > 0, soit

I,s(e7%) = {i e [1,7] | a(c(aS)) > —dt}.
Suivant la proposition on définit le drapeau partiel PI% s(e—3t)Ya, s ASSOCIE &

a:S. Notons aussi ats = k¢ st snt s7t,s Une décomposition de Siegel de as. Alors,
pour presque tout s € S, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

Plats(e*“)’yt,s = P[ats(e—cit)’yats.
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7.2 Adhérence de Zariski et hérédité

Soit S une partie de G. Dans chaque représentation fondamentale p; : G — GL(V;)
on considére dans End V; le sous-espace vectoriel

H;(S) = Vect{pi(s); s € S}

et on définit
H(S)={ge G |Viel,r], pi(g) € Hi(5)}

Proposition 7.2.1. Il existe une boule By dans G telle que pour toute partie
compacte S C G, il existe une constante C telle que pour tout élément a € G,

le(aS) — c(aH(S) N By)|| < C.

Démonstration. Pour i € [1,r], considérons la partie p;(S) dans Pespace vectoriel
End V;. A une constante multiplicative prés ne dépendant que de S, si ¢ : End V; —
V; est une application linéaire, alors

p(u)]-

sup |[le(u)| =< sup |

u€p; (S) weH;(S)NB(0,1)

Cela s’applique en particulier aux applications de la forme u +— auv, pour a € G
et v € V;, et 'on obtient ainsi, pour une boule By C G,

sup|lagv|| <  sup |agv].
geS gEH(S)NBy

Etant donnée une mesure u localement réguliére en sg, on pose

Hyu(s0) = [} H(B(s0.€) N Supp pr)
e>0

et

H;,(s0) = Bo N (1) H(B(s0,2) N Supp p),
e>0

ol By est la boule dans G donnée par la proposition ci-dessus. L’ensemble H,,(so)
est un ensemble algébrique dans G : il s’obtient comme ’ensemble des zéros d’une
famille de polynémes. En outre, lorsque le point s est choisi aléatoirement suivant
au voisinage de sy, le comportement asymptotique de lorbite (a;sI") est déterminé
presque slirement par H,(so).

Corollaire 7.2.2. Soit u une mesure sur G localement réguliére en sg. Pour u-

presque tout s au voisinage de S,

lim %[c(ats) — c(arH,(s0))] = 0.

t—o0

Démonstration. Cela découle immédiatement du théoréme [7.1.2] et de la proposi-

tion [T.2.11 O
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7.3 Encadrement du taux de fuite

Dans la suite, nous considérons un sous-groupe a un parameétre (a;) dans A, donné
par

ar=eY, avecY €a”,

et nous notons P le sous-groupe parabolique associé a (a;) :
P={ge G| lim a,ga_; existe}.
t—o00

Nous voulons étudier le comportement asymptotique de la fonction ¢ le long des or-
bites de (a;) dans 2. Notre premier résultat concerne un point choisi aléatoirement
suivant une mesure localement réguliére p qui satisfait une condition géométrique
naturelle. Rappelons qu'une sous-variété de Bruhat dans G est une sous-variété de
la forme

Xwg=PwBg, avec wecWpetged.

Etant donnée une famille (4;);c; d’éléments de a, son plus grand minorant A =
inf;c; A; pour la relation d’ordre < est défini par
Vk e [l,7r], wr(A)= in?wk(Ai).
1€
Pour le sous-groupe diagonal (a;) = (e'Y), avec Y € a, on définit aussi le taux de
contraction 7g(M,a:) € a~ de M par (a;) par la formule

TR(M, a;) = inf{p,- (Y*) ; we Wp tel que 3g € G: M C X9}
Nous aurons aussi besoin de la quantité analogue
T0(M, a;) = inf{p,- (Y*) ; w e Wp tel que g € G(Q) : M C X,g}.

Remarquons que les ensembles ci-dessus ne sont jamais vides, car on a toujours
M C Xy,9 = G si wg est 'élément de longueur maximale dans le groupe de Weyl.

Exemple. Suivant Pengyu Yang, nous dirons qu’une variété de Bruhat X, g est
instable pour le flot a; = e'Y §'il existe un poids fondamental w tel que w(Y™) < 0.
Cela revient a dire que Tr(Xy,a:) # 0. En effet, ¢'il existe ¢ tel que w;(Y™) <
0, alors w;(pa-(Y")) < w;(Y™) < 0, donc pa-(Y™) # 0; et réciproquement, si
TR(Xw,at) # 0, alors il existe i tel que w;(Y™) < 0.

Rappelons qu’un ensemble algébrique dans G est dit irréductible s’il ne peut
pas s’écrire comme réunion non triviale de deux sous-ensembles algébriques.

Théoréme 7.3.1 (Encadrement du taux de fuite). Soit p une probabilité sur G
réguliére en so, telle que H,(so) est irréductible. Alors, pour presque tout s au
voisinage de Sq,

mr(H,,(50), ar) < 1igi£f %c(ats) = liirisogp %c(ats) < 1o(Hu(s0), at).
Remarque. En général, si H,(s9) n’est pas irréductible, on peut I’écrire comme
une réunion finie de composantes irréductibles : H,(so) = U;F;. On a alors p =
> iy ottty = pi|p,. Chacune des mesures j; est localement réguliére en s, et
H,,(s0) = F; est irréductible. On peut donc se rameéner facilement au cadre du
théoréme.
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Nous verrons au chapitre suivant que la mesure de Lebesgue sur une sous-variété
analytique est localement réguliére. Admettant ce point pour I'instant, on retrouve
comme cas particulier du théoréme ci-dessus le résultat suivant, essentiellement di
a Pengyu Yang [61].

Corollaire 7.3.2 (Variétés analytiques stables). Soit M une sous-variété analy-
tique connexe de G qui n’est incluse dans aucune sous-variété de Bruhat instable
pour (ai). Alors, pour presque tout s € M, pour toute représentation rationnelle V,

1
lim —1 7)) = 0.
Jim ~log Ai(arsV(Z)) =0
Démonstration. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Bruhat instable
pour (a), alors 7r (M, a;) = 0. Le théoréme montre donc que presque stirement
limy o0 %c(ats) = 0. Ensuite, si V' est une représentation rationnelle, et x le plus

haut poids apparaissant dans V', le premier minimum de a;sV'(Z) est donné par
A (agsV (Z)) =< ex(elas)) — o)
O

Pour la démonstration du théoréme nous aurons besoin de la proposition
suivante, trés voisine d’un résultat plus général de Pengyu Yang [61, Theorem 1.2].
Toutefois, la démonstration dans notre cas particulier est sensiblement plus simple,
car on ne s’intéresse qu’aux vecteurs dans I'orbite d’un vecteur de plus haut poids;
en particulier nous n’aurons pas besoin des résultats de théorie géométrique des
invariants dis & Mumford [47] ou Kempf [27].

Proposition 7.3.3 (Stabilité linéaire). Soit S un ensemble algébrique irréductible
dans G, et T = 1R(S,as). Il existe ¢ > 0 tel que pour tout i € [1,7] et tout vecteur
v € X;,

Yt >0, supllagsv] > ce ).
ses

La démonstration de cette proposition est basée sur I’observation suivante.

Lemme 7.3.4. Soit V une représentation de G engendrée par une unique droite
rationnelle Qe, de plus haut poids x. Pour A € R, notons

.1
Gley, VNar)) ={g € G | Jim logllatgey || < A}.

On peut écrire
Gley, VMay)) = |_| PwB
weW(x,at)

comme une réunion de cellules de Bruhat de G, o
WA(x,ar) = {fw € Wp | (x, Y") <A}

Démonstration. Soit g un élément quelconque de G, et g = pwb sa décomposition
de Bruhat, avec p € P, b € B et w € Wp. Le sous-groupe parabolique minimal B
préserve la direction ey, et lorsque ¢ tend vers I'infini, I’élément a;pa; L converge
dans G. Donc a.ge, et a;,we, ont le méme comportement asymptotique. Comme

_ w w
awe, = ww tawe, = we e, = ety >weX,

on trouve bien que g = pwb est dans G(e,, V> (a;)) si et seulement si w € W (x, ay).
O
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La proposition découle du lemme ci-dessus, par un argument élémentaire
de compacité.

Démonstration de la proposition[7.3.3. Soit i € [1,7]. Notons 7+ : V; — V; la
projection sur la somme des espaces propres de a; associés & des valeurs propres
supérieures ou égales & w;(7). On a I’équivalence

1
p— 1 .
T (sv) =0 <& 75hm n log||lassv|| < w;(T).

Soit v = g~ le; € )Z'i. Avec I’équivalence ci-dessus, le lemme montre que si

7+ (sv) = 0, alors s appartient a une cellule de Bruhat PwBg avec w € W (w;, ay),
avec A < w;(7), i.e. w;(Y™") <\ < w;(7). Mais par définition de 7 = 1r(.S, a),

i < inf (YY),
wir) < |t oY)

donc S n’est inclus dans aucune cellule de Bruhat PwBg, avec ¢ € G et w €
W (w;,az). Par irréductibilité, S n’est pas inclus dans la réunion (finie) de ces
cellules, et il existe donc s € S tel que 7 (sv) # 0. Comme v — sup,c g7 (sv)]|
est semi-continue inférieurement sur le compact X! = {v € X; | ||v|| = 1}, il existe
c > 0 tel que B
Vv € X;, sup|lrt(sv)] > ||
sesS
Cela implique, pour tout v € X;,

suplla;sv|| > sup e ||zt (sv) || > ce™ D[]
ses ses

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme [7.3.1]
Démonstration du théoréme[Z.3.1l Notons
T =mR(Hu(50), ar).
La proposition montre que pour chaque i € [1,7], il existe ¢ > 0 tel que

V>0, Yo e Vi(Z)N X;, sup |lagsv|| > ce Do > cet@i (D,
s€H,u(s0)

Cela implique naturellement les inégalités

| . )
lim inf - log min _ sup |lasv| | > wi(7), i=1,...,7
t—o0 veV; (Z)NX; s€H . (s0)

ce qui se réécrit

1
lig(i)gf ;c(aﬂ{u(so)) = TR(Hu(50), at).

Soit B la boule centrée en sy donnée par le théoréme et S = BN Supp .
D’aprés la proposition c(arS) — c(asHu(s0)) = O(1), et donc

.1
hgg)lf ;c(atS) = TR(Hu(s0), at).
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Le théoréme permet d’en déduire que pour presque tout s au voisinage de sq,

.1
htrgggf ;c(ats) = Tr(Hu(s0), at).
Montrons maintenant l’inégalité concernant la limite supérieure. Supposons
H,.(s0) C PwBy, avec v € G(Q). Alors, pour tout ¢ € [1,r] et tout t > 0,

supllazsy ey < et (Y)
seS

et par conséquent

lim sup 1c(ats) < pa- (YY).
t—o0 t
Comme ceci vaut pour tout w tel qu’il existe v € G(Q) vérifiant PwB~y D S, on
trouve bien
lim sup %c(ats) < 19(S,a).

t—o0

7.4 Variétés algébriques définies sur Q

Dans le cas ot 'ensemble algébrique H,(so) est défini sur Q, on peut améliorer le
théoréme et déterminer la limite limy_,o $c(a;s), pour p-presque tout s au
voisinage de sg. C’est ce que décrit le théoréme ci-dessous.

Théoréme 7.4.1 (Orbites diagonales et sous-variétés algébriques). Soit p une
mesure localement réguliére en sg € G telle que M = H,(so) soit irréductible
et définie sur Q. Soit (at)i>o un sous-groupe diagonal & un paramétre dans G et
ey = 1(M,a). Pour se M ett >0, on note

ats = kt,sbt,snt,s%,s,
une décomposition de Siegel de a;s.
1. Pour presque tout s au voisinage de Sg, limy_ oo %log bis = cum-

2. Il existe ypr € T tel que pour Oy = {i € [1,r] | ai(enr) =0} et Qe = Po,, le
sous-groupe parabolique associ€ a 0y, alors pour presque tout s au voisinage
de s, pour tout t > 0 suffisamment grand, Qrrve,s = Qrmym-

8. 51Xy D M%Ql est la plus petite variété de Bruhat standard contenant M’y;/[l,
alors epr = pa-(YY).
Pour la démonstration, nous appliquerons le théoréme [5.1.1] & un point s; €
M N G(Q) bien choisi, dont I'existence sera assurée par le lemme suivant. Nous
dirons que des ensembles algébriques Fj, i € I sont de degré borné s’il existe une
constante D > 0 telle pour pour chaque i, F; est I’ensemble des zéros d’une famille
de polynoémes de degré au plus D.

Lemme 7.4.2. Soit k un corps de nombres, et V une variété algébrique affine
irréductible définie sur k. On suppose que (F;);cr est une famille de sous-ensembles
algébriques stricts définis sur k et de degré borné. Alors, il existe un point s1 €

V@N\Uies Fi-
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Démonstration. Si V = A% est I'espace affine tout entier, le résultat est clair : si le
point s; = (x1,...,74) & coordonnées dans Q est choisi de sorte que pour chaque 1,
[k(x1,...,%it1) : k(z1,...,2;)] > D alors s; ne satisfait aucune relation de degré
au plus D a coefficients dans k.

D’aprés le lemme de normalisation de Noether [55, Theorem 10, page 66|, il
existe toujours un morphisme fini de variétés algébriques V- — AY™ V' défini sur k,
et le cas général découle donc du cas particulier ci-dessus. O

Démonstration du théoréme[7.4.1. D’apres le théoréme[7.3.1] on sait déja que pour
presque tout s € M,

1
limsup —logb; s < car.
t—o0 t

Comme les sous-variétés de Bruhat rationnelles sont définies sur Q et de degré

borné, le lemme ci-dessus montre qu’il existe un point s; € MNG(Q) qui n’est inclus
dans aucune sous-variété de Bruhat rationnelle qui ne contient pas M. D’aprés le
théoréme [5.1.1

o1
2Sl_l)r(r)lo Elog bis, = Cu-

Cela implique nécessairement
1 1
Zc(atM) - ;c(atsl) =cp +o(1),
et avec le théoreme [7.1.2] pour presque tout s au voisinage de s,

o1 |
htrgg)lf Ec(ats) = hgégf zc(atM) = cu-

Cela montre le premier point du théoréme.
Ensuite, on applique la proposition m pour t > 0, avec £ = e %, o1 § > 0
est choisi tel que
Vi Q/ 9M, o< Oéi(CM).

Cela montre qu’il existe un élément v; € G(Q) tel que dans une petite boule B
centrée en sg,

u({s € B | Quryer # Quve}) < C'e ™" u(B).

Par le lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que pour presque tout s au voisinage de
So, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

Quys,t = Qu-

Mais d’aprés la proposition a s fixé, I'application ¢ — Qprvs,+ est localement
constante, et donc constante au voisinage de l'infini. Ainsi, il existe un élément
vuv € G(Q) tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

Qums,t = Quym-

Enfin, si s; € G(Q) est le point déja utilisé ci-dessus et X,, O M~;,, alors s €
PwB, et d’apreés le théoréme [5.1.1]

.1 w
cp = tlg(r)lo Ec(atéﬁ) = pa- (Y").
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Corollaire 7.4.3 (Mesures algébriques semi-stables). Soit p une mesure locale-
ment réguliere en so € G telle que M = H,(so) soit irréductible et définie sur Q.
Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Bruhat rationnelle instable, alors
pour toute représentation rationnelle V', pour presque tout s au voisinage de S,

. 1
tll)rgo n log A1(asV(Z)) = 0.
Démonstration. Avec les notations du théoréme [7.4.1] soit
X, D My}

la plus petite sous-variété de Bruhat standard contenant M 7;41. Comme M n’est
incluse dans aucune sous-variété de Bruhat instable, on doit avoir, pour chaque
1€ [1,r], w;(Y*) > 0. Par suite, p,— (Y*) = 0, et pour presque tout s au voisinage
de sq,

1
lim n log c(ars) = 0.

t—o00

Cela montre ce qu’'on veut, car la décomposition de Siegel de a;s montre que dans
une représentation rationnelle V' de plus haut poids y,

M (asV(Z)) = etx(elas)) — go(t),
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Chapitre 8

Approximation dans les
sous-variétés

Dans ce chapitre, nous nous donnons une sous-variété analytique M dans la va-
riété de drapeaux X, et étudions les propriétés diophantiennes d’un point = choisi
aléatoirement sur M. Plus précisément, nous cherchons d’abord & déterminer sous
quelles conditions la conclusion du théoréme [2.4.5| reste valable, et montrons un
critére analogue & celui du théoréme [5.2.4] obtenu pour les points algébriques. En-
suite, nous étudierons le cas ot la variété M est algébrique et définie sur Q, oul
nous pouvons donner une formule pour I’exposant presque str d’un point choisi
aléatoirement dans M.

Dans toute la suite, X = P\G désigne une variété de drapeaux obtenue comme
quotient d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P défini
sur Q. On munit X de la métrique de Carnot-Carathéodory introduite au para-
graphe et d’une hauteur H, provenant d’une représentation irréductible de G
engendrée par une unique droite de plus haut poids x. Enfin, on suppose que G est
de rang rationnel r, et on note V;, i =1,...,r ses représentations fondamentales.

8.1 Variétés analytiques réelles

Si M est une sous-variété analytique de SL4(R) de dimension m, on note Ay la
mesure de Lebesgue sur M, i.e. la mesure de Hausdorff de dimension m restreinte a
M. Comme nous nous intéresserons seulement & des événements de mesure pleine
ou nulle, seule la classe de \j; aura une importance pour nous, et ’on aurait aussi
bien pu définir \j; localement comme I'image de la mesure de Lebesgue sur R4 M
par un paramétrage analytique local de M.

La mesure Ay est localement réguliére. C’est ce résultat important, da a Klein-
bock et Margulis |31], qui fait 'intérét principal du théoréme Nous rappelons
donc ici les grandes lignes de sa démonstration. L’argument est basé sur la propo-
sition suivante [33, Proposition 2.1].

Proposition 8.1.1. Soit U un ouvert connexe de R™, et F un sous-espace de
dimension finie de fonctions analytiques sur U a valeurs réelles. Pour tout x dans
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U, il existe des constantes C,a > 0 et un voisinage W > x tels que toute fonction
f € F soit (C,a)-réguliére.

Démonstration. Nous admettons cette proposition pour l'instant, en attendant
d’inclure la démonstration donnée par Kleinbock et Margulis [31, Proposition 3.4].
O

Corollaire 8.1.2. Soit M wune sous-variété analytique de X, A\p; une mesure de
Lebesgue sur M, xg € M et s : X — G une section analytique locale au voisinage
de zo. Il existe des constantes C,a > 0 et une boule ouverte B = B(xg,r) telles
que pour tout g € G, pour tout i € [1,7] et tout v € V;, lapplication

z = [lgs(z)v||
est (C, a)-réguliére sur B pour la mesure Ap;.

Démonstration. Soit U un ouvert de R™ et ¢ : U — M un paramétrage local de M
au voisinage de xg tel que Ay = .\ soit 'image par ¢ de la mesure de Lebesgue
A sur U. Supposons en outre que ¢(0) = zq. Soit Fy l'espace vectoriel engendré
par les applications coefficients :

Fo = Vect{u — (v, s(p(uw)w); v,w eV, ie[l,r]},

et
F = Vect{fifo; f1,f2 € Fo}.

Ces espaces de fonctions analytiques sur U sont de dimension finie, donc d’aprés
la proposition il existe un voisinage W de 0 dans R™ et C,a > 0 tels que
toute fonction f € F soit (C, «)-réguliére sur W pour la mesure de Lebesgue. Les
applications de la forme u + ||gs(¢(u))v||? sont des éléments de F, donc satisfont
I’égalité souhaitée. O

Une premiére application de ces propriétés de régularité des variétés analytiques
et des résultats du chapitre précédent est que I'exposant diophantien est constant
presque siirement sur une sous-variété analytique.

Théoréme 8.1.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété analytique). Soit M
une sous-variété analytique connexe de X. Il existe une constante B, (M) telle que
pour presque tout x € M, B, (z) = B, (M).

Démonstration. Soit xy un point de M. Pour z € M et ¢t > 0, notons

cf = (log p(arsz ' Vy(2)),. .. ,log paim v, (arsy ' Vi (Z)))

la suite des logarithmes des covolumes successifs du réseau a;s; 'V, (Z). Notons
aussi C 'ensemble des fonctions convexes sur le segment d’entiers [0, dim V, | telles
que f(0) = f(Vy) = 0. Le théoréme appliqué dans le groupe GL(V, ) dans un
voisinage adéquat U de zg — dont existence est assurée par le corollaire [8.1.2] —
montre qu’il existe une application
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telle que pour tout € > 0 et tout t € R,
Mr({z € U | |ef — || = te}) < e™* A (V).
En outre, d’aprés la remarque qui suit le théoréme [6.2.1] si

IM(e) = {iy(M,e,t),...,ix(M,e,t)} C [1,dim V,]

désigne 'ensemble des points ou la dérivée de i +— cM (i) fait un saut de taille

supérieure a te, il existe un drapeau partiel

0} < Vi< oo <V <V (Z
s€ € X

tel qu’avec probabilité supérieure & 1 — Ce %€, pour chaque C=1,...,k, les iy

premiers minima successifs de a;s; 'V, (Z) sont atteints dans VL.
Notons FE, la somme des espaces de poids de a, différents de e, . Pour chaque
i€ IM(¢g), il existe f; = f;(t,e) > 0 tel que

Az e U | et < d(ays; Vi, By) < et U9} > (1 — Ce™) Ay ().

En effet, si v est un représentant de V. dans A"V, et (u;)jcs une base or-
thonormeée de A'"1E,, la distance d(atsglI/th,EX) est comparable au maximum

llujnars; v

max;ey . Or, par régularité des fonctions z — |[u; A a;s; v et x —

laesz vl
larsy v||, avec probabilité 1 — e“<?,

|uj Aapsy'v] > e =" sup|lu; A ats;1V||
yeU
et
lacs; v > e = sup|lass, ' v]|.
yeU

supyEUHuj/\ats;1v|\

=1
sup, ey llassy vl

Par conséquent, si f; est choisi tel que e~ fit = max; , on a, avec

probabilité supérieure & 1 — Ce?t,

sup,epllug A ats;1v|| < o—t(fime)

d(atsalet’;E, E,) < max

J Hats;1V||

et
; u; Aags;tv .
o153 Ve ) > e N0 D005 VI ot
’ i sup,llaisy V|
Avec le lemme de Borel-Cantelli, ces inégalités montrent que pour presque tout x
au voisinage de xg, pour tout ¢t > 0 suffisamment grand,

e — || < te _
Ve=1,....k, cF(ig) = log||ats;1‘/tfe€||
d(atsw_l‘/;’ié’EX) - [e_t(fi"l's),e_t(fi_g)]

Notons que fi, > fi, > -+ > fi,. Soit ji. € IM(g) le plus petit indice tel que
fj... < 2e. Montrons que pour presque tout x au voisinage de o,

) = limsup (e o) — ' (e — 1) + O(e).

t—o0
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Tout d’abord, I'inégalité f;, . < 2 implique d(atsgl‘/g;”a,EX) > €73, et comme
atSy 1\/}{;’5 (Z) admet une bonn base constituée de vecteurs de norme au plus
et Gee)=et (re=1) = eei’ (re)=ei" (e =1)H0(e) i] existe un tel vecteur v € atsgthj;’E (Z)
tel que [|7t(v)]| > e *9©)||v]|. Cela implique
_ M N_ M. _

r(ara—o(e) sy Vi (2)) < et U= Guem+0O)1

puis
. -1 ) .
Vx () = lim sup T(Ci\/l(]t,s) — ' (jre = 1)) = O(e).

t—o0

y .
P . Jt,e . PPN Jt,e 11
Réciproquement, soit V; o le sous-espace qui précéde V; 2 dans le drapeau Vi, <

e < Vt”; Comme pour presque tout x, pour tout ¢ assez grand

d(atsgl‘/tj’tvs’EX) < e—(fj—l—a)t < e—ct

€

€

./
17,0t . o
aucun vecteur v € ays, 'V, 1° ne saurait satisfaire ||zt (v)[] > @ Or tout vecteur

./
— _ Jt. e P
v € arsy Vi (Z) hors de ays; 'V; L vérifie
o] > et UretD=e(ie) > o’ (ee)=el’ (G =Dt (e —di o )te

ot la deuxiéme inégalité provient de ce que les sauts de la dérivée de i — cM (i)
sont majorés par te sur tout l'intervalle ]j£767jt1€[. Par suite

rylarsy Vi (Z)) > et Gre)=er (Ge.e=1)+10()

puis
. -1 ) )
(@) <limsup —(c" (Gi.e) = ¢ (re = 1)) + O(e).

t—o0
Ainsi, il existe un voisinage U de x( tel que pour tout € > 0, il existe . tel que
pour presque tout z dans U, v, (z) € [y — €,7 + ¢]. En faisant tendre € vers
0, cela montre que 7, (x) est constant presque partout au voisinage de tout point
xg € M, et comme M est connexe, 7, (z) est constant presque strement sur M.
Avec la proposition on en déduit que 5X(x) est constant presque stirement
sur M. O

8.2 Un critére d’extrémalité

La distance de Carnot-Carathéodory et la hauteur sur X nous ont permis de définir
au paragraphe I'exposant diophantien §, (z) d’un point z € X (R). Nous avons
vu en outre qu'il existe une constante 3, (X) telle que pour presque tout z € X (R),
By(z) = By(X). Pour suivre la terminologie existant dans le cadre de Iespace
projectif, nous posons la définition suivante.

Définition 8.2.1. Une mesure borélienne p sur X est dite extrémale si pour u-
presque tout x dans X, By(z) = [y (X). Dans le cas ol p est une mesure de
Lebesgue sur une sous-variété analytique M, nous dirons aussi que M est extrémale.

1Comme cette base réalise les minima, elle est presque orthogonale.
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Nous voulons énoncer une condition suffisante pour qu’une sous-variété analy-
tique M C X soit extrémale. Pour cela, rappelons que si # C II est 'ensemble de
racines simples associé sous-groupe parabolique P, on définit alors un sous-groupe
4 un parameétre dans G en posant

0 siaef

-1 siadgd. (8.1)

a; =€ ou Y € aest défini par a(Y) = {

Rappelons qu’une sous-variété de Schubert dans X est une sous-variété de la forme
Xywg = PwBg, avec we WpetgeQG,

et qu'une variété de Schubert X, g est dite instable pour le flot a; = ¥ s'il existe
un poids dominant w tel que w(Y™) < 0. Les résultats de la partie précédente
permettent de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.2 (Critére d’extrémalité pour les variétés analytiques). Soit M une
sous-variété analytique connexe de X. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété
de Schubert instable, alors M est extrémale.

Démonstration. Soit xg € M et s : X — G une section analytique locale au
voisinage de xy. Notons Ap; la mesure de Lebesgue sur M et p = s, Ay la mesure
image de Aps par la section s. D’aprés le corollaire la mesure p est localement
réguliére au voisinage de sg = s(zp). Comme M n’est incluse dans aucune sous-
variété de Schubert instable, la variété H,, (so) n’est incluse dans aucune sous-variété
de Bruhat instable. Le corollaire [7.3.2 s’applique donc : pour A/-presque tout x
au voisinage de x,
1
tliglo ;Al(ats(a:)VX(Z)) =0.

Le lemme permet d’en conclure que 3, (z) = B, (X). Comme cela vaut pour
Ar-presque tout x au voisinage d’un point zg € M arbitraire, la variété M est
extrémale. O

Remarque. Une sous-variété M C P\G est dite dégénérée si M est contenue dans
une variété de Schubert stricte. Naturellement, toute sous-variété incluse dans une
variété de Schubert instable est dégénérée. Le théoréme ci-dessus implique donc
que toute sous-variété analytique M C X non dégénérée est extrémale. Cependant,
il peut exister des sous-variétés dégénérées extrémales; nous en verrons quelques
exemples au chapitre [0

Avec une condition supplémentaire sur les coeflicients qui définissent la sous-
variété analytique M, on peut méme améliorer ce critére.

Théoréme 8.2.3 (Critére d’extrémalité pour les variétés algébriques). Soit M une
sous-variété analytique connexe de X dont l'adhérence de Zariski est définie sur Q.
Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable, alors
M est extrémale.

Démonstration. La démonstration est identique & celle du théoréme [8.2.2] en ap-
pliquant le corollaire au lieu du corollaire [7.3.2 O
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Remarque. Ce critére n’est pas toujours optimal. Pour certains choix de X,
il existe des sous-variétés M de dimension strictement positive telles que pour
presque tout z dans M, B, (z) = B, (X). Nous verrons toutefois plus loin quelques
exemples ou le critére est optimal : si M est incluse dans une sous-variété de
Schubert rationnelle instable, alors M n’est pas extrémale. C’est le cas par exemple
lorsque X = P™ est un espace projectif, ou lorsque X = Grass(/, d) est une variété
grassmannienne.

Plus généralement, lorsque I’adhérence de Zariski de M est définie sur Q, on
peut donner une formule pour I'exposant diophantien presque sir d’un point de
M. C’est ce que nous détaillons au paragraphe suivant.

8.3 Sous-variétés algébriques définies sur Q

Ce paragraphe a pour but le théoréme suivant, analogue du théoréme [5.3.1] qui
permet de calculer I'exposant diophantien 8, (z) pour un point z arbitraire dans

X (Q). Dans toute la suite, le groupe & un paramétre (a;) est celui défini ci-dessus
en (8.1).

Théoréme 8.3.1 (Exposant diophantien d’une variété définie sur Q). Soit M une
sous-variété analytique connexe de X dont ladhérence de Zariski est définie sur Q.
Pour chaque © € X, on note s, € G un élément tel que x = Ps,. Soit cpr, Qur,
Y les éléments donnés par le théoréme pour décrire lorbite (azs,I') dans §2
lorsque x est choisi aléatoirement sur M, et

X, D My, we Wp,

la plus petite variété de Schubert standard contenant M 7;41.
Alors pour presque tout x € M,

’YX(‘r) = _<Xwapu_ (Yw)>a

et par conséquent,

1
By(x) = :
* —(X,Y) + (X, pa- (YV))
Démonstration. La démonstration est presque identique a celle du théoréme |5.3.1
avec les changements qui s'imposent : il faut appliquer le théoréme au lieu du
théoréme et remplacer les éléments coo, Yoo, Poo PATr Cpry Yar, Par, ---etc. Les
détails sont laissés au lecteur. O

Nous concluons ce chapitre en résumant quelques propriétés importantes de
I'exposant diophantien d’un point z choisi aléatoirement sur une variété algébrique
définie sur Q.

Corollaire 8.3.2. Soit X une variété de drapeaux, munie de la distance de Carnot-
Carathéodory usuelle et d’une hauteur H, associée au poids dominant x. Soit M C
X une sous-variété analytique conneze dont l'adhérence de Zariski est définie sur

Q.

1. L’exzposant By (M) est déterminé par Uintersection des sous-variétés de Schu-
bert rationnelles contenant M. Et méme, il existe une sous-variété de Schu-
bert Xy D M avec v € G(Q) telle que By (M) = By (Xw?)-
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2. Pour tout x € M N X(Q) hors de toute sous-variété de Schubert rationnelle
X' B M, By(x) = B (M).
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Chapitre 9

Quelques exemples

Pour illustrer les théorémes généraux démontrés dans ce mémoire, nous en décrivons
maintenant quelques cas particuliers. C’est souvent aprés I’étude approfondie de ces
exemples importants qu’ont pu étre démontrés les résultats plus abstraits sur les
variétés de drapeaux générales.

9.1 Espace projectif

L’espace projectif P4~! constitue le cadre de 'approximation diophantienne clas-
sique. Dans ce cadre, tous les résultats présentés dans ce mémoire étaient déja
connus. Nous les rappelons toutefois briévement, puisque notre objectif était jus-
tement de comprendre ces théorémes de fagon plus générale, a partir des groupes
arithmétiques.

Si 2,y € P! sont engendrés respectivement par les vecteurs u,v € R? leur
distance est donnée par la formule

[uA vl
d(z,y) = .
[ullllofl

La hauteur sur P4~1(Q) est la hauteur usuelle : si v € P4~1(Q) s’écrit en coordon-
nées homogenes v = [vy : ... : vy], ol les v; sont des entiers premiers entre eux dans
leur ensemble, alors
H(v) = max |v;|.
(0) = maxvi
Nous commengons par le célébre théoréme de Dirichlet [17], bien que ce résultat
ne semble pas se généraliser aisément dans une variété drapeau arbitraire.

Théoréme 9.1.1 (Théoréme de Dirichlet). Pour tout x € P1~1(R),

1

Une simple application du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer que
presque tout  dans P?~!(R) vérifie I'égalité 8(z) = 1+ ;5. Le théoréme de

111
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Khintchine [29] donne un critére simple sur une fonction ¢ : Ry — R décroissante
pour que l'inégalité

d(z,v) < H(v)"' "1 (H(v)) (9.1)

ait une infinité de solutions lorsque x est choisi suivant la mesure de Lebesgue sur
P-1,

Théoréme 9.1.2 (Théoréme de Khintchine). Soit ¢ : Ry — Ry une fonction
décroissante.

o Si floo Y(u)4=19Y < 400, alors pour presque tout x € PYY(R), linégalité

u

(9.1) admet un nombre fini de solutions v € P4~1(Q).

e Si floo w(u)d_l%" = o0, alors pour presque tout x € P41(R), linégalité
(9.1) admet une infinité de solutions v € P1~1(Q).

L’exposant diophantien d’un point = € P4~1(Q) a été calculé par Schmidt [52)
grace a son théoreme du sous-espace, qui généralise les résultats de Thue [60], Siegel
[57] et Roth 48] pour P(Q).

Théoréme 9.1.3 (Théoréme de Thue-Siegel-Roth-Schmidt). Si x € P4=1(Q),
alors f(z) = 1+ d%, ot d, est la dimension du plus petit sous-espace projectif
rationnel contenant x.

Le probléme de 'approximation diophantienne sur les sous-variétés a été posé
en premier par Mahler |43] pour la courbe [1:z: 2% :...: 297! dans P4~1. Ayant
résolu le probléme de Mahler, Sprindzuk a conjecturé dans [59] le résultat suivant,
démontré finalement par Kleinbock et Margulis [31] en 1998. Rappelons qu’une
sous-variété M C P4~1(R) est dite non dégénérée si elle n’est incluse dans aucun
sous-espace projectif strict.

Théoréme 9.1.4 (Théoréme de Kleinbock-Margulis). Toute sous-variété analy-
tique connexe non dégénérée dans PY"1(R) est extrémale.

Dans un travail en commun avec Emmanuel Breuillard |12], nous avons observé
que les méthodes utilisées pour démontrer ces deux derniers théorémes permettent
de donner une formule pour 'exposant d’un point pris aléatoirement sur une sous-
variété algébrique définie sur Q.

Théoréme 9.1.5 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M C P?~1(R)
une sous-variété analytique connexe. On suppose que le plus petit sous-espace pro-
jectif réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout x € M, B(x) =
1+ d%w ot dys est la dimension du plus petit sous-espace projectif rationnel conte-
nant M. En particulier, si M est non dégénérée, alors M est extrémale.

Remarque. Dans 'espace projectif, les sous-variétés de Schubert ne sont autres
que les sous-espaces projectifs. Toute sous-variété de Schubert stricte est instable
pour le flot (a;), et par conséquent, si une sous-variété M n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert instable, elle est non dégénérée.
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9.2 Quadriques

A notre connaissance, ce sont Kleinbock et Merrill [36] qui ont obtenu les premiers
résultats remarquables pour I’approximation diophantienne intrinséque sur les qua-
driques, en démontrant pour une sphére de dimension arbitraire les analogues des
théorémes de Dirichlet et de Khintchine. Dans un article avec Fishman et Simmons
[20], ils ont ensuite généralisé leurs résultats a une quadrique arbitraire. Pour une
introduction élémentaire a ces problémes, on renvoie a larticle |35].

Dans ce cadre X désigne une quadrique projective non singuliére, i.e. ’ensemble
des droites isotropes pour une forme quadratique rationnelle ) non dégénérée sur
R?. La distance et la hauteur sur X sont obtenues par restriction de la distance
et de la hauteur usuelles sur P41, On suppose en outre que X contient un point
rationnel ; par projection stéréographique, cela implique en fait que X (Q) est dense
dans X (R).

Théoréme 9.2.1 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singuliére contenant un point rationnel. Pour presque

tout x € X(R), f(z) =1.

Soit X C P? la quadrique définie par 1’équation x5 — x324. La généralisation
du théoréme de Khintchine aux quadriques nécessite de distinguer deux cas, suivant
que la quadrique X est rationnellement isomorphe & Xy, ou non.

Théoréme 9.2.2 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singuliére de dimension n contenant un point rationnel,
et 1 : RT™ — RT une fonction décroissante. Pour x € X (R) on considére l'inégalité

d(z,v) < H(v) " (H(v)). (9:2)
Si X n’est pas rationnellement isomorphe a Xq, alors :

o si [[° P(u)"9e = too, linégalité (9.2) admet une infinité de solutions v €

u

X(Q) pour presque tout x € X(R) ;

o si floow(u)”%“ < +oo, Uinégalité (9.2) n’a qu’un nombre fini de solutions
v € X(Q) pour presque tout x € X(R).

Si X est rationnellement isomorphe a Xg, alors :

® si floo ¥(u)™(loglog u)%“ = +o00, linégalité admet une infinité de solu-
tions v € X (Q) pour presque tout x € X(R) ;
° si flooi/)(u)"(loglog u)%“ < 400, linégalité n’a qu’un nombre fini de
solutions v € X (Q) pour presque tout x € X (R).
Remarque. Ecrivons X = P\G, ot G = SO¢ est le groupe orthogonal associé &
la forme quadratique @, et P le sous-groupe parabolique stabilisateur d’une droite
rationnelle isotrope dans la représentation standard. Si X 4 X, le groupe G est
Q-simple et le sous-groupe parabolique P est maximal : rangg P = rangg G—1. En
revanche, si X ~ Xy, on a un isomorphisme G ~ SO(2,2) ~ SO(2,1) x SO(2,1), et
rangg P = ranggy G — 2. Avec les résultats généraux du chapitre 3| et en particulier
les lemmes et cette différence explique la distinction de cas dans le
théoréme ci-dessus.
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Dans un article récent [16], nous avons poursuivi les travaux de Fishman, Klein-
bock, Merrill et Simmons en étudiant ’approximation diophantienne des points
algébriques et des quantités dépendantes sur les quadriques. Cela nous a permis en
particulier d’établir le résultat suivant.

Théoréme 9.2.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété algébrique). Soit X
une quadrique rationnelle projective non singuliére contenant un point rationnel,
et M une sous-variété analytique de X. On suppose que le plus petit sous-espace
totalement isotrope réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout

reM,
1
dr
ou dps est la dimension du plus petit sous-espace totalement isotrope rationnel
contenant M. (S’il n’existe pas de tel sous-espace, on pose dy; = +00.)

Remarque. Le théoréme ci-dessus s’applique en particulier dans les deux cas
suivants :

e si M = {z} est réduite & un seul point z € X(Q), on obtient un analogue du
résultat de Thue-Siegel-Roth-Schmidt pour la quadrique X ;

e si M est non dégénérée, i.e. n’est incluse dans aucun sous-espace totalement
isotrope, alors dy; = +00 et M est extrémale.

Remarque. Dans une quadrique X, les sous-variétés de Schubert sont les sous-
espaces totalement isotropes, toute sous-variété de Schubert stricte est instable.
Comme dans le cas de I'espace projectif, une sous-variété n’est incluse dans aucune
sous-variété de Schubert instable si et seulement si elle est non dégénérée.

9.3 Grassmannienne

Dans l'article [51] écrit en 1967, Schmidt a proposé d’utiliser le plongement de Plii-
cker pour définir la hauteur d’un sous-espace rationnel, et étudier I’approximation
d’un sous-espace réel x par des sous-espaces rationnels v de diverses dimensions.
Cela s’inscrit bien dans le cadre de ce mémoire : si G = SLy et P le sous-groupe
parabolique stabilisateur du sous-espace Vect{ei,...,e,} dans la représentation
standard, on obtient la grassmannienne des /-plans dans un espace de dimension d
comme quotient

X = Grass(¢,d) ~ P\G.

La hauteur utilisée par Schmidt est alors celle associée a la représentation fon-
damentale A‘R?, la distance est la distance riemannienne usuelle. Cela permet
de définir Pexposant diophantien d’un point 2 € Grass(¢,d). Avec ces définitions,
Schmidt obtient une minoration optimale de l’exposant diophantien d’un point
choisi aléatoirement sur la grassmannienne : pour presque tout z € Grass(¢,d),
B(x) > % + ﬁ. Le théoréme [2.4.5| permet de préciser ce résultat en une égalité
presque stre.

Théoréme 9.3.1. Pour presque tout x € Grass((,d), B(z) = + + .

Pour une variété grassmannienne, le théoréme [3.2.1] analogue du théoréme de
Khintchine, s’écrit plus simplement comme suit.
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Théoréme 9.3.2. Soit X = Grass(¢,d) la variété grassmannienne des sous-espaces
de dimension £ dans un espace de dimension d. Etant donnée une fonction décrois-
sante ¥ : RT — RT on considére l’inégalité

d(w,v) < H(v)" 1~ 77 (H(v)). 9:3)
o Si [[T(u)d=P9e = oo alors (9.3) admet une infinité de solutions v €
X(Q) pour presque tout x € X (R).

o Si floo 1ﬁ(u)£(d*€)d7" < 400, alors (9.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions
v € X(Q) pour presque tout x € X(R).

Remarque. On remarque que l'exposant £(d — ¢) qui apparait dans la condition
d’intégrabilité sur i est égal & la dimension de X. Pour calculer cet exposant, on
peut utiliser le lemme [3.1.2] La somme des racines apparaissant dans le radical
unipotent de P est

pe = Z € — &

1<i<t

0254
(A 01+ o)~ era + ot )
=d(e1 + -+ &) = dws.

L’exposant recherché est donc

o L -

Toute sous-variété de Schubert X,,g dans X = Grass(¢, d) est de la forme
Xpg={zeX|Vi=1,...,d—1, dimzNV; > m,;},

ot {0} =Vp < Vi <--- < Vg =R? est un drapeau total de R? et m; < --- < my
une suite d’entiers naturels. On peut montrer que toute sous-variété de Schubert
distincte de X = Grass(¢,d) est incluse dans un pinceau

Py,={zeX | dmWnz>r} avec r > d — ¢ —dim W,

et qu'une sous-variété de Schubert est instable si et seulement si elle est incluse
dans un pinceau Py, contraignant, i.e. satisfaisant

r !

dmW ~ d’

Les théorémes généraux de ce mémoire impliquent donc les résultats suivants.

Théoréme 9.3.3 (Critére d’extrémalité dans la grassmannienne). Soit M une
sous-variété analytique de Grass(¢,d). Si M n’est incluse dans aucun pinceau contrai-
gnant, alors M est extrémale.

A toute partie M C X, on associe un drapeau rationnel partiel {0} = Vi, <
Vi, < +o» < Vg, < Vy = Q% avec pour chaque k, dim Va, = dji. Pour cela,
on définit V;, comme "unique sous-espace rationnel de dimension maximale qui

maximise la quantité mingeps d’dr?rrfr‘}v, parmi tous les sous-espaces vectoriels V' <

Q?; ensuite Vy, est 1'unique sous-espace rationnel contenant Vy,, de dimension
dim zNV —dim zNVy,
dim V —dy

maximale, et qui maximise minge s , ...etc.
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Théoréme 9.3.4 (Exposant d’une sous-variété algébrique). Soit M une sous-
variété analytique connexe de Grass({,d) dont l’adhérence de Zariski est définie
sur Q, et Vo < Vg, < --- <V le drapeau partiel associé @ M. Pour k =1,...,7,
on note

i dp — g

= mindimzNVy, et cp=—— + .
- Y L

Pour presque tout x dans M,

ol

Z ik — k=1 ik — k=1 dk — dk—1 — ik +ik—1) _ 0(d — ) = (e — cp—1)?
MW= g e T d—0 d 2 dp—diy
En particulier, M est extrémale si, et seulement si, M n’est incluse dans aucun
pinceau rationnel contraignant.

Démonstration. Nous donnerons une démonstration directe dans [15]. Ici nous re-
marquons seulement que ce théoréme est un cas particulier du théoréme [8.3.1]; il
suffit de voir que le drapeau partiel {0} < Vg, < .-+ < Vg, s’identifie a la va-
riété de Schubert X,,vps contenant M, et de faire le calcul explicite de la quantité
(X", pa— (Y™)). Les détails sont laissés au lecteur. Pour vérifier 1’égalité entre les
deux formules pour vy, il suffit d’observer que

, ¢ £d—+¢
'Lk:adk_%ﬁc,
et donc
i —ik—1 ik —ik—1 dp —dp—1 — ik +ip—1 ! Ch — Ch1
- =——(1-——F+—(d-¢ —Cr_1).
dy, — dr—1 l d—7 ) d( dk_dk—l( ) (ck—cr-1)

L’égalité souhaitée s’en déduit en sommant sur k, et en observant que 0 = ¢, =
2 k=1 Ck ~ Ch1-

Si M n’est incluse dans aucun pinceau rationnel contraignant, alors le drapeau
associé est le drapeau trivial {0} =V < Vy = Q?, donc vy, = 0 et B(x) = % + ﬁ
pour presque tout x dans M. Réciproquement, s’il existe un pinceau rationnel
contraignant contenant M, alors le drapeau associé & M est non trivial, et la formule
ci-dessus montre donc que 7y,; > 0. Cela implique que M n’est pas extrémale. [

Dans son article [51], aprés avoir obtenu plusieurs encadrements pour I’exposant
diophantien d’un élément = € Grass(¢,d), Schmidt pose notamment le probléme
suivant : déterminer la valeur minimale de S(z) lorsque z varie dans X (R). Il
est possible que cette valeur soit égale a % + ﬁ, valeur presque stre de ((x)
lorsque x est choisi aléatoirement dans X. Nous n’avons pas de preuve de cela pour
I'instant. Cependant, le théoréme ci-dessus permet déja de minorer convenablement
I'exposant de tout point de X (Q). En fait, dans I'écriture X = P\G, le sous-groupe
parabolique est maximal, et le corollaire ci-dessous est donc un cas particulier du
corollaire

Corollaire 9.3.5. Soit X = Grass((,d). Pour tout z € X(Q), B(z) > ++ 7, avec
égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucun pinceau rationnel contraignant.
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Exemple. Soit X = Grass(2,d) la variété des 2-plans dans R?. Dans ce cas,

1 1 1 1 1
tYy .
ar =e€e avec Y:mdlag(7§,7§7m,...,m).

On considére la sous-variété
M={zxeX | dimanV; >1}, ouV;=Vect(e,...,e).

Sik < g, M est un pinceau contraignant. Pour presque tout x dans M,

1
e = Jim elanse)
. 1 d—2k k 1 d-2k 1 d-—2k
= diag(——

1d—2
k2d—2)""" k2(d—2)d—k2(d—2)"" " d—k2(d—2)

).

En fait, si w est une matrice de permutation telle que w=1{1,2} = {k,d} (cela
détermine un élément de Wp), alors

M = PwB.

On vérifie sans peine que coo = pa— (V™). Dailleurs, 0, = [1,d — 1] \ {k} et si
Too © @ — a est la projection sur (), a;t (I'espace des fonctions dont le seul
point angulaire est en k), alors coo = pe- (Y?) = 7o (Y™).

La hauteur associée au plongement de Pliicker correspond au plus haut poids
X = €1+ €2, et X = €y-1(1) + Ew-1(2) = €k + €q. Par conséquent, pour presque
tout z € M,

_ o w1 d—2k 1 d—2k (d - 2k)
(@) = (X", oo (Y )>__§2(d—2) +d—l¢2(d—2) T 2(d—2)k(d— k)’
et B 1 1 1
P =G+ T2

Dans cet exemple, le sous-groupe @Qps est égal au stabilisateur de V; dans la
représentation standard. Si Vo = Vect(eg41,-..,eq), on peut identifier le facteur
de Levi de Qar & Ly = GL(V1) x GL(Va). La représentation V, se décompose en
irréductibles pour Ly, de la facon suivante :

Ve =NV @ Vi@ Ve ® A V.

La représentation irréductible contenant we, = ep Aeq est V1 ® Vo. Gréce a la
base (e; A ej)1<i<kk+1<j<d, on calcule facilement le taux de contraction de Vi A V5
par ay’ = eV

2 1 1 1 1
5 (k=1)(d—k—1)+ (=5 =) (b=1)+ (=5 + =) [d—k—1)—1 =

(d — 2k)?
C2(d—2)

Comme dim V; ® Vo = k(d — k), on trouve bien la méme valeur que ci-dessus pour
Vx ().
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9.4 Variété des drapeaux dans R?

Drapeaux dans R>.

Ici G = SL3 et P est le sous-groupe parabolique minimal constitué des matrices
triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie & I’ensemble des
drapeaux dans R3 :

X ={z = (x1,22) ; 21 € Grass(1,3), x2 € Grass(2,3), 1 < z2}.

Cette fois, la distance de Carnot-Carathéodory sur X n’est pas riemannienne. Géo-
métriquement, pour se déplacer en partant d’un drapeau x = (1, z2), on s’autorise
a déplacer infinitésimalement x; dans x5, et x5 contenant x; ; cela définit un champ
de plans sur X, et les seuls chemins autorisés sont ceux qui sont tangents & ce champ
de plans.

Le flot diagonal est donné par I’élément Y = diag(1,0,—1). Les éléments I,
(1,2) et (2,3) du groupe de Weyl S5 donnent les variétés de Schubert instables.
Dire qu’une M est incluse dans une cellule instable revient donc a dire que tous les
éléments de M ont la méme droite, ou le méme plan.

Les autres sous-variétés de Schubert sont stables. Par exemple, la variété M =
{(z1,22) | z2 > e1} est extrémale quel que soit le choix de hauteur sur X (Q).

D’aprés le corollaire si X est munie de la hauteur anti-canonique, alors

Ve e X(Q), By(r) > py(X),

avec égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucune sous-variété de Schubert
rationnelle instable. En fait, pour la variété X des drapeaux dans R3, ce résultat
est encore valable quelle que soit la hauteur H, sur X.

Drapeaux dans R*.

Cette fois, G = SL4 et P = B est le sous-groupe parabolique minimal constitué
des matrices triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie a
I’ensemble des drapeaux dans R* :

X ={z = (v1,22,23) ; 11 < x2 < x3, z; € Grass(i,4), i =1,2,3}.

C’est une variété de dimension 6, et la distance de Carnot-Carathéodory sur X est
déterminée par un champ de 3-plans : au voisinage de (x1,z2,23), on s’autorise a
déplacer infinitésimalement x; dans x5, xo contenant x; et a 'intérieur de z3, et
x3 contenant xs.

Le flot diagonal (a;) est donné par I’élément

1
Y = 3 diag(-3,-1,1,3).

En écrivant la liste des Y, pour w € Sy on vérifie que

1. Siw~1(4) = 4, tous les éléments de M = BwB ont le méme hyperplan, et M
est instable.

2. Si w™1(4) = 3, il existe un plan p tel que pour tout (xy,xs,x3) dans M =
BwB, p C x3. La variété M est instable sauf si w=!: (1,2,3,4) — (4,2,1,3).



9.4. VARIETE DES DRAPEAUX DANS RP 119

3. Si w~1(4) = 2, il existe une droite d tel que pour tout (1, s, r3) dans M =
BwB, d C x3. La variété M est instable sauf si w1 :(1,2,3,4) — (4,3,1,2)
(aucune autre contrainte) ou w=! : (1,2,3,4) — (3,4,1,2) (on impose en
outre qu’il existe un hyperplan A tel que pour tout x dans M, z1 C h.)

4. Si w=(4) = 1, il n’y a pas de contrainte sur x3, et M = BwB n’est pas
instable, sauf pour w=! : (1,2,3,4) — (2,3,4,1) et w=! : (1,2,3,4) —
(3,2,4,1).

Le corollaire [5.3.3] montre que si X est munie de la hauteur anti-canonique,

alors tout point x € X (Q) vérifie 8, (z) > B, (X). Cela cependant n’est pas vrai en
général, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple (Des points trés mal approchables). Pour certains choix de hauteur sur
la variété X des drapeaux dans R?, il peut exister un point algébrique moins bien
approchable qu’un point générique. On choisit un point x tel que (e1, ez, eq) soit
stable par a;x, et générique pour le reste. En d’autres termes, pour un élément p

algébrique générique de P(Q),

0 0 0 1 * ok x %
01 0 0 ¥ % k%
oo 1 o[l P oo o0
1 0 0 0 x ok x %k

Le sous-espace (e, ea, e4) est semi-stable, contracté globablement par e~ 2, donc les
trois premiers minima successifs de a;xZ* sont atteints dans (e1, €2, e4), de longueur
approximativement e~ 6. Le dernier minimum est donc de longueur e%. On choisit
alors le poids x induit par la représentation de plus haut poids (k + 2)e1 + (k +
1)eg + kes, avec k suffisamment grand. Cela correspond au diagramme de Young
de longueurs (k+2,k+ 1, k), ou en termes de poids fondamentaux : wy + ws + kws.
Le vecteur e, est donné par le tableau rempli avec des 1 sur la premiére ligne, des
2 sur la deuxiéme, et des 3 sur la troisiéme.

Les premiers minima successifs de a;xV(Z) sont atteints avec des tableaux
. R N _ (Bk+3)t . .
contenant seulement (1,2,4); il valent & peu prés e~ s . Ensuite viennent ceux

qui contiennent une occurrence de 3, puis deux occurrences de 3, ...etc. Mais pour
avoir une projection positive sur ey, il faut au moins £ occurrences de 3, et alors la

o t_ t 3yt s .
norme du vecteur est minorée par ez~ (k35 = ¢(k=3)5 Dés que k > 3, on voit
que 7y (asx) tend vers I'infini a vitesse exponentielle, ce qui montre que 7, (x) < 0,
et donc By (z) < By (X).

Remarque. On peut méme donner un exemple pour la variété X des drapeaux
dans R3, si I'on autorise une quasi-distance différente de la distance de Carnot-
Carthéodory. A une petite perturbation prés de a; et y, pour que P soit bien le
sous-groupe de Borel, 'exemple est le suivant : a; = diag(e =2, et et), et = est tel
que (e1,e3) est stable par a;x. Les deux premiers minima successifs de a;xZ? sont
atteints dans (e, e3), et de longueur e 3 ; le troisiéme est de longueur e’.

On choisit le poids x donné par €7 + €2, ce qui correspond & la représentation
AZR3. On a alors ey = €1 A\ ez. Le premier minimum de a;x A2 Z3 est de longueur
e~! mais sa projection sur e, est nulle. Les deux suivants sont de longueur s, et

cela montre bien que r, (a;z) tend vers I'infini & vitesse exponentielle.
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Chapitre 10

Conclusion

Nous concluons ce mémoire par quelques problémes ouverts qui nous semblent
mériter d’étre mentionnés.

Valeur minimale de I’exposant. Soit X = P\G une variété de drapeaux munie
de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle et de la hauteur induite par un poids
dominant x.

e Si x est choisi de sorte que X est munie de la hauteur anti-canonique, a-
t-on, pour tout € X(Q), B(z) > B(X)? D’aprés le théoréme cela
reviendrait & dire que dans ce cas, on a toujours (x*, p,— (Y™)) <0, quel que
soit w € Wp. Nous avons vu aux corollaires [5.3.2 et [5.3.3] que cette inégalité
est valable lorsque X est de rang 1 ou lorsque G est déployé et P minimal.

e Déterminer inf,c x(r) By (7). Y a-t-il une égalité

inf z) = inf x)?
Bl = it ()

Par exemple, pour la grassmannienne X = Grass(¢, d), a-t-on, pour tout z,
B(x) > % + dif 7

Meétrique riemannienne. Soit X une variété de drapeaux rationnelle. Lorsque
X est munie d’une distance riemannienne, peut-on montrer des résultats analogues
a ceux établis dans ce mémoire pour la métrique de Carnot-Carathéodory ?

Autres variétés algébriques. Soit X une variété algébrique irréductible X définie
sur Q, munie d’'une distance et d’une hauteur, ce qui permet de définir ’exposant
diophantien 8(x) d’un point = dans X (R). L’exposant diophantien est-il constant
presque stirement sur X (R)? Peut-on calculer sa valeur? Plus généralement, en
dehors des variétés de drapeaux, pour quelles variétés algébriques peut-on obtenir
une théorie de 'approximation diophantienne intrinséque satisfaisante ?
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