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Résumé

Nous montrons la propriété du trou spectral pour la famille des graphes
de Cayley obtenus par réduction modulo ¢ d’un sous-groupe de SL4(Z)
dont 'adhérence de Zariski est un groupe algébrique absolument simple.
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Introduction

Dans SL4(Z), on considére un sous-groupe I', dont on note  I'adhérence
dans le groupe profini SLd(Z) des matrices de déterminant 1 a coefficients dans
I’anneau profini Z=1lmZ /qZ. Le groupe 2 est un groupe topologique compact,
que 'on munit naturellement de sa probabilité de Haar, notée mgq. On s’intéresse

a I'action de I' sur I'espace L?(Q2) définie par
Vgel, VfeL*(Q), Vo e Q, Tyf(x) = flg~'x). (1)

Comme I est dense dans (2, toute fonction I'-invariante dans L?(€2) est constante ;
on dit que l'action I' ~ © est ergodique. De maniére équivalente, dans I’espace

Li(Q) = {£ e L*(Q) | /dimg =0},

le groupe I' n’a pas de vecteur invariant non nul. Nous dirons que 'action I' ~ €2
a un trou spectral si I n’a pas de vecteur presque invariant dans LZ(Q), i.e. s’il
existe une constante € > 0 et une partie finie S C I tels que

Ve L§(Q), g€ S, |Tyf — fllz 2 ellfll2-

Cette propriété implique bien str Iergodicité de 'action, mais est en fait stric-
tement plus forte. Le but principal de cet article est de relier la propriété analy-
tique du trou spectral aux propriétés algébriques de 'adhérence de Zariski de T’
dans SL4. Dans la suite, nous dirons qu’un groupe algébrique G est simple si sa
composante neutre G est non commutative et ne contient aucun sous-groupe
algébrique distingué connexe non trivial ; cela équivaut a dire que ’action ad-
jointe de G sur son algébre de Lie est non triviale et irréductible sur C. Nous
démontrerons le théoréme suivant.

Théoréme 1 (Propriété du trou spectral). Soit T' un sous-groupe de SL4(Z) et
Q son adhérence dans SLy(Z). Supposons que l'adhérence de Zariski de T soit
un groupe algébrique simple, alors 'action de I' sur  admet un trou spectral.

De fagon plus concréte, on peut comprendre cet énoncé en termes des graphes
de Cayley des projections de I' modulo ¢, ou g est un entier naturel non nul.
Pour cela, rappelons qu’une famille de graphes finis (G;)qen+ est dite famille
d’expanseurs s’il existe une constante ¢ > 0 tels que pour tout ¢ € N*, pour
toute partie X C G, telle que | X| < %, on ait

0X] = ¢ X|

oudX ={yeG,\ X |3IreX, v+ y} est la frontiére de X dans le graphe
G,4- On renvoie au livre de Lubotzky [27] pour une introduction a la théorie des
graphes expanseurs. Ci-dessous, on note m,: SL4(Z) — SL4(Z/gZ) la réduction
modulo g. Le théoréme [1| est équivalent & ’énoncé suivant.

Théoréme 2 (Graphes de Cayley expanseurs). Soit S une partie symétrique
finie de SL4(Z) et T le sous-groupe engendré par S. On suppose que l’adhérence
de Zariski de I' dans SLg est un groupe simple. Alors, la famille de graphes de
Cayley G(mq(T), my(S))gen~ forme une famille d’expanseurs.



Un corollaire notable de ce théoréme est une borne logarithmique sur le
diameétre de ces graphes de Cayley.

Corollaire 3 (Diamétre des graphes de Cayley). Sous les hypothéses du théo-
reme[d, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout q € N*,

diam G(my(I"), m4(S)) < C'logg.

On peut enfin voir le théoréme [I| comme une propriété forte d’équidistribu-
tion des marches aléatoires sur {2 engendrées par des éléments de I'. Soit x4 une
probabilité dont le support engendre le groupe I'. On s’intéresse a la marche
aléatoire (2, )p>1 sur € définie par

Vn>1, xp=gn...91,

ol (gn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi p sur I'. Si p est symétrique cette marche aléatoire (xy,)n>1
converge en loi vers la mesure de Haar sur €2 :

Vfe W), ILm E[f(zn)] = / f(z)dmgq(x).
n oo Q
Pour g € Q, Vopérateur T}, sur Pespace L?() a été défini en ci-dessus.
Plus généralement, on définit I’opérateur de convolution associé & la probabilité
u par la formule

TM:/ngM<g)7
Q

et on note TB sa restriction au sous-espace LZ(Q) des fonctions de moyenne
nulle. Le résultat d’équidistribution mentionné ci-dessus montre que la suite
d’opérateurs ((7)))")n>1 converge simplement vers 0. Dire que I'action I' ~ ©
admet un trou spectral revient a dire que cette convergence a lieu & vitesse
exponentielle.

Théoréme 4 (Rayon spectral des marches aléatoires). Soit p une probabilité
symétrique sur SLg(Z), T le sous-groupe engendré par le support de u, et Q
ladhérence de I' dans SLd(i). Si Uadhérence de Zariski de I' dans SLg est
simple, alors

1T2llop < 1.

Il n’est pas difficile de montrer que les trois théorémes énoncés ci-dessus sont
équivalents. Le but du présent article est de donner une démonstration de ces
théorémes. Nous commencerons par montrer le théoréme @] avant d’en déduire
les théorémes [l et

Pour la démonstration, nous suivrons la stratégie proposée par Bourgain et
Varja [16] dans le cas ou 'adhérence de Zariski de I" est égale a SLy tout entier.
Cette approche se fonde d’ailleurs sur la méthode développée par Bourgain et
Gamburd dans la série d’articles [IT], 14} 12} 10} [13] pour montrer la propriété du
trou spectral dans certains groupes compacts simples. La méthode de Bourgain
et Gamburd consiste & ramener la propriété du trou spectral & une propriété
d’expansion combinatoire dans les groupes. Dans leur premier article [12] sur le
sujet, dédié a I’étude des familles de graphes de Cayley de SLy(Z/pZ) obtenus



par projection modulo un nombre premier p d’un systéme de générateurs fixé
dans SLo(Z), cette propriété combinatoire provenait des travaux de Helfgott
[23]. Pour nous, le résultat prend la forme de la proposition suivante. Ci-dessous,
stant donné un ensemble A constitué de matrices a coefficients dans Z et un
entier ¢ € N*, on note N (A, ¢) le cardinal de la projection de A modulo g.

Proposition 5. Soit u une probabilité symétrique a support fini sur SLqy(Z). On
suppose que l’'adhérence de Zariski du sous-groupe I' engendré par le support de
1 est simple, connexe, et simplement connexe. Alors, pour tout T > 0, il existe
deuz constantes € > 0 et C' > 1 telles que pour tout ¢ € N* suffisamment grand,
pour tout n > Clogq, et toute partie symétrique A C Q, si u**(A) > q~¢, alors
Uensemble produit lIcA = {ay...a¢ | a1,...,ac € A} vérifie

N(IIcA,q) > ¢"TN(Q,q).

Cette proposition constitue le coeur de l'article. Sa démonstration suit la
stratégie introduite par Bourgain et Varju [16], et utilise les résultats d’équidis-
tribution quantitative des marches aléatoires linéaires sur le tore dis & Bourgain,
Furman, Lindenstrauss et Mozes [9], que nous avons généralisés récemment dans
[22]. Donnons-en briévement 1'idée générale, sans tenir compte des subtilités
techniques. Notons G l'adhérence de Zariski de T', et g son algebre de Lie, sur
laquelle G agit naturellement par I’action adjointe. Comme I est inclus dans les
points entiers de G, il préserve un réseau rationnel g(Z) dans g(R), et agit donc
par automorphismes linéaires sur le tore g(R)/g(Z). La premiére étape de notre
démonstration, détaillée dans la partie 3| consiste a appliquer I’équidistribution
quantitative d’une marche aléatoire associée a p sur le tore g(R)/g(Z). On en
déduit que sous les hypotheéses de la proposition, si X est un élément quelconque
de g(Z) et D le plus grand diviseur commun a toutes les coordonnées de X, alors

N(Sc(AdA)X, q) > ¢~ 9@ (%)dlmG,
o Lo(Ad A)X désigne 'ensemble des éléments qui s’écrivent comme somme
d’au plus C éléments de (Ad A)X, et C > 0 est une constante dépendant de
. Ensuite, on utilise 'application exponentielle et la formule de Campbell-
Hausdorff pour déduire de cela que si g = e, alors 'ensemble produit ITo¢(A)-g,
ot t(a) - g = aga™!, vérifie

—€

q
Nllc(A)-9.9) 2 Fame

Pour exploiter cette inégalité, on construira dans la partie 4 un élément g = eX
dans un ensemble produit A dont le plus grand commun diviseur D est aussi
petit que possible. Malheureusement, 1’exponentielle modulo ¢ n’est pas définie
sur g(Z/qZ) mais seulement sur les vecteurs divisibles par 2r, ou r désigne le
radical de ¢, produit des diviseurs premiers de ¢, donc on ne peut appliquer
l'inégalité ci-dessus qu’a un élément g = eX qui appartient au sous-groupe de
congruence )5, des éléments g dans (2 tels que g—1 est divisible par 2r. Par suite,
cette méthode permet seulement d’engendrer le sous-groupe {2s,.. Pour obtenir
le groupe €2 tout entier, il faut exploiter les travaux de Salehi Golsefidy et Varju
[30] sur I'expansion modulo les entiers sans facteurs carrés. Les conséquences
importantes de leurs résultats sont expliquées dans la partie[2] et la combinaison



précise de ces théorémes avec les observations ci-dessus basées sur I’exponentielle
est donnée a la partie [4

L’article est divisé en quatre parties. Dans la premiére, nous rappelons &
grands traits I’argument de Bourgain et Gamburd pour déduire les théorémes|1]
[ et [ de la proposition [5] La deuxiéme partie est consacrée aux résultats de
Salehi Golsefidy et Varja [30] et a certaines de leurs conséquences, nécessaires
pour la suite de la démonstration. Dans la troisiéme partie, nous énoncons le
théoréeme d’équidistribution quantitative des marches aléatoires linéaires sur le
tore, et I’appliquons & I’étude du phénomeéne d’expansion dans le groupe ).
La quatriéme et derniére partie termine la démonstration de la proposition [f];
il s’agit de combiner astucieusement les résultats des deux parties précédentes
pour construire & partir de produits d’éléments de A un élément qui satisfasse
de bonnes propriétés de congruence.

Pour rendre l'article plus accessible, nous avons ajouté trois appendices. Le
premier résume certains résultats importants das a Matthews, Vaserstein et
Weisfeiler [28] et a Nori [29] concernant approximation par des points entiers
dans les groupes algébriques simples. Le second donne les propriétés élémen-
taires de l'application exponentielle modulo un entier ¢ € N*. Dans le dernier
appendice, nous démontrons une borne inférieure sur la dimension d’une repré-
sentation unitaire irréductible du groupe profini €2, essentielle pour déduire la
propriété du trou spectral de la proposition

Résumé des notations

— 7 anneau des entiers relatifs, Q corps des nombres rationnels
— %p, Q, complétions respectives de Z et QQ pour la valeur absolue p-adique
— 7= m Z /.qZ ~ Hp Zp complétion proﬁpie de Z
— 1 probabilité symétrique (& support fini) sur SL4(Z)
— T sous-groupe de SL4(Z) engendré par le support de p
— G adhérence de Zariski de I dans SLg R
— Q adhérence de I" dans le groupe profini SLy(Z)
— gl (R) anneau des matrices carrées d x d a coefficients dans ’anneau
R=127Z, Zy, 7, etc.
— q € N*, mq : gly(Z) — gl4(Z/qZ) projection modulo ¢ € N*
7 Qq:{QEQ | me(g) = 1}
— AcCgly(Z), N(A,q) = cardmy(A)
_ AaB - g[d(Z)a
A+B={a+blac A be B}
AB={ablac A be B}

~

— AcCgly(Z), ke N*,
YRA=A+ - -+ A= Vi, a; € A
k 44 {a1 4+ +ar|Vi,a }
k fois
HkA:A~~A:{a1...ak|Vi,aiEA}

k fois

_J 1 sip=2
— 02(p) = { 0 sinon , symbole de Kronecker



o~ ~

— x € gly(Z), p premier, vy(z) valuation p-adique de x dans gl,(Z)
— q=][,p™", de radical r = Hp‘qp

— I ensemble de nombres premiers, q; = [[,c;p™" et =[],/ p
— 0€0,1[, g5 = [T, '™

— Hom(H, S') ensemble des caractéres unitaires dun groupe H

1 La stratégie de Bourgain-Gamburd

Dans cette partie, nous rappelons la stratégie mise au point par Bourgain
et Gamburd pour démontrer la propriété du trou spectral. Cette méthode est
robuste et s’applique aussi bien aux groupes profinis |12} 10} [13, [30, BT} [32]
quaux groupes de Lie compacts [I1], 14) 4]. Pour plus de simplicité, nous res-
treindrons notre attention au cadre présenté dans l'introduction, et qui est celui
du théoréme [ que nous voulons démontrer. Ainsi, dans toute la suite, pu dé-
signe une probabilité symétrique sur SLg(Z), T' le sous-groupe engendré par le
support de pu, et Q P'adhérence de I' dans SLd(i). Nous supposerons en outre
pour commencer que le support de p est fini, et ne léverons cette hypothése
qu’au paragraphe [[.3]

1.1 Aplanissement et trou spectral

La premiére étape de la démonstration du théoréme [4] consiste & montrer
un lemme d’aplanissement pour les puissances de convolution de la mesure pu.
Soit mgq la probabilité de Haar sur Q et L?(£) I'espace L? associé sur Q. La
norme usuelle sur L?(Q) est notée || -||o. Pour chaque ¢ € N*, on considére le
sous-groupe de congruence

Q={9€Q|g=1 modq}

et on note P, = % la suite d’unités approchées obtenue & partir de la
q

famille (24)gen--

Lemme 6 (Lemme d’aplanissement). Il existe une constante C > 1 dépendant
de p telle que pour tout 7 > 0, il existe § > 0 tel que pour tout n > C'loggq,

¥ % Pyll2 = 47,

alors
11527 % Pyllz < q~° | Py 2.

Démonstration. Rappelons qu’étant donné un paramétre K > 1, une partie
A d’un groupe fini H est un sous-groupe K-approximatif si A est symétrique,
contient 1’élément neutre et s’il existe un ensemble X C H fini de cardinal < K
tel que AA C AX. En particulier, si A est un sous-groupe K-approximatif alors

Vk>1, |IAl < KM AL

Grace a une version non commutative du lemme de Balog-Szemerédi-Gowers [35],
Corollary 2.46], les sous-groupes approximatifs d’un groupe fini sont reliés aux
convolutions de mesures via le lemme suivant, qui apparait déja implicitement
dans 'article de Bourgain et Gamburd [12].



Lemme 7. Soit K > 2 un paramétre. Soient v et v’ des mesures de probabilité
sur un groupe fini H. On suppose que

1 1
[vsv/lla > K- w3 1V]13.

Alors il existe un sous-groupe KW -approzimatif A C H tel que
— K %W|p3? < |A] < KOW||v[|3?,
— il existe h € H tel que v(hA) > K*O(l)}
— il existe h' € H tel que v'(AR') > K9,

Pour démontrer le lemme [6 on raisonne par I’absurde en supposant que
172" % Pyllz > ¢ 70 |1*™ * Pyll2,

pour ¢ > 0 arbitrairement petit. D’aprés le lemme [7] ci-dessus, appliqué dans le
groupe fini 2/, & la mesure image de p*” par m,, il existe une partie symétrique
A C Q telle que 74 (A) soit un sous-groupe ¢°)_approximatif et que

/J,*Qn(AA) > q—O(é)

et
N(A,q) < g7 TOON(Q, q).

Rappelons que N (A4, q) désigne le nombre de recouvrement de A par des classes
de Q; autrement dit, N (A, ¢) est le cardinal de la projection de A dans ©/€,.
Soient € > 0 et C' > 1 les constantes données par la proposition [5} de sorte que
si d > 0 est choisi suffisamment petit par rapport a ¢, alors

N(HZCAa Q) > N(Qa Q)li‘r‘
Mais par ailleurs, comme A est un sous-groupe ¢°(®)-approximatif,
N(ITyc A, q) < 7 “IN(A,q) < ¢ TN, g).

Si § est suffisamment petit par rapport a 7/C, cela donne la contradiction
recherchée. O

Une application itérée du lemme d’aplanissement permet alors d’obtenir la
proposition suivante.

Proposition 8. Soit p une probabilité & support fini sur SLy(Z). On suppose
que ladhérence de Zariski du sous-groupe I' engendré par Supp p est simple,
connezxe et simplement connexe. Alors, pour tout T > 0 il existe C > 1 tel que
pour tout n > C'logq,

7" % Pyll2 < g7 (2)

1.2 Multiplicité des représentations et trou spectral

A partir de la proposition |8 la démonstration du théoréme {4 se fait par
un argument d’analyse de Fourier sur le groupe compact 2. On notera QO le
dual unitaire de 2, i.e. I’ensemble des représentations unitaires irréductibles de
Q, a équivalence prés. Comme () est un groupe compact, Q) est constitué de
représentations de dimension finie.



L’ingrédient essentiel de la démonstration est la proposition [J ci-dessous, qui
tire son origine des observations de Frobenius sur les représentations du groupe
SLo(Z/pZ), lorsque p est un nombre premier arbitraire. Lorsque le groupe I" est
dense dans SL; au sens de la topologie de Zariski, sa démonstration est plus
facile, et apparait déja dans [I6], Proof of Theorem 1]. Le résultat général est
sans doute bien connu des spécialistes, mais les différents cas & étudier dans la
démonstration sont éparpillés dans la littérature sur le sujet [25, 3] [I7]. Nous
en donnerons donc une démonstration compléte dans I’appendice [C]
Proposition 9 (Propriété quasi-aléatoire). Soit I' un sous-groupe de SLy4(Z) et
Q ladhérence de T' dans SLd(Z). On suppose que l’adhérence de Zariski de T’
dans SLg est semi-simple, conneze et simplement connexe. Alors, il existe k > 0
tel que pour tout (p,V,) € Q, il existe q € N* tel que

Qq Ckerp et dimV, > kq".

Pour le reste, la démonstration est basée sur la formule de Parseval dans
le groupe compact €. Si (p, V) est une représentation unitaire de 2 et p une
mesure borélienne finie sur Q, on définit un élément p(p) € End(V,) par la
formule

p(p) = /Q p(g) du(g)-

De fagon similaire, si f € L*(£2), on définit

o(f) = / p(9)F(g)dma(g).

Démonstration du théoreme[]}, cas particulier. Pour pouvoir appliquer la pro-
position [9] on se restreint ici au cas particulier ou p est a support fini et ou
I’adhérence de Zariski de I' est un groupe algébrique simple, connexe et sim-
plement connexe. Pour n > 1, la formule de Parseval [I8] §5.3, équation (5.16)]
appliquée & la fonction p*" * P, sur ) s’écrit

7" 5 Pall3 = Y (dim V) ()" p(Po) s,
peQ

ou l'on note ||¢llus = v/Tr(¢*¢) la norme de Hilbert-Schmidt d’un endomor-
phisme ¢ d’un espace de Hilbert. D’aprés la proposition Ol il existe k > 0 tel
que pour tout p € €, il existe ¢ € N* tel que

Qy Ckerp et dimV, > kg".

L’inclusion €, C ker p implique en particulier p(F;) = Idy,.
Alors, d’apres la propositionappliquée avec T = k/b, il existe une constante
C > 1 telle que, pour n = C'logg,

kg (o) s < Nl * Pyll3 < 7

Comme la norme de Hilbert-Schmidt majore la norme d’opérateur sur End V,,
cela implique, avec le fait que p(u) est un opérateur symétrique, pour ¢ suffi-
samment grand,

—r42T _ —37

1 1 1 1 _
lo(llop = llp()"llép < llp(p)"[lfig < K72mg™ 2~ =K 2me?e <e

QR

<1

On en déduit qu’il existe des constantes ¢ > 0 et () > 1 telle pour tout p € Q,



1. ou bien ||p(p)|lop <1 —c¢,
2. ou bien il existe ¢ < Q et Qy C ker p.

La deuxiéme option n’est possible que pour un nombre fini de p € Q, pour
lesquelles on doit avoir |[p(u)[lop < 1 si p est non triviale. Comme [|T}|op =
sup{||p(1t)lop ; p €, p # 1} le théoréme est démontré lorsque adhérence de
Zariski de I" est simplement connexe. O

1.3 La propriété du trou spectral

Nous expliquons maintenant comment déduire le cas général du théoréme [4]
du cas particulier démontré au paragraphe précédent. Comme le reste de cette
partie, 'argument présenté n’est pas nouveau, et apparait déja par exemple dans
Salehi Golsefidy 31, §2.3].

Afin de démontrer le théoréme [ sans 'hypothése de simple connexité, il
est commode de passer par 1’énoncé équivalent du théoréme [I} Pour cela, nous
ferons usage du lemme suivant, tiré du livre de Bekka, de la Harpe et Valette
[3, Proposition G.4.2].

Lemme 10. Soit I' un groupe dénombrable, p une représentation unitaire de I’
et p une probabilité symétrique sur I

1. Si|lp()llop < 1, alors p n'a pas de vecteur presque invariant.

2. Si p na pas de vecteur presque invariant et si le support de p engendre
T, alors lp()llop < 1.

Par ailleurs, nous aurons besoin d’un lemme pour passer du groupe I' &
un sous-groupe d’indice fini, et réciproquement. L’énoncé ci-dessous est tiré de
larticle [I, Lemma 3.3].

Lemme 11. Soit T un sous-groupe de SLq(Z) et Q son adhérence dans SLd(Z).
Soit TV un sous-groupe d’indice fini de T’ et Q' ’adhérence de I dans Q. L’action
I ~ Q' admet un trou spectral, si et seulement si I' ~ Q admet un trou spectral.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme |1 en toute généralité.

Démonstration du théorémelll Notons G I’adhérence de Zariski de I' dans SLg.
Par hypothése, G est simple. Si GG est connexe et simplement connexe, le cas par-
ticulier du théoréme 4| démontré au paragraphe précédent montre que HTS llop <
1 pour toute probabilité symétrique p dont le support est fini et engendre I'.
Avec le lemme [0} cela montre que I' ~ 2 admet un trou spectral.

Si G n’est pas connexe, notons G la composante neutre de G, ' = 'NG° et
Q0 I'adhérence de I'? dans €. Le groupe I'° est un sous-groupe distingué d’indice
fini dans " dont I’adhérence de Zariski est GV. Si G est simplement connexe, ce
qui précéde montre que I'® ~ Q0 admet un trou spectral. Le lemme [11| permet
d’en déduire que I' ~ Q admet un trou spectral. Cela démontre le théoréme
lorsque G est simplement connexe.

Enfin, dans le cas général, soit m: G — G le revétement simplement connexe
de G. Rappelons que 7 est une isogénie. Fixons une Q-représentation fidele
G < SL j dans un groupe linéaire, pour un certain d > 2, et notons

G(Z) = GNSLy(Z).



D’apres Borel [5, théoréme 8.9], les groupes 7(G(Z)) et G(Z) sont commensu-
rables. Posons

' =G(zZ)n=a XI).
L’adhérence de Zariski de I' dans SL g est égale au groupe simplement connexe
G‘, et donc, d’aprés ce qui précede, 'action de [ sur son adhérence Q dans
SL;(Z) admet un trou spectral. En d’autres termes, si ’'on note

I,={gel|g=1 modgq}, ¢ge&N*

alors T a la propriété () par rapport a la famille (T;)4en- : il existe une partie
finie S C T et € > 0 tels que

Vg eN*, Yo e L3(IT/T,), 3g€ S, |p(gv —v] > e|v.

Comme 7 est un morphisme de Q-groupes, pour g € G, les coefficients de 7(g)
sont donnés par des polynomes rationnels en les coefficients de g. Il existe donc
k € N* tel que pour tout ¢ € N*, on ait

7(Tre) C7(M)y={gen(T) | g=1 mod q}.

Par suite, toute représentation de m(T)/7(T'), se reléve en une représentation
de I'/T'yq, et w(I') a la propriété (7) par rapport & la famille de ses sous-groupes

de congruence (7(I')4)gen- : il existe une partie finie S C 7(T") et € > 0 tels que
Vg € N, Vv e Lj(n(D)/m(D),), 3g €S, lplg)o—v] = elv].

Cela est équivalent a dire que I'action de 7(T) sur son adhérence dans SLd(Z)
admet un trou spectral. Comme 7(T") est d’indice fini dans T, le lemmepermet
de conclure que l'action de T" sur 2 admet un trou spectral. O

2 Expansion modulo les nombres sans facteur carré

Nous rappelons maintenant la propriété du trou spectral modulo les entiers
sans facteur carré, due a Salehi Golsefidy et Varju [30], et certaines de ses
conséquences, dont nous aurons besoin plus tard.

2.1 Trou spectral et expansion modulo r

Le théoréme suivant est tiré des travaux de Salehi Golsefidy et Varji sur
lexpansion dans les groupes parfaits [30, Theorem 1].

Théoréme 12 (Trou spectral modulo les entiers sans facteur carré). Soit u une
probabilité sur SLq(Z), T le semi-groupe engendré par p, et Q ladhérence de T
dans SLd(z). On suppose que l’adhérence de Zariski de T est parfaite. Alors
Uaction du groupe I' sur 1'&19/9,«, r parcourant I’ensemble des entiers naturels
sans facteur carré, admet un trou spectral.

Cette propriété d’expansion nous sera utile sous la forme de la proposition
suivante, que nous associerons ensuite aux résultats de la partie[3|pour obtenir le
théoréme de trou spectral annoncé dans l'introduction. Pour pouvoir utiliser les
résultats de 'approximation forte rappelés dans 'appendice[A] nous supposerons
toujours dans la suite que ’adhérence de Zariski de I' est simple, connexe et
simplement connexe.
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Proposition 13. Soit u une probabilité sur SLqy(Z) et T' le semi-groupe engen-
dré par . On suppose que l'adhérence de Zariski de T' est simple, connexe et
simplement conneze. Etant donné e > 0, il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que
l’énoncé suivant soit vérifié pour tout entier sans facteur carré r suffisamment
grand et tout ¢ > r. Soit A C T tel que p*™(A) > ¢~¢, oun > Clogq. Il existe
un entier r'|r tel que v’ > q~=°r et

Tt (HcA) = Q/Qw.

Nous reprenons essentiellement la démonstration de Bourgain et Varja [16]
Proposition 3]. Commengons par un lemme qui est une conséquence facile de la
propriété du trou spectral.

Lemme 14. Sous les hypotheses de la proposition[13, il existe une constante C
telle que pour tout n > C'logr et toute partie A satisfaisant p*™(A) > q~¢, on
a

|- (A)] > ¢ °[Q: Q,].

Démonstration. D’aprés le théoreme[I2et la caractérisation du trou spectral [I0]
il existe ¢ > 0 tel que

]_Q/Q ]-Q/Q —
() (") = = < || (™) - | <een
Q]| Q]
Le lemme est alors immédiat avec C = 1/c. O

Pour la démonstration de la proposition [I3] nous aurons aussi besoin d’un
résultat de Gowers [2I]. Etant donné un groupe fini H, nous notons m(H) le
degré minimal d’une représentation linéaire complexe non triviale.

Lemme 15. Soient Ay, Aa, Ag trois parties d’un groupe fini H. Si|Ay||Az||As| >

TP Glors Ay As Ay = H
W,0,0TS 1A92A3 — .

Nous admettons ce lemme. Sa démonstration est une simple application de la
formule de Plancherel pour le groupe fini H ; le lecteur est renvoyé a Gowers [21],
Theorem 3.3] pour plus de détails.

Démonstration de la proposition [13 Ecrivons r = [T~ pi. Par le lemme chi-
nois, le groupe WT(SLd(Z)) = SL4(Z/rZ) sidentifie & [];", SL4(Z/p;Z). Nous
verrons donc 7,.(2) comme une partie de ce produit, et écrirons un élément
g € () en coordonnées

g:(gla"'vgm) giGQ/QPi'

Le procédé de régularisation expliqué dans Bourgain-Gamburd-Sarnak [15, Lemma
5.2] permet de construire une partie A’ C 7,.(A) et des constantes K;, i =
1,...,m telles que pour chaque 7, pour tout g € A’,

‘{'T € Q/sz | (glv s 7gi—1ax) € Trpl---Pi,(A/) }| =K;

et

2 4)|
Al = Kz > m |7T7“( .
41 };[1 12, 2log[€2 : €2y, ]
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Cela se fait par induction rétrograde. Tout d’abord, par le principe des tiroirs,
on choisit 1 < K,,, < [ : Q, ]et A, C 7,(A) tel que |Ap| > %

SfPm
en restreignant les m — 1 premiéres coordonnées de sorte que pour tout g =

(g1,---,9m) dans A,

Km S |{x € Q/QPNL | (917 te 7gm_1’x) € WT(A)}‘ S 2Km

Donc on peut choisir une sous-partie A, C A, avec |A! | > % pour que
toutes les fibres de la derniére coordonnée aient le méme cardinal : pour tout
g= (917~-->9m) € A;qm

{z € /Y, | (g1, gm—1,7) € AL} = K.

’
|4,

0 et

De méme, on choisit K,,—1 et A1 C AL, tel que |Apm—_1] > Toa] ]
Pm—1

pour tout g = (g1,...,9m) dans A,, 1,
Kmfl < |{1’ € Q/me—l | (glv B agm*va) € ﬂ—plvam—l(A’/rn)}I < 2Kmfla

puis A}, _; C A,,—1 tel que pour tout g = (g1,...,9m) € A}

m—1»

|{l‘ € Q/me—l | (91; s agm72a$) € 7TP1~~Pm71( ;n71>}| = Kpm-1.

Aprés m étapes, ce procédé nous permet d’obtenir un ensemble A’ = A} qui
satisfait les conditions requises. Au vu du lemme [I4] et du lemme [A-4] si 7 est

assez grand,
m

m
HKi >r g e[Q:Q,] > ¢ H Q]
i=1

i=1

La proposition [9 donne P'existence de k > 0 tel que pour tout nombre premier
p suffisamment grand, m(2/€Q,) > p”. Posons
I={ie{l,...om} | K;>p;"?[0:9,]}

et

r’ = Hpi.

i€l

Pour ¢ € I, on majore K; < p;H/S[Q : Q,,], tandis que pour i € I, on a toujours
K; <[Q:Q,,], et par conséquent :

. m m N\ —k/3 m
i=1 i=1 i=1
Alinsi, pourvu que € < kep/9,
T 9e
- <qr <q*°.
Pour i € {0,...,m — 1}, notons r{ = [[;c(1, . ;ynr pj €t montrons par récur-
rence sur ¢ que
mr (M3 A') = Q/Q,. 3)
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Le résultat est trivial pour ¢ = 0. Supposons donc le résultat connu pour i —1 €
{0,...,m—1}.Sii ¢ I,iln’y arien a démontrer, car r; = r,_,. Sinon r, = r}_,p;
et on dispose d’un morphisme injectif

(Wré,lvﬂpi): Q/QT; — Q/QTL1 X Q/Qpi.
11 suffit de montrer que pour tout h € Q/ Q|
(5t ({h}) NTI3A") = Q/9,,. (4)

Or, par hypothése de récurrence il existe g1, g2, g3 € A’ tel que h = T (919293)-
Par construction de A’, les trois parties

Bj={geA |m (9)=mn_ (95)}, 7=12,3,
vérifient |m,,(B;)| > K;, et donc, vu le choix de I,

Q29 )°

71 (Bl (Bo)l s (Ba)| > e

D’apres le lemme cela implique 7, (B1 B2 B3) = /€. Comme 7, (B1B2B3) =
h, cela termine la démonstration de et ainsi celle de (3)). O]

2.2 Points dans ,/Q,:

Nous réunissons ici plusieurs lemmes qui nous serviront plus tard & construire
des éléments non triviaux dans les quotients €2,/€),,2. Dans tout le paragraphe,
I’ désigne un sous-groupe de SL4(Z) dont 'adhérence de Zariski G dans SLy4
est simple, connexe, et simplement connexe. On note encore ) I’adhérence de T’
dans le groupe profini SL4(Z), et pour tout ¢ € N*,

Q={9€Q|g=1 mod g}
Enfin, la projection modulo ¢ sera notée m,: Q@ — Q/Q,.

Lemme 16. Pour tout nombre premier p suffisamment grand, la suite exacte
1= Q,/Q2 = Q/Qe = Q/Q, =1
n’est pas scindée.

Démonstration. Supposons p > 2d et montrons que pour tout g € Q, si m,(g)
est d’ordre p dans Q/Q,, alors my2(g) est d’ordre p? dans /2.

En effet, sim,(g) est d’ordre p alors g s'écrit g = 14+u avec u € gl (Z) vérifiant
u? =0 mod p. La matrice m,(u) est un élément nilpotent de gl;(Z/pZ), donc
u? =0 mod p, et par suite, u>¢ =0 mod p?. Soit £ > 1 minimal tel que v* =
mod p. Comme p divise (’lf) pour 1 < ¢ < pet qu’en outre p > 2d > k, la formule
du binéme de Newton nous donne

g’ =1+pu+ <§>u2+-~-+ <kp 1)uk_1 mod p2.
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Mais

L/p\ 5 17 p -1\ ke
(u+p(2>u + +p<k:—1>u ) =u"""#0 mod p.

1 1
ut = (P24 =7 w1 #£0 mod p
p\2 p\k—1

et ¢ # 1 mod p?. Par la formule du binéme & nouveau, ng =1 mod p?. Cela
montre que 7,2(g) est d’ordre p? dans /€.

Pour p suffisamment grand, on sait par le lemme que le groupe Q/Q,
contient des éléments d’ordre p. On en déduit que 7,: Q/Q,2 — Q/Q, n’admet
pas de section dans la catégorie des groupes. O

Donc

Nous montrons maintenant une version quantitative de 1’énoncé : si ¢ est
une section ensembliste de la suite exacte du lemme alors on doit avoir
Y(zy) # ¥(z)(y) pour la plupart des couples (z,y) d’éléments de /.

Lemme 17. 1l existe o > 0 dépendant seulement de I' tel que l’assertion sui-
vante soit vraie. Soit v € N* un entier sans facteur carré dont les facteurs pre-
miers sont tous assez grands. Soit p un facteur premier de r. Si v: Q/Q, — Q
est une section ensembliste de 7., i.e. m. o =Idg/q,, alors l’événement

Y(wy) = ¢(2)d(y) mod p?

est de probabilité au plus p~7 lorsque x ety sont deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi uniforme sur /..

Démonstration. On suppose que tous les facteurs premiers de r sont suffisam-
ment grands, si bien que Q2/Q, = Hp‘r 2/, d’aprés le lemme Fixons un
facteur premier p de r. Ecrivons r = ps et identifions /9, a4 Q/ Q, xQ/Q,. Pour
chaque xo € Q/Q,, lapplication 1,,: Q/Q, — Q/Q,> définie par V., (x1) =
Tp2 0 (1, x2) est une section de la projection m,: /€2 — Q/Q,. Notons v,
la mesure image de la probabilité uniforme sur 2/, par l'application .
Observons que pour tout x5 € /Q;
1

[Vasll2 = [€2: Qp] 2. ()

Observons aussi que pour tout couple (x2,y2) € Q/Qs x Q/Qs,

card{ (z1,11) € Q/Q X Q/Q, | (21, 22)Y(y1,y2) = P(T1y1, 72y2) mod p* }
=card{ (z1,91) € Q/Q X Q/Qp | oy (21)0y, (Y1) = Vapyo (2191) }

3
:[Q : Qp] <V12 * Vy27V$2y2>

de sorte que

Plp(ay) = (@yp(y) mod )= ol S ).

Q0,2
(z2,y2)€Q/Qs X/ Qs

Supposons par 'absurde que cette probabilité soit supérieure & p~?. Alors il
existe (x2,y2) € Q/Qs x 2/Q; tel que

p—a S [Q : QP]<V«"E2 * Vyzv”my2>-
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et ,

i 1
||V£I?2 * Vy2||2 > p_g||7/962||22 ||V?/2H2z

Avec le lemme [7] cela donne un sous-groupe p®(?)-approximatif A C Q /Qp2 et
un élément h € Q/Q,2 tel que vy, (hA) > p~O) et

Al < OOy llz* = p2 @[22 Q). (6)

Il s’ensuit que

|mp(A)]

] = () (Wb A)) = vy (hA) 2 p~O.

Pour p assez grand, Q/Q, = G(Z/pZ) par le théoréme Donc, par le
théoréme m(Q/Q,) > ”%1. On peut alors choisir ¢ suffisamment petit
pour pouvoir appliquer le lemme [15|& 7,(A) C ©/€,. On obtient

(T3 A) = Q/Q,.

Soit ¢: /€, — II3A une section de m,. D’aprés le lemme il existe x1,y; €
Q/Q, tels que ¢(x1y1) # P(x1)d(y1), et 'élément

z=¢(z1y1)d(y1) (1) € A

vérifie alors
z €, /02 \ {1}.

Considérons 'action de IT3 A sur €,,/€Q,2 par conjugaison. D’aprés le lemme
I’ensemble
B=1{aza ' |acT3A}

est égal & l'orbite de z sous 'action de /€2, et de plus z n’est pas un point fixe.
Ainsi, le stabilisateur de z est un sous-groupe propre donc d’indice au moins
prl d’aprés le corollaire On en déduit que |B| > 712;1. En remarquant que
B C (II15A) Nker mp, on obtient

-1
M| > BT A)| > |Bl|m,(T4) > Lo=[0: 2,

Si o est choisi suffisamment petit, cela contredit @ et le fait que A est un
sous-groupe p°(?)-approximatif. O

Lemme 18. Pour toute > 0, sir est un entier suffisamment grand sans facteur
carré, et si A est une partie de Q telle que m.(A) = Q/Q,., alors il existe ro|r
T

avec 1o < 1° et z € (II3A) N Q. tel que pour tout facteur premier p de =
2 & Q2.

Démonstration. On peut supposer que tous les facteurs premiers de r sont assez
grands pour que le lemme [I7] soit valable. Soient alors z et y deux variables
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aléatoires indépendantes de loi uniforme sur 2/Q,., et ¥: Q/Q, — A une section
de la projection naturelle Q@ — Q/Q,.. Par le lemme

E[Y (108 D)L {p(ay)—p@)6(y) mod p2}] = Y _(10gp)P[(zy) = (x)¥(y) mod p’]

plr plr

<Y (logp)p~®
plr

< EZ]ng =clogr,

plr

et il doit exister x et y tels que Zp|r(Ing)]l{w(a:y)Ew(w)w(y) mod p2} < €logr.
L’élément 2 = ¢ (zy)y(y) " 1(z) ™! et Uentier ro = H;D|T:Z€Qp2 p vérifient toutes
les conditions requises. O

3 Expansion via la représentation adjointe

Outre les résultats de Salehi Golsefidy et Varju [30] sur la propriété du trou
spectral modulo un entier sans facteur carré, 'ingrédient principal dans la dé-
monstration de la proposition [5] est un résultat d’équidistribution quantitative
des marches aléatoires linéaires sur le tore. Il sera utilisé pour démontrer la pro-

position [I9] ci-dessous, qui sera ensuite appliquée dans la représentation adjointe
de G.

3.1 Représentations linéaires et répartition modulo ¢

Nous considérons une représentation irréductible V' définie sur Q de ’adhé-
rence de Zariski de T', et fixons un réseau rationnel V(Z) dans V stable par
T. Cela est possible, d’aprés Borel [5, Corollaire 7.13], car par hypothése I' C
GNSL4(Z) est inclus dans un sous-groupe arithmétique de G. Pour comprendre
la répartition de la marche aléatoire induite sur V' modulo un entier arbitraire,
nous noterons, pour une partie X C V(Z) et ¢ € N*,

N(X,q) = card my(X),

oumy: V(Z) = V(Z)/qV(Z) est la projection naturelle. Nous utiliserons aussi
les notations usuelles de combinatoire additive : pour un entier C' > 1 et une
partie X C V(Z),

ZCX:X+.'.+X:{U1+”'+UC;ViavieX}a
et pour A C I' et un vecteur v € V,
A-v={a-v; acA}

Enfin, pour ¢ € N* et v € V(Z) on note pged(q, v) le plus grand diviseur commun
entre lentier ¢ et le vecteur v. (Un entier d est dit diviseur de v € V(Z) si
seVv(z).)

Proposition 19 (Action sur une représentation irréductible). Soit p une pro-
babilité sur SLq(Z), T le sous-groupe engendré par p, G l'adhérence de Zariski
de T, et V une Q-représentation non triviale de G. On suppose que :
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1.3>0: [llgl"u(dg) < +o0;
2. G est connexe pour la topologie de Zariski;
3. lalgeébre engendrée par G(R) dans End(V (R)) est égale ¢ End(V (R)).

On note V(Z) un réseau de V(R) stable sous Uaction deT'. Il existe une constante
C > 0 telle que pour tout € > 0 suffisamment petit, [’énoncé suivant soit vérifié
pour tout entier q suffisamment grand.

Soit A C T un ensemble tel que

wm(A)>q ¢ pour un certain n > Cloggq.

Pour tout vecteur non nul v € V(Z),

dim V'
_ q
N A-v,q chs<) .
(Ze ) pged(q,v)

Remarque. L’hypothése que G(R) engendre End(V) implique en particulier
que T agit irréductiblement sur V(R). Cependant, la réciproque n’est pas vraie,
comme le montre I'exemple de SLg/2(Z[i]), qui agit irréductiblement sur RY ~
C%/2. De plus, cette proposition est fausse en général si 'on suppose seulement
que V(R) est irréductible.

Pour la démonstration de cette proposition, nous aurons besoin du théoréme
d’équidistribution quantitative des marches aléatoires linéaires sur le tore, que
nous rappelons ci-dessous. Avec une hypothése supplémentaire de proximalité,
ce résultat est di & Bourgain, Furman, Lindenstrauss et Mozes [9] ; les modifica-
tions nécessaires a leur démonstration pour lever cette hypothése sont détaillées
dans [22], d’ou est tiré 1'énoncé ci-dessous. Dans la suite, étant donné un entier
d > 2, on note T = Rd/Zd le tore de dimension d. Si v est une mesure boré-
lienne finie sur T¢, ses coefficients de Fourier sont indexés par a € Z%, et donnés
par la formule

v(a) = / e2maT)y (d).
Td

Théoréme 20 (Equirépartition des marches aléatoires sur T%). Soit u une
probabilité sur SLy(Z), T le sous-groupe engendré par le support de u, et Ay le
premier exposant de Liapounoff de p. On suppose que

1.3n>0: [lgl"u(dg) < +oo;

2. T agit irréductiblement sur R ;

3. l'adhérence de Zariski de I" est connexe.

Pour tout A €]0, \1[, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout t € ]0, L[

2
et tout x € T, s'il existe a € Z4\ {0} tel que
el

|umx(a)| >t aveanClogT,

alors il existe € N et o’ € (%Zd/Zd) tels que

c
q< ('f”) et d(z,z') <e M.
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Ce théoréme implique une décroissance de Fourier pour les marches aléatoires
dont le point de départ est rationnel, et c’est sous cette forme qu’il nous sera
utile. Le corollaire suivant et sa démonstration sont tirés de I'article de Bourgain
et Varju [16, Lemma 7].

Corollaire 21 (Décroissance de Fourier des marches rationnelles). Soit u une
probabilité sur SL4(Z) et T le sous-groupe engendré par p. On suppose que

1.3 >0: [llg]"u(dg) < +o0;

2. la sous-algebre engendrée par T est égale o My(R) ;

3. ladhérence de Zariski de T' est connexe.

1l existe alors des constantes C, T > 0 telles que, pour tout xg = Z—g € Q4/z4
avec pged(po, go) = 1,

Vn > Clogqo, b€ Z%, |1 # 8y, (b)] < (%) ,
=T v @) pged(qo, b)

Démonstration. Si qo = dg1 et b = db’ pour un certain entier d, alors, avec

— DPo
€ q1’

Pk By (D) = 4 by, (V)

de sorte qu'’il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou pged(qgo,b) = 1, ce
que nous supposerons dorénavant. Notons E = My(R) et E* I'espace des formes
linéaires sur E. Dans E*, nous considérons l'ensemble E*(Q) des formes linéaires
a coefficients rationnels dans la base canonique, et le réseau E*(Z) constitué des
formes linéaires ¢ € E*(R) telles que ¢(Mg(Z)) C Z. Soit Tp un relevé de zg
dans R?, et ¢ I'image dans E*/E*(Z) de la forme linéaire g € E + (b, gZo) € R
ott (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R%.
Notons L (resp. R) l'application E — End(E*); g — L, définie par

Vo € B, Ly(9)(u) = ¢(gu)  (resp. Ry(¢)(u) = d(ug))
et posons )
Q= 5(L*u + R.p).

Pour g € SL4(Z), L, est inversible et préserve le réseau E*(Z) donc agit sur le
tore E*/E*(Z). Nous allons appliquer le théoréme [20| & la marche aléatoire sur
le tore E*/E*(Z) associée a la loi de transition fi et au point de départ ¢g. Les
coefficients de Fourier sur E*/E*(Z) sont naturellement indexés par My(Z) :
pour une mesure v sur E*/E*(Z), et a € My(Z), on a

P(a) = / (2i(0) 4y ().
E*/E*(Z)
Pour n > 0, le coefficient de Fourier en I'identité de la marche aléatoire est
77 5 8o (I) = 177 % 3 (B).
Remarquons que le groupe algébrique engendré par le support de fi, isomorphe

a G x G, est bien connexe, et que son action sur E*(R) est irréductible, car E
est une algebre simple engendrée par G(R). L’hypothése du moment exponentiel
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est aussi satisfaite pour fi, dés qu’elle ’est pour u. Donc il existe une constante
C > 0 telle que si pour ¢ €]0,1/2[ et n > Clogt,

|7 % 0o (1)| = 8,
alors il existe un élément ¢ € E*(Q)/E*(Z) de dénominateur au plus ¢~ et tel
que
_pL
g — @l <e™ "= (7)
Posons t = g, ~2c . Supposons n > 41‘3\5 % ot donc e~ < qo . Comme ¢y admet
un coefficient rationnel réduit de denommateur qo, il n’existe pas d’élément de

E*(Q) de hauteur au plus t=¢ = qO satisfaisant (7). Ainsi, si n > 1984 1(;\% ©  on
trouve bien

— — _ 1
|17 % 6 (B)| = [1*™ 5 0y (I)| <t =g >

Quitte a remplacer C par max(C, /\%)’ cela montre le corollaire, avec 7 = O

1
2C
Démonstration de la proposition[Ig Fixons une Z-base de V(Z) qui permet
d’identifier V(Z) a Z%, et de définir un produit scalaire (-, -) sur V. Quitte
a remplacer v par m, on peut supposer que pged(q,v) = 1. D’aprés le
corollaire [21| appliqué & 'action de I' sur V(R)/V(Z) et au point

2o = g mod V(Z) € V(R)/V(Z),

il existe deux constantes C' > 0 et 7 > 0 telles que pour tout n > C'logq,

WeV@). Wi dn 0l < () ®)

Remarquons que la mesure p*" %4, est supportée par %V(Z)/V(Z) qui est en bi-
jection avec V(Z)/qV (Z). Nous allons utiliser ’analyse de Fourier sur le groupe
additif V(Z)/qV (Z). L’application b — (z — 62”%) identifie V(Z)/qV (Z)
avec son groupe dual. Notons v 'image de p*" dans V(Z)/qV (Z) par 'applica-

tion
r — V(Z)/qV (Z)
g — g-v mod¢V(Z).
L’inégalité est alors équivalente &
X q -
Vbe V(Z)/V(qZ), |0(b §<> .
@D, o)< (s

Quitte & augmenter C, nous pouvons supposer C' > @, et si v(©) désigne la
C-iéme convolution additive de v, on a alors

—dimV
O q
Vb e V(Z)/qV(Z), |v©)(b <<) ;
@V (@, WO < (i
et par la formule de Parseval dans le groupe V(Z)/qV (Z),

1 —
ey D D A Ol
V@@, 2
<q dimV Z Tdim V=2 dim V/

Tl
< q— dimV.

I N3 =
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Comme ;*"(A) > ¢~¢, on a aussi v(€) (oA -v) > ¢~ 96 et avec I'inégalité de
Schwarz, _
N(ZcA . U,q) > q—O(e)qdlmV.

3.2 Représentation adjointe

Nous appliquons maintenant les résultats du paragraphe précédent dans la
représentation adjointe de G, pour en déduire un résultat d’expansion qui nous
permettra, plus tard, de démontrer la proposition

Rappelons que p est une probabilité a support fini sur SLg(Z), I le sous-
groupe engendré par le support de p1, G 'adhérence de Zariski de I', et (2 'adhé-
rence de I" dans SL;(Z). On suppose de plus que G est un groupe simple, connexe
et simplement connexe.

Dorénavant, le nombre ¢ s’écrira ¢ = Hp p™». Dans la suite, la variable uti-
lisée dans les produits [] est toujours p, et elle parcourt ’ensemble des nombres
premiers vérifiant la condition précisée en-desous du symbole. On omettra la
condition « p facteur premier de ¢ », qui sera implicite dans cette notation.
Pour tout ensemble I de nombres premiers, nous noterons

qr = Hpmp~

pel

De plus, si € gly(Z) et p est un nombre premier, nous noterons v,(z) la
valuation p-adique de z, i.e. le plus grand entier n tel que p~"x € gl;(Z). Enfin,

1

pour a, g € SLd(z)7 on note «(a) - g = aga™'; ainsi donc, pour A C SLy4(Z),

1(A)-g={aga " |ac A}.

La proposition [22] ci-dessous exprime que si g € Q et A C Q est tel que
w™(A) > q~¢, alors action par conjugaison de A sur ’élément g permet d’ob-
tenir, en un nombre fini de produits, une part importante du plus petit sous-
groupe de congruence contenant g. Sa démonstration occupera le restant de ce
paragraphe. Ci-dessous, on utilise le symbole de Kronecker

1 sip=2
sn={ 3 52

sinon.

Proposition 22. Etant donné § > 0, il existe C > 0 tel que l’assertion suivante
soit vraie pour tout € > 0 suffisamment petit. Soit g € Q) et I un ensemble de
nombres premiers tel que

Vpel, wy(g—1)>max{l+ d(p), [0m,]}.

Si A C Q vérifie u*™(A) > q~¢ pour n > Cloggq, alors

dim G
N(To(u(A) - g), qr) > ¢ O <‘H> _
(e (e(A) - g),a1) =2 g " p—
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Démonstration. On a g € Q;, ou 7y =[], Ip1+62(p). Soit g 'algébre de Lie de
G et g(Z) = gngly(Z). Par les lemmes et on peut écrire

g =exp(z) mod g,
avec x € g(Z) satisfaisant
Vpel, wvy(z)=uv,(g—1).

En particulier
rrlz et pged(qr, ) = pged(qr,g —1).

Or, comme G est simple, Paction de G(C) sur V(C) est irréductible. Par le
théoréme de Burnside [7, corollaire 1, chap. 8, §4, no.3|, 'algébre engendrée
par G(C) dans End(V (C)) est égale & End(V(C)), et cela implique que Palgébre
engendrée par G(R) dans End(V (R)) est égale & End(V(R)). De plus, I" préserve
le réseau g(Z). Par conséquent, on peut appliquer la proposition dans la
représentation adjointe Ad: I' — GL(g(R)), pour obtenir, pour une certaine
constante Cy,

dim G
N(Z¢,(AdA) -z, q7) > q~C°° (‘“) .
(Bco(AdA) - ma1) 2 g pged(qr, g — 1)

La proposition [23] ci-dessous permet alors de conclure. O

Il reste & démontrer le résultat que nous avons utilisé dans la démonstration
ci-dessus, qui est en fait une conséquence de la formule de Campbell-Hausdorff.

Proposition 23. Etant donnés Cy € N et § > 0, il existe une constante C' > 0
telle que I’énoncé suivant soit vérifié pour tout entier ¢ € N*, tout vecteur x €
5lq(Z), et toute partie finie A C SLy(Z).

Soit I un ensemble de facteurs premiers de q tel que pour tout p € I, on a
vp(x) > max{1 + d2(p), [6my, |}, alors

1
N(er(A) - exp(e).ar) > &N (S, Ad(4) -, a1).

Dans ce qui suit, nous écrirons e* au lieu de exp(x). Pour s € N*, le groupe
libre engendré par s générateurs ay,...,as sera noté Fy. On identifie chaque
élément de Fs avec 'application de mot qu’il induit sur GLg4(Z). Nous noterons
aussi F,(Z) la Z-algebre de Lie libre engendrée par s générateurs.

Lemme 24. Etant donnés deuz entiers naturels non nuls k et s, il existe un mot
w € Fy et une constante D € N* tels que pour tout R € N* vérifiant va(R) # 1,

~

pour tous x1,...,xs dans Rgl,(Z),
ePlaittes) = w(e™,...,e") mod RF.

Démonstration. 11 s'agit de reprendre la démonstration de |2, Lemma 3.5|, en
s’assurant, quitte a ajuster la valeur des constantes pour controéler les dénomi-
nateurs, que le reste est bien divisible par RF.

Par le lemme chinois, il suffit de traiter le cas ot R a un seul facteur pre-
mier. On pourra donc travailler sur Z,. Les lettres C' et C’ seront utilisées pour

21



désigner des quantités dépendant seulement de k et de s, et dont la valeur peut
varier d'une ligne a I'autre.

La démonstration se fait en trois étapes.
1. Soit k € N* et w € F;. Il existe C' € N* et un élément r € F5(Z) de degré

strictement inférieur a k telle que pour tous z1,...,zs € Rg[d(i),
w(eC”“, ce eC“) = e"@nme)  pod RE

Cela se voit par récurrence sur la longueur du mot. Le résultat est trivial pour
le mot vide, de longueur nulle. Supposons le résultat connu pour tous les mots
de longueur au plus £. Soit w’ un mot de longueur ¢ + 1. Pour un certain
J, w' = ajw, avec w de longueur ¢. L’hypothése de récurrence permet d’écrire,
pour tous x1,...,Ts € Rg[d(z)7 w(efr, ..., eC%) = e'@1%) mod RF. Alors,
quitte & ajuster la valeur de C, avec la formule de Campbell-Hausdorff,

2 2 2 2
C*xq C$5)Eec a:Jw(ec :vl’.

w'(e“ e CPaa)

..,€
= eszj er(Cxl,...,CxS)

/
=¢ (Z1yeszs)+U mod Rk

avec U =0 mod RF. (La constante C' permet d’absorber les dénominateurs qui
apparaissent dans le reste de la formule de Campbell-Hausdorff, cf. Serre [33]
page 29].) Grace au lemme on trouve donc bien

w’(ecl"’/’l, o eCIIS) =" (@17)  pod RF
2. Remarquons que si z1, ..., 2 sont dans Rg[d(Z), alors
el@rnl [ Col = [Cm [ [e9=1 €] ]]] mod RF.

Cela se voit par récurrence, avec la formule de Campbell-Hausdorff. (Ici encore, il
faut controler les dénominateurs qui apparaissent dans le reste, d’oit la constante
C'.) Par suite, utilisant encore la formule de Campbell-Hausdorff, si r; est un
élément de Fi(Z) homogeéne de degré k on peut écrire, pour z,...,zs dans
Rg[d(Z)a

e (O CTe) — (o1 o) mod RFFL 9)

Le mot u est obtenu comme le produit des commutateurs constituant rg.
3. On construit par récurrence sur k un mot wy, et une constante C' = Cj, tels
que pour tous z1,...,xs € Rgl,(Z),

eC(ac1+~~~+$s) = 'U.]k;(exl yeen ,exs) mod Rk- (10)

Supposons construit le mot wy, satisfaisant (10]). D’aprés le point 1., nous pou-
vons écrire, pour r € F de degré inférieur a k,

wk(ecxl, o ,eC"’”S) = "(@1ts) g REHL
2
Comme wy,(e€1, ..., eC%) = ¢ (@1t+2) mod R*, on a naturellement

(@11 0) = C2(@1 + -+ ) + 1 (@1, T),
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ol rp € F5(Z) est un élément homogéne de degré k. D’aprés @D, il existe un
mot u tel que e~ (CT1C%s) — yy(e®1 . e®) mod RF*! et par suite

eC'(w1+-~~+zs) _ er(C’zl,...,Cws)frk(Ca:l,..wCa:S)
= er(C’zl,...,CIS)e—rk(Czl ..... Czs)

= wk(eCQ“”7 . ,eCQ‘/J”S)u(ey“7 ...,€e%) mod RF1

ce qu’il fallait démontrer. O
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 23}

Démonstration de la proposition[23 Soit k = (%w et

R— l—Ip]mx{lJréz(p),L5mpJ}7

pel

de sorte que R|X et g7|R*. D’aprés le lemme [24]il existe une constante D € N*
et un mot w € Fg, tels que pour tous z1,...,z¢, dans Rsly(Z),

eP@ittocy) = (e, ... e"0) mod q;.

Cette égalité vaut en particulier si z; = Ad(a;) - x, avec a; € A. Mais on a
e®i = 1(a;) - €* et par conséquent, si C désigne la longueur du mot w,

exp(DX¢, Ad(A) - ) C e (e(A) - e®) mod qr.
Avec le lemme on trouve bien

N(E¢, Ad(A) - z,q1) <p N(DZ¢, Ad(A) -z, q1)
= N(exp(DX¢, Ad(A) - x),q1)
< N(Ie((A) - %), qr).

Cela conclut la démonstration de la proposition puisque D ne dépend que de
Cy et de 6. O

4 Croissance des ensembles de grande p*'-masse

Nous voulons maintenant conclure la démonstration de la proposition [5}
Gréace aux résultats des parties [2] et [3] le probléme se rameéne a la construction
d’un élément g dans un ensemble produit A® qui satisfait certaines congruences.
Pour cela, 'instrument principal est la propriété presque diophantienne de p*™,
mais la mise en place des différents paramétres est subtile. Nous reprenons en
grande partie 'argument de Bourgain et Varju [16] §5], avec quelques change-
ments notables.

Dans toute la suite, u désigne une probabilité symétrique & support fini sur

SL4(Z), T le sous-groupe engendré par le support de u, G I'adhérence de Zariski
de T dans SL4(Z), et Q 'adhérence de T' dans le groupe profini SLy(Z). Le
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groupe algébrique G est supposé simple, connexe, et simplement connexe. On
note ¢ un entier arbitraire, dont la décomposition en facteurs premiers s’écrit

q=]]rm,
p

et r son radical :

r:Hp.

plg

Pour tout ensemble de nombres premiers I, nous noterons

a=][]p™ et ri=]]p
pel pel
4.1 Les conditions de congruences

Les conditions de divisibilité convenables pour ’élément g recherché sont
celles de la proposition ci-dessous, qui sera démontrée dans les paragraphes
suivants.

Proposition 25. Etant donné T > 0, il existe des constantes C > 1 et § > 0
telles que [l’assertion suivante soit vraie pour tout entier naturel q suffisam-
ment grand. Sin > Clogq, et A C SLq(Z) est une partie symétrique vérifiant
W (A) > q°, alors il existe g € Il A vérifiant

pged(g,g —1) < ¢%r (11)

et
ar > =00 (12)

I= {p | vp(g — 1) > max{l, |dm,]} }

Admettant ce résultat pour le moment, nous pouvons aisément démontrer
la proposition [5]

Démonstration de la proposition[5 Soit g € IIcA et I I'ensemble de premiers
donnés par la proposition Si2 e Iet dmy < 2, on peut remplacer I par
I'\ {2} pour avoir

Vp € Ia Up(g - 1) 2 max{l + 52(}7), L§mPJ}a
tout en gardant les conditions et (12), si ¢ est suffisamment grand. La

proposition 22] le lemme [B:3] et le lemme [B.4 nous donnent alors

dim G
N(Ie((A) - g),ar) > ¢~ (q) > ¢ OONQ,, q1).

Or, Il (e(A)-g) € (Ter A)NQ,.,, car g € (IIc A)NQ,, . Quitte & ajuster la valeur
de C, on trouve donc

N(McA) N Qyyqr) > ¢ O ONQ,,, q1).
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Mais d’autre part, comme 7; est sans facteur carré, d’aprés le lemme [T4]
N(cA,r) > ¢ CEONQ,rp).
Mis bout a bout, cela montre
N(MlocA,qr) > NI A, rr)N(TIc A) N Q. qr)
> ¢ COIN® Q)N Q1)
> q PN qr),

Comme q; > ¢'=9), et donc N(Q,q;) > ¢ °IN(Q,q), cela démontre la
proposition [} O

4.2 Propriété presque diophantienne.

Pour démontrer la proposition [25] nous utiliserons une propriété importante
de non concentration pour la loi p*" de la marche aléatoire au temps n.

Proposition 26 (Propriété presque diophantienne). Soit u une probabilité sy-
métrique sur SLq(Z) dont le support est fini et engendre un sous-groupe I' non
moyennable. 1l existe des constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que pour tout entier
q € N¥,

Vn > Cloggq, w"(Qy) <Cq “.

Démonstration. Comme I' est non moyennable, il existe ¢/ > 0 tel que

Vn>1, maxu*(g) < e <™
ger

log g
2log M

Supp(p*®™), |lgll < g. Donc Supp(u*?™) N Q, = {1} et par conséquent, pour
tout g € T', Supp(p*™) N g€, contient au plus un élément. Par suite,

Posons M = maxgesupp()llgll et m = | |. Nous avons, pour tout g €

sup "™ (g€Y) < max pg) e < g"

ger
avec ¢ = ﬁ. Enfin, pour tout entier n > m,
P(Qg) =Y T (g7 (g9y) < sup ™ (g9) < g7

gel gel

Pour ¢ €]0, 1], nous noterons

g5 = [ [ o0

A T’aide de la propriété presque diophantienne, il est facile de trouver un élément
g € Il A vérifiant et gslg — 1 au lieu de (12).

Lemme 27. Etant donné T > 0, il existe des constantes C,6 > 0 telles que
Uassertion suivante soit vraie. Si n > Clogq et A C SLy4(Z) est une partie
symétrique vérifiant p*™(A) > q~°, alors il existe un élément gy € AA tel que

pged(g, 90 —1) < q7 et gslgo — 1.
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Démonstration. D’une part, par I'inégalité de Schwarz, et avec la symétrie de p
et de A,

WIAANQ,) > S (AN gR,)?
geQ/Qq(;

= [Q: qu‘]il( Z (A OQQ%))
9€Q/Qqs

> [0 Q] (A

2

On majore l'indice [§2 : Q4] simplement par q(‘f < qd25, d’ou l'on tire
,u*2"(AA N Qqa) > q—(d2+2)5.

D’autre part, par le lemme il existe ¢ > 0 dépendant seulement de p tel que

Z M*Qn(Qs) < Z ¢ < quc‘r < qf%,

slq et s>q7 slq et s>q7 slq

ou la derniére inégalité est valable si g est suffisamment grand, puisqu’on peut
majorer le nombre D de diviseurs de ¢ = [[p™» de la fagon suivante, pour tout
e>0
D=]]tmy+1) <C.[]p"™ = Ceq”.
P P
Si é > 0 est choisi tel que (d?+2)6 < <, Pensemble (AANQ,)\U
est nécessairement non vide.

slq et s>q7

2
O

4.3 Construction de I’élément g

Pour aider a la compréhension de la démonstration un peu technique qui va
suivre, nous commencons par en donner une interprétation plus imagée. Pour
cela, nous représentons lentier ¢ = [[ p™* sous la forme du graphe de la fonction
p — my. Le support de cette fonction est I’ensemble P des diviseurs premiers de
g, que 'on munit de la mesure v définie par v(p) = log p. Ensuite, & un élément
g € Q nous associons la fonction f définie sur P par f(p) = v,(g—1). En termes
de la fonction f, les conditions de la proposition [25| deviennent a peu preés :

1. % f(p) > my, pour tout p hors d'un ensemble exceptionnel °I tel que

Jo; mpdr(p) < 7logq; (Cette condition permet d’appliquer la formule de
Campbell-Hausdorff & un ordre borné par %, en arrivant & la précision
donnée par q.)

2. [ f(p)dv(p) <logr+rtlogg = [1dv(p)+7 [ m,dv(p). (Cela nous permet

de récupérer a partir de g, via la proposition 22] la quasi-totalité de g,
excepté bien str le radical r inaccessible par cette méthode.)

La construction de 1’élément ¢ se fait en trois étapes, illustrées dans la fi-
gure[I] et décrites grossiérement comme suit.

(a) Le lemme donne l'existence d’un élément gg tel que la fonction fy

associée satisfasse fo(p) > [dm,| et [ fo(p)dv(p) <logr + 7logg.
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(b) Pour avoir la condition |1} on doit corriger gy aux places p ot [dm,] = 0.
Cela se fait a l’aide de la proposition On obtient un élément g; dont
la fonction associée fy vérifie fi(p) = fo(p) si dm, > 1, et pour tout
peP, fl(p) > 1.

(c) Malheureusement, en passant de go a g1 on perd la propriété [ f1(p)dv(p) <
logr + Tloggq. Il faut donc réduire la valuation p-adique de g1 — 1 aux
places p telles que dm,, < 1. Cela se fait & I’aide du lemme et permet
d’obtenir 1’élément g désiré.

| L g:m =mp

g1+ m > max(1, [dmp])

1 g:m max (

g0 :m = [Smp]
P

FIGURE 1 — Valuations des éléments gg, g1, g

Nous donnons enfin la démonstration rigoureuse de la proposition Soit
7 > 0 fixé. La construction de g dépend de certaines quantités o > 8 > > § >
0. Pour le choix de ces quantités, nous utilisons un paramétre auxiliaire L € N, et
procédons en plusieurs étapes. Au départ, L = 1, et ensuite, & chaque tentative
infructueuse, nous ajustons la valeur de L. Il est important de noter que si la
valeur finale de L dépend de g, elle est toutefois bornée indépendamment de q.

Dans cette démonstration, C' désigne une constante dépendant de p et de
T et A C SLy(Z) est une partie symétrique satisfaisant p*”(A) > ¢~ pour un
certain n > C'logq.

1. Choisissons a > 0 tel que La < 7.

2. Choisissons 8 > 0 tel que, pour n > Cloggq, si A’ C SLg(Z) est une
partie symétrique et p*"(A’) > ¢=#, alors il existe 7/|r avec r' > ¢ r
tel que

WT/(HcA/) = Q/Q,«/.

Cela est possible, d’aprés la proposition

3. Choisissons v > 0 tel que si A est une partie symétrique vérifiant p*"(A) >
g~ 7, alors pu*2" (AANQ, ) > ¢~ . 1l suffit de prendre v = %. La preuve
est identique a la premiére moitié¢ de la démonstration du lemme [27]

4. Choisissons ¢ > 0 tel qu'il existe gy dans AA satisfaisant gs|go — 1 tandis
que pged(q, go—1) < ¢*7. Cela est possible, d’apreés le lemme appliqué
avec T = .
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5. Si HL<mp§1/6 p™e < ¢7, les quantités «, 3, etc. sont fixées pour le restant
de la démonstration. Sinon, nous reprenons la construction ci-dessus en
partant de L = [1/§].

Vue la condition HL<mp§1/5 p™r > q7 obtenue en cas d’échec, le nombre de
tentatives nécessaires pour conclure cette procédure est majoré, indépendam-
ment de ¢, par 1/7. Cela montre que la quantité finale § est minorée par une
constante indépendante de q.

Partons de I’élément gy obtenu au point [d] qui satisfait

VP|(17 Up(go - 1) > LampJ
et
pged(q, g0 — 1) < ¢*7. (13)

Nous devons en premier lieu faire en sorte que g —1 soit divisible par presque
tous les facteurs premiers de ¢, afin qu’il puisse vérifier la propriété . Avec
le point [3| le point [2 appliqué & A" = AANQ, montre que I'on peut trouver
r=1'rg avec rg < ¢ tel que

T (Il A) N Q) = Q/Qyr. (14)
En particulier il existe gy € (IlcA) N Qg tel que
9o =9go mod 1.
Posons g1 = g9 1 et montrons que ¢, satisfait

qr, = q' =9, (15)

I = {p | vp(g1 — 1) > max{1, [0m,]} }
Tout d’abord, g1 € Q,4, N Q,, et donc, pour tout plg, p ¢ I implique plry et

dmy < 1, d’ou
w=Trs T

1 p¢IL plro et dmp<1

En séparant les premiers p selon m, < L ou non, on trouve

Lol T o < gt <00,

in L<m,<1/s

ce qui démontre . Il ne nous resterait donc qu’a montrer I'inégalité pged(q, g1—
1) < ¢°Mr. Malheureusement, 1’élément ¢; n’a pas de raison de vérifier cette
propriété, a cause des nombres premiers p tels que ym, < 1 et v,(g1 — 1) > 2.
La suite de la démonstration a pour but de corriger g; en ces places; cela va
nous contraindre & un petit détour.
Soit
J={p|lymp >1ouwvy(g1—1) <1}

Montrons que
pged(qs, g1 — 1) < ¢©r. (16)
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On peut écrire J = J; U Jo U J3 avec
Ji=A{p[ymp = 1et vy(go—1) = [ymy] },

Jo={p|ymp = Tet vy(go —1) < [ymy]}
et
Js={plop(gp —1) <1}
Remarquons que si ym, > 1 alors |ym,] > Zm,. En particulier, pour tout
p € Ji, my < %vp(go —1). Donc, avec ,
g7, < [] 7Y < pged(q.90 — 17 < ¢**.
pEJ1

Pour tout p € Ja, vp(go — 1) < vp(go — 1) donc v, (g1 — 1) = vp(go — 1) < [ymy].
Donc

pged(gr, 91 — 1) < qj, < ¢
Par la définition de J3,

pged(qs,, 91 — 1) <71y <7y

Enfin, on trouve en combinant les trois inégalités ci-dessus avec la suivante
pged(qs, 91 — 1) < qs,p8ed(qs,, 91 — 1)pged(qss, g1 — 1).
La proposition [22| avec montre donc que
4 dim G
N{IA) gr)a) 27O (2) a7

Par ailleurs, 1’égalité et le lemme appliqué a 7’ montrent qu’on peut
écrire v = r17”" avec r1 < ¢ tel qu'il existe go dans (IIcA) N €, vérifiant

g2 € et Vplr”, vplge —1) =1
L’inégalité (17)) permet de choisir g3 dans IIo(t(A) - g1) tel que g = gags vérifie
pged(gs, g — 1) < ¢°@r;. En effet,

dim G
N(gaTle((A) - g1, qr) = =0 (”) ,

tandis que pour tout entier 1 < s < qy,

dim G
N({g € | ngd(g - 17QJ) 2 5}7QJ) < qo(l) (q?J) .

Par ailleurs, p ¢ J signifie ym, < 1 et g; € 0,2 donc g3 € €2,2. Si de plus
plr”, alors v,(g2 — 1) = 1 donc v,(g — 1) = 1. Ainsi,

pged(g, g — 1) < pged(gs, g — 1)( 11 p) ( 11 pmp>

p¢gJ et p|r’ plrory et ym,p<1
< qo(“)m( 11 p) (ToTl)L< I1 pmp)
pgJ et p|r L<myp<1/v

< qO(a)rq2LaqT — qO(T)’f’.
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Cela montre que x vérifie la condition .

D’autre part, on a g1 € Qg NQy et go € Qy N Q. Done g3 € Qg N Qs
puis g € Qg4 N Q. Avec le méme argument que celui pour , on montre que
g vérifie la condition .

A Approximation dans les groupes semi-simples

Nous résumons dans cet appendice les résultats obtenus par Matthews, Va-
serstein et Weisfeiler [28] et Nori [29] sur 'approximation dans les groupes al-
gébriques simples, ainsi que quelques autres propriétés que nous avons utilisées
dans le corps de ’article. Etant donné un sous-groupe I' dans SLy4(Z), on s’inté-
resse a son adhérence 2 dans SLd(i). Pour parler sans ambiguité des points sur
7Z./qZ de Padhérence de Zariski de T, nous commengons par introduire quelques
éléments de langage de la théorie des schémas en groupes.

A.1 Le schéma en groupes G

Dans 'algébre Z[X11, ..., X44] des polynomes a coefficients entiers sur les
matrices d X d, on considére 'idéal Z défini par

I:{fEZ[XH,...,de] |VgeF, f(g)ZO}

et le foncteur

de la catégorie des anneaux commutatifs uniféres dans la catégorie des en-
sembles. Si R est un anneau commutatif unifére, alors G(R) est ’ensemble des
morphismes d’anneau de Z[X;;]/Z dans R, et si ¢: R — R’ est un morphisme,
alors G(¢) est la composition par ¢. De maniére équivalente,

G(R) = {(zi) € RY |Vf €T, f(xy) =0}

Evidemment, det(X;;) — 1 € Z, et G(R) peut donc étre identifié & une partie de
SL4(R). Cette identification sera implicite dans la suite. De I’hypothése que T
est un sous-groupe de SL4(Z), on peut déduire que pour tout R, G(R) est un
sous-groupe de SL4(R). On peut alors voir G comme un foncteur de la catégorie
des anneaux commutatifs uniféres dans la catégorie des groupes. Comme G est
de plus représentable — représenté par Z[X;;]/Z — c’est un schéma en groupes
affine sur Z.

L’extension de base Z — Q permet d’obtenir a partir de G un schéma en
groupes affine sur Q,

Go = Hom((Z[X3]/T) ®2 Q, —),

qu’on appelle la fibre générique de G. Le schéma Gg est en fait une variété,
qui coincide avec la cloture de Zariski de I' dans SLg4. Suivant la terminologie
de Borel [6], nous dirons que Gg est un Q-groupe. La dimension de Gg est
simplement égale a la dimension de la variété Gg.

Si Panneau R est muni d’une topologie, nous munirons G(R) de la topologie
induite par la topologie produit sur ’espace de matrices My(R). Pour un nombre
premier p, G(Q,) est alors un sous-groupe fermé du groupe analytique SL4(Q,),
donc un sous-groupe analytique par le théoréme de Cartan [33], Part II, Chap.
V, §9]. Notons aussi que G(Z,) est un sous-groupe ouvert dans G(Q,).
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A.2 L’algébre de Lie

Au schéma en groupes G est associée une algébre de Lie sur Z, notée g(Z).
Nous rappelons les grandes lignes de cette construction, et renvoyons par exemple
au livre [36, Chapter 12] de Waterhouse pour plus de détails sur le sujet. Concre-
tement, notant Iy = (6;;) € Mq(Z),

8(2) = { () € Ma(Z) | VF € T, 3 0y f(La)ari; = 0 |.

C’est un sous-module de s(4(Z) sur Z et, muni du crochet usuel sur sly(Z), une
sous-algébre de Lie sur Z. Les équations qui définissent g(Z) sont a coefficients
dans Z, on peut donc définir g(R) pour tout anneau R commutatif et unifére :

9(R) = { (wi5) € My(R) |Vf €T, Zaz'jf(fd)l"ij =0 }

On identifie naturellement g(R) & une sous-algébre de Lie de sl4(R). Si R est
sans torsion, alors g(R) = ¢g(Z) ®z R. De méme, si p est un nombre premier
suffisamment grand, alors g(Z/pZ) = g(Z) ®z Z/pZ.
On vérifie aisément que cette notion d’algébre de Lie coincide avec d’autres
définitions :
1. g(C) est l'algebre de Lie du groupe algébrique linéaire Gg. L’hypothése
que Gg est simple implique que g(C) est une algébre de Lie simple sur
C.
2. Pour tout premier p, g(Q,) est égale a 'algébre de Lie du groupe analy-
tique p-adique G(Q,).
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant, qui relie ’algébre de Lie et le groupe
des points sur 'anneau Z/qZ.

Lemme A.1. Pour tout nombre premier p et tout entier k > 1, le noyau de
G(Z/p*t1Z) — G(Z/p*Z) est isomorphe au groupe additif 9(Z/pZ).

Démonstration. Un antécédent de Iy € My(Z/p*Z) dans My(Z/p*+1Z) s'écrit
de maniére unique sous la forme I, + p*z, avec x € gl,(Z/pZ). Pour tout f € Z,

fa+pFz) = p* Z 0 f(Ig)zi; mod p*tt,

%

et par conséquent, Iy +p*z € G(Z/p**T1Z) si et seulement si = € g(Z/pZ). Cela
donne I'isomorphisme souhaité. O

A.3 Approximation forte.

Le groupe G(i) des points de G sur 'anneau profini 7= @Z/qZ s’iden-
tifie & un sous-groupe fermé de SLd(Z) pour la topologie profinie. Si {2 désigne
I’adhérence de I' dans SLy4(Z), nous avons donc © C G(Z). Le théoréme d’ap-
proximation forte ci-dessous est une forme de réciproque a cette inclusion. Il est
dt a Matthews, Vaserstein et Weisfeiler [28] lorsque G est simple, et a Nori [29]
dans le cas général.
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Théoréme A.2 (Approximation forte). Soit I' un sous-groupe de SL4(Z), et
G le schéma en groupes associé. Si Gg est connexe, semi-simple et simplement
connezxe, alors

1. pour tout nombre premier p assez grand, /Q, = G(Z/pZ) ;

2. le groupe Q) est ouvert dans G(i) pour la topologie profinie. En particu-
lier, Q est d’indice fini dans G(Z).

Notons deux corollaires importants du théoréme ci-dessus.

Corollaire A.3 (Lemme chinois). Il existe un entier qo € N tel que pour tout
entier ¢ € N* premier avec qg, 8t ¢ = q1 - - qn QUEC q1,...,q, € N* deuz-a-deux
premiers entre eux, alors

(Tqrs- - Tg, ) 2/Qq = Q/Qqy x -+ x Q/Qq,
est un isomorphisme de groupes.

Corollaire A.4. [l existe une constante C > 1 tel que pour tout entier ¢ € N*,

St q=q1---qn avec qi,...,qn € N* deuz-a-deux premiers entre eux,
1
[0:0,] 2 [0 0] [0 Q).

Outre ces deux corollaires, nous aurons encore besoin de quelques lemmes
sur la structure du groupe G(Z/pZ). Une matrice g est dite unipotent si g — 1
est nilpotent. Si p est un premier avec p > d alors g € SLy(Z/pZ) est unipotent
si et seulement si g = 1.

Lemme A.5. Soit T' un sous-groupe de SL4(Z) et G le schéma en groupes
associ€. Si Gg est connexe, semi-simple et simplement connexe, alors, pour
tout nombre premier p suffisamment grand, /€, est engendré par ses éléments
unipotents.

Démonstration. Cela découle du théorémeet d’un résultat de Steinberg [34]
Theorem 12.4] selon lequel G(Z/pZ) est engendré par ses éléments unipotents.
O

Lemme A.6. Soit T' un sous-groupe de SL4(Z) et G le schéma en groupes
associ€. On suppose que Gg est connexe, semi-simple et simplement conneze.
Pour tout nombre premier p suffisamment grand, le groupe quotient €,/Q,2 est
isomorphe au groupe abélien g(Z/pZ). L’action de Q2 sur §, /2,2 par conjugaison
se factorise par Q/Q, et s’identifie a Uaction adjointe de G(Z/pZ) sur ¢(Z/pZ).
Le seul point fize de cette action est 1 € Q,/Q,2 (autrement dit 0 € g(Z/pZ)).

Démonstration. D’aprés le théoréme [A72] pour p assez grand, les projections
Q — G(Z/pZ) et Q© — G(Z/p*Z) sont surjectives. Donc

Q,/ Qe = ker(G(Z/p*Z) — G(Z/pZ)) ~ 9(Z/pZ)

par le lemme [A71] Cet isomorphisme est réalisé par application exponentielle.
Par le lemme on voit donc que l'action de Q sur €,/€,2 par conjugaison
s’identifie a I'action adjointe de G(Z/pZ) sur g(Z/pZ). Pour la derniére assertion,
on observe que la propriété « l'action adjointe de G(R) sur g(R) est sans point
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fixe non trivial » peut étre exprimée comme une formule logique du premier
ordre sur le langage des anneaux. Comme ’action adjointe de G(C) sur g(C)
est sans point fixe non trivial, [I9, Corollary 9.2.2] implique qu’il existe ¢ dans
Z tel que pour tout p tel que ¢ # 0 mod p, l'action de G(F,) sur g(F,) est
sans point fixe, ot Fp désigne la cloture algébrique de Z/pZ. Cela implique que
Paction de G(Z/pZ) sur g(Z/pZ) est sans point fixe, car d’aprés l'inégalité de

Lang-Weil [26], 'ensemble G(Z/pZ) est suffisamment dense dans G(F,) pour la
topologie de Zariski pour p suffisamment grand. O]

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant, qui précise le point ci-dessus
dans le cas ou le groupe G est simple.

Lemme A.7. Soit T' un sous-groupe de SLy4(Z) et G le schéma en groupes as-
socié. On suppose que Gg est simple. Alors pour p assez grand, Uaction adjointe

de G(Z/pZ) sur §(Z/pZ) est irréductible.

Démonstration. La propriété « 'action adjointe de G(R) sur g(R) est irréduc-
tible » peut étre exprimée comme une formule logique du premier ordre sur le
langage des anneaux. La théorie des corps algébriquement clos admet 1’élimina-
tion des quantificateurs. Le lemme découle donc de [I9, Corollary 9.2.2]. O

B L’application exponentielle

Nous donnons ici la construction de I'application expontielle a valeurs dans
GL4(Z/qZ), lorsque q € N* est un entier arbitraire, et rappelons quelques-
unes de ses propriétés élémentaires. L’algébre des matrices carrées de taille d a
coefficients dans un anneau R est notée gl (R).

B.1 L’application exponentielle p-adique

Rappelons d’abord les propriétés de l’application exponentielle sur gly(Z,).
Notons a, = 14 d2(p), i.e. ag =2 et o, =1 sip # 2.

Lemme B.1. Pour tout nombre premier p, la série entiére

+oo s
exp(z) = Z )
n=0

est convergente sur p*rgl (Z,) et définit une isométrie entre p®rgly(Zy) et le
sous-groupe de congruence ker(GLg4(Zp,) — GL4(Z/p**Z)). Sa fonction réci-
proque, notée log s’écrit

too n—1)
(1)
log(1 = - "
I
Démonstration. Pour n € N, nous avons

n n n . n n
v n!Z{fJ—&-{fJ—&-'“S*—Ff-i----Si. 18
P =151 2 p P p—1 (18)
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Pour tous z,y € p®rgly(Zp),

too n-1 n—1
y+x yrottx
exp(y)—exp(x)z(y—x>(1+ st o )
n=3 :

On vérifie aisément que vp(y"’Tx) > 0 et pour n > 3,

ynfl 4+ +zn71
n!

)Z(n—l)ap—L>0.

UP( p—l

O

Le lemme suivant nous sera utile dans I'appendice [C] ou nous étudierons
la propriété quasi-aléatoire du groupe G(Z), lorsque G est un sous-schéma en
groupes sur Z de SLg.

Lemme B.2. Posons

3 sip=2,
Pp=12 sip=3,
1 sinon.
Pour tous z,y € pPrgly(Z,), on a
log(exp(z) exp(y)) =z +y mod pUr (P (W) =20 (), (19)

Démonstration. Formellement,

Xy

log(exp(x) exp(y)) = Z

(exp(z) exp(y) — 1)™

m=1
too m m
N e I )
¢!
m=1 m k,£>0 kie
B too (71)m+1 gkl .. gphm g bm 20
B m Z kil kgl 0! (20)
m=1 k1+6>1
Kot >1
En utilisant , on a
(—1)mHL ghigfu . ghmgbm ) kE+0+m
> Lz
”P( et g1) 2 R loply) = —

> kvp(x) + lvp(y) — pil(k +4), (21)
oun k = ki + -+ kpand £ = ¢ +--- 4 £,. Alnsi, la série dans (20) est
convergente pour z,y € prgly(Z,). A laide de , et en faisant attention
aux cas p = 2 et p = 3, on vérifie que tous les termes de degré homogéne
supérieur a 2 qui apparaissent dans sont de valuation p-adique au moins
vp() + vp(y) — 202(p). O

D’apres [33 Part I, Chap. IV, Theorem 7.4], chaque terme homogéne dans
la série dans est en fait un élément dans l’algébre de Lie libre a deux
indéterminées sur Q, c’est-a-dire une combinaison Q-linéaire de crochets itérés
en x et y.
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B.2 L’application exponentielle modulo ¢

Etant donné ¢ = [1p™*, avec ma # 1, posons

7:‘ = Hp1+62 (p) .
plg

En utilisant les isomorphismes

g[d(H L) ~ H9[d<Zp) et GLd(H L) ~ HGLd(ZP)v

plg plg plg plg

et en combinant les applications exponentielles sur chaque facteur, on obtient
une bijection définie sur 7gly(]],, Zp) et a valeurs dans ker(GLq4([],, Zy) —

GL4(Z/7Z)). Ainsi, pour x € fg[d(Z), exp(x) est bien défini dans GLq([ ), Zp)-
Plus généralement, si A C 7'gly(Z), 'image exp(A) est bien définie dans GLa([ [, Zy),

et 'on note

~

N(exp(A),q) = card my(exp(A))
le cardinal de sa projection modulo q.
Lemme B.3. 1. Pour tout x € fg[d(i), pour tout facteur premier p de q,

vp(exp(z) — 1) = vp(x).

~

2. Pour tout B C rgly(Z),
N(exp(B),q) = N(B,q).
Inversement, si A C ker(GLg(Z) — GL4(Z)/ GLqa(Z/7Z)),
N(log(A4),q) = N(4,q).
Démonstration. Ce sont des conséquences immédiates du lemme O

Naturellement, si I' est un sous-groupe de SL4(Z), G le schéma en groupes
associé, et ) 'adhérence de I dans SL4(Z), on peut restreindre les applications

exponentielles et logarithme a g(i) et G(Z) En notant, pour ¢ € N*, Q, =
Q Nkermy, cela donne le lemme suivant.

Lemme B.4. Si g € Q; alorslogg € fg(Hp‘q Zy). En particulier log g € 7g(Z)
mod qg(Z).

Démonstration. D’aprés les propriétés de I'exponentielle modulo g sur gl;, 1’élé-
ment log g est bien défini dans gl (7 Hp‘q Zp) dés que g € Q. Par ailleurs, pour
tout nombre premier p, 'algébre de Lie du groupe analytique G(Z,) est g(Q,),
donc pour tout g € Q.

logg € g(Qp) Np**gly(Zy) = p*r9(Zy).
puis

logg € [[p*0(Zp) =7 [ [ 0(Zy) ~ 7a(] [ Z)-

plg plg plg
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B.3 Exponentielle et représentation adjointe
Si R est un anneau unifére quelconque, l'action adjointe de GL4(R) sur
Palgebre de Lie gl ;(R) est définie par
Va € GL4(R), Vx € gly(R), Ad(a)-z = ara™'.

Nous noterons aussi, pour a,g € GL4(R),

t(a)-g=aga"t.

En particulier, pour A C GL4(R),
L(A)-g={aga ' |ac A}

Lemme B.5. Soit ¢ = [[p™», avec my, # 1, et 7 = Hp‘qp““‘;?(p).
1. Pour tout a € SL4(Z) et x € 7sly(Z)

t(a) - exp(z) = exp(Ad(a) - ) mod q.

2. Pour tout a € G(Z) la restriction de Ad(a) & g(Z) est un autormorphisme
de Z-module.

Démonstration. Le premier point est une conséquence du développement en
série entiére de ’application exponentielle sur sl;. Le second découle de ce que
Ada préserve g(Z) = g(Q) Nsly(Z) et admet pour inverse Ada™?. O

C Propriété quasi-aléatoire

Comme ci-dessus, I' désigne un sous-groupe de SL4(Z), G est le schéma en
groupes associé, et ) 'adhérence de ' dans SLy4(Z). Dans ce dernier appen-
dice, nous donnons une démonstration de la propriété quasi-aléatoire du groupe

G(Z), déja énoncée comme proposition [9| dans le corps de l'article, et que nous
rappelons ici pour plus de lisibilité.

Proposition C.1 (Propriété quasi-aléatoire). On suppose que Gg est semi-
simple, connexe, et simplement connexe. Alors, il existe k > 0 tel que pour
toute représentation irréductible (p,V,) de §, il existe ¢ € N* tel que

Qg Ckerp et dimV, > k[Q:Q,]".

C.1 Cas des groupes p-adiques

Pour un nombre premier p et m € N, notons H, ,,, le sous-groupe de congruence
de G(Z,),
Hpm={9€G(Zy) | g=1 modp™}.

Nous dirons que le schéma en groupes G est parfait si sa fibre générique Gg
I’est, ce qui revient a dire que son algébre de Lie gg coincide avec son algébre

dérivée [gg, ggl-
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Proposition C.2. On suppose que G est parfait. Alors, il existe une famille
d’entiers naturels (op), telle que o, = 0 sauf pour un nombre fini de nombres
premiers p et que ’assertion suivante soit vraie.

Pour tout p premier, et tous entiers k > 2 et m > 6, si (p,V) est une
représentation unitaire de Hy, 1 triviale sur Hp ,, et non triviale sur Hy p,_1,
alors

dimV > me/QJ_k_OP.

Démonstration. Dans cette démonstration, nous écrirons
H;=H,, pourf{eN, et H=H.

Posons b = log(Hy) et, pour tout £ > 2, b, = log Hy. D’aprés la discussion dans
les appendices [Al et [B] b, = p’g(Z,) et 9(Z,) = §(Z) ®z Z,. En particulier h et
he sont des sous-algébres de Lie de g(Z,) sur Z,.

Maintenant posons £ = [m/2]+0d2(p) de sorte que 'application exponentielle
induit un isomorphisme de groupes entre by /b,,, et Hy/H,,, par lemme On
peut supposer £ > k, sans quoi il n’y a rien & démontrer. La représentation p se
décompose en une somme directe suivant les caractéres de by,

V= b .

p€Hom(he,S1)

ol ¢ parcourt ’ensemble des caractéres unitaires de b, se factorisant par by /by,
et pour un tel 1,

Vo ={v eV |Vzeby, plexp(z))v=1(z)v}.

Comme Hy est distingué dans H, l'action de H sur V permute les sous-
espaces caractéristiques correspondant a 1’action co-adjointe. Plus précisément,
notant

Vg € H, V¢ € Hom(h, S1),  Ad*(9)y =4 oAd(g™),

nous avons
Vg € H, V¢ € Hom(be, SY),  p(9)Vy = Vaar (gy-
Il s’ensuit que pour des caractéres 1 € Hom(h,, S') avec Vy, # {0}, on a
dim V' > |Ad*(H)t| = [H : Stabg (v)]

ou Staby () = {g € H | Ad*(g)Y = v} désigne le stabilisateur de 1) sous
Paction co-adjointe. La fin de la démonstration consiste & minorer 'indice [H :
Stabg(1)], ce pour quoi nous aurons besoin de deux lemmes. Le premier est
une variante d'un énoncé de Howe [24, Lemma 1.1].

Lemme C.3. Posons staby(¢) = log Stabg (v), alors

staby (¥) = {z € b | Vy € by, Y([z,y]) =1}

Démonstration. Pour x € b, la somme 7(x) = ::i% ?Sfl);

de h — b vérifiant

définit une isométrie

ad(z) o 7(z) = e*®) —1d = Ad(exp(z)) — Id.
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Comme 7(x) est une isométrie, 7(x)hy = by et donc, pour tout x € b,

exp(z) € Staby (¢) <= Vy € by, Y(Ad(exp(z))y —y) =1
= Vyehb, Pz, 7(x)y]) =1
= Vyeby, U(zvy)=1

Le second lemme est tiré de la démonstration de [31, Lemma 32].

Lemme C.4. Pour tout caractére 1 € Hom(by, S1), si staby(¢P) = staby (1),
alors h = staby(¢).

Démonstration. Notons que staby (1)) est ouvert dans b et que par conséquent,
le quotient h/ staby (1)) est fini. Or, b est pro-p, donc le quotient b/ staby (1) est
un p-groupe. Pour montrer qu’il est trivial il suffit de montrer qu’il n’a pas de
p-torsion.

Supposons que staby(¢?) = staby (1), et soit © € h avec pr € staby(¢).
Alors, pour tout y € by, ¥P([z,y]) = ¥([pz,y]) = 1 d’aprés le lemme précédent.
Par le lemme précédent de nouveau, x € staby(¢?) et donc z € staby(y)) par
hypothése. Cela montre que h/ staby (1)) n’a pas de p-torsion. O

En itérant ce lemme, on obtient, pour tout caractére unitaire 1) de by, un
entier n tel que

staby () & staby (¥7) & -+ & staby (7)) = b.

Comme chaque terme de cette suite est d’indice au moins p dans le terme suivant,

[H : Stabg (¢)] = [b : staby (v)] > p™.

Reste a minorer l'entier n. Par hypothese, [g(Q), g(Q)] = g(Q), et il existe
donc un entier D = [[p°» tel que Dg(Z) C [g(Z), 9(Z)]. Avec l'égalité g(Z,) =
0(Z) ®z Zy, cela donne

P o(Zp) C [8(Zy), 0(Zp)].

Par ailleurs, p*g(Z,) = h et p*g(Z,) = b, donc

Brttto, = PP g(Z,) C [, by
Mais 'égalité staby (") = b implique p”[h, h] C ker v, puis
Bntk+et0, CP"[h,he] C kerep.
Par hypothése, il existe ) € Hom(h,, S*) tel que dimVy, > 0 et b,,—1 ¢ ker e,

d’ou
n+k+l+0,>m

et enfin
dim V' > [H : Stabg (¢)] > p" > plm/2—k=on=02(p),
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C.2 Cas des groupes linéaires sur Z/pZ

Comme nous n’avons pas pu en trouver une démonstration en un seul tenant
dans la littérature, nous montrons ici une borne inférieure sur le degré d’une
représentation irréductible non triviale de G(Z/pZ). Ce résultat remonte a Fro-
benius [20] lorsque G = SLg, apparailt dans Landazuri et Seitz [25] lorsque G
est un groupe de Chevalley, et dans le cas général dans I'article d’Emmanuel
Breuillard [I7, Proposition 6.1] sur le sujet.

Théoréme C.5. Soit G un sous-schéma en groupes fermé de SLq4 7 dont la
fibre générique Gg est un groupe algébrique connexe semi-simple simplement
connezre. Pour tout mombre premier p suffisamment grand, le degré de toute
représentation linéaire irréductible non triviale de G(Z/pZ) est minoré par prl.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que Gg soit absolument
simple. L’idée de la démonstration est de reprendre I'argument élémentaire va-
lable pour SLg(Z/pZ) en utilisant un sly-triplet bien choisi dans g(Z/pZ). Soit
(p, V) une représentation linéaire non triviale de G(Z/pZ).

Comme Gg est simplement connexe, pour tout p suffisamment grand, le
groupe G(Z/pZ) est engendré par ses éléments unipotents [34, Theorem 12.4].
Soit u un élément unipotent quelconque de G(Z/pZ). Le théoréme de Jacobson-
Morozov pour les algébres de Lie semi-simples est habituellement cité en carac-
téristique nulle, et c’est le cas dans Bourbaki [8, Chapitre VIII, §11, Proposi-
tion 2]. Cependant, on peut vérifier que la démonstration reste valable dans
notre cadre dés que p est suffisamment grand. Par conséquent, 1’élément nil-
potent « = logu dans g(Z/pZ) fait partie d'un certain sly-triplet (x,y, h). Les
éléments u = exp x et exp y sont dans G(Z/pZ). Notons H le sous-groupe qu’ils
engendrent. L’image de H dans la représentation adjointe sur ’algébre de Lie
(x,y,h) ~ sl5(Z/pZ) est isomorphe & Autsly(Z/pZ) ~ PSLy(Z/pZ). De plus,
le noyau de H — PSLy(Z/pZ) est contenu dans le centre de H.

Soit alors ¢t un générateur de (Z/pZ)* et a € G(Z/pZ) un élément de H
tel que les images de a et u dans PSLy(Z/pZ) s’identifient respectivement a
(é t91> et <(1) 1) . Il existe un élément z dans le centre de H tel que aua™! =
zu”. Comme u est d’ordre p, on a 2P = 1. Soit k inverse de 1—¢2 dans (Z/pZ)* .
Quitte & remplacer v par zFu, on peut supposer

aua™" = u’" (22)

D’apreés le lemme[A-7] les logarithmes des conjugués de u engendrent linéaire-
ment g(Z/pZ), pour p assez grand. D’apreés [29], Theorem B, u et ses conjugués
engendrent G(Z/pZ). Si lon décompose V suivant les caractéres du groupe
U ~ Z/pZ engendré par u,

V= @ %
x€Hom(U,S1)

ou
Vi={veV|vVgel, plg)v=x(gv}

on voit apparaitre un caractére non trivial. Or, ¢ normalise le sous-groupe U. 11
agit donc sur le groupe de ses caractéres. A Paide de (22]), on voit aisément que
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Porbite d’un caractére non-trivial x sous I’action du sous-groupe engendré par a
est de cardinal %. Comme tous les éléments de cette orbite doivent apparaitre
dans la décomposition de V, on trouve bien

—1
dim V sz.

Ceci termine la démonstration dans le cas oit Gg est absolument simple ou, plus
précisément, le cas ou l'action adjointe de G(Z/pZ) sur g(Z/pZ) est irréductible.

Dans le cas général, on se rameéne au cas ou laction de G(Z/pZ) est irré-
ductible grace & une décomposition de la réduction modulo p de G en facteurs
simples sur Z/pZ. Comme nous n’utilisons pas le théoréme dans cette généralité,
les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. O

Corollaire C.6. Soit G un sous-schéma en groupes fermé de SLgz dont la
fibre générique G est un groupe algébrique connexe semi-simple et simplement
conneze. Alors pour tout nombre premier p suffisamment grand, l'indice d’un
sous-groupe propre de G(Z/pZ) est minoré par p—;l.

Démonstration. Si H est un sous-groupe propre de G(Z/pZ) alors la représen-
tation quasi-réguliere ¢2(G(Z/pZ)/H) de G(Z/pZ) est non triviale et son degré
est égal a I'indice de H dans G(Z/pZ). O

Le théoréme [C.5] permet aussi de minorer le degré d’une représentation non
triviale du groupe profini G(Z,), lorsque G est simple.

Proposition C.7. Soit G un sous-schéma en groupes fermé de SLg 7z dont la
fibre générique G est un groupe algébrique connexe semi-simple et simplement
conneze. Pour tout mombre premier p suffisamment grand, le degré de toute

. . ., . . -1
représentation unitaire non triviale de G(Z,) est au moins P5~.

Démonstration. D’aprés le lemme de Hensel, si p est suffisamment grand, la pro-
jection G(Z,) — G(Z/p™Z) est surjective pour tout entier m > 1. Supposons
en outre p assez grand pour que les conclusions du lemme [A77] du théoréme [CH]
et du corollaire soient vérifiées.

Soit (p, V) une représentation unitaire non triviale de G(Z,) et m € N
minimal tel que p se factorise par G(Z/p™Z). Alors, (p,V) s’identifie & une
représentation linéaire de G(Z/p™Z).

Sim =1, alors dimV > % par le théoréme Sinon, notons H le noyau
de la projection G(Z/p™Z) — G(Z/p™ 1Z). Par le lemme H est abélien,
isomorphe & g(Z/pZ). On peut décomposer V en sous-espaces caractéristiques

- @
x€Hom(H,St)

ou
Vi={veV|VgeH, plgv=x(g}

Par minimalité de m, il existe un caractére x non trivial tel que V, # {0}.
Comme dans la démonstration de la proposition I’action co-adjointe de
G(Z/p™Z) sur les caractéres de H permet de montrer que

dimV > [G(Z/p™Z) : Stabg(z/pmz)(X)]-
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Or, cette action de G(Z/p™Z) se factorise par G(Z/pZ), et sous l'isomorphisme
H ~ g(Z/pZ), s'identifie a Paction co-adjointe de G(Z/pZ) sur le dual de
9(Z/pZ). Par le lemme la derniére action n’a pas de point fixe sauf 1’¢lé-
ment 0 dans le dual de g(Z/pZ). Donc [G(Z/p™Z) : Stabgz/pmz)(X)] est égal &
I'indice d’un sous-groupe propre de G(Z/pZ), qui est minoré par %71, d’apreés
le corollaire [C.0l O

C.3 La propriété quasi-aléatoire de (2.

Nous dirons qu’un groupe pro-fini 2 est quasi-aléatoire par rapport & une
famille de sous-groupes distingués (€2)qen+ si pour toute représentation irré-
ductible unitaire (p,V,) de €, il existe ¢ € N* tel que

Q, Ckerp et dimV, > k[Q2: Q)"

Pour conclure la démonstration de la proposition [C.I} nous utiliserons le lemme
suivant.

Lemme C.8. Soit Q un groupe profini et (4)qen+ une famille de sous-groupes
ouverts distingués vérifiant Qg N Qg = Qpocd(q,q) Pour tous q,q" € N*, et telle
que Nyen- Qg = {1}. Soit Q' un sous-groupe fermé d’indice fini de Q. Si &'
est quasi-aléatoire par rapport & la famille Qf] =Q,NQY, g € N, alors Q est
quasi-aléatoire par rapport & la famille (g)gen--

Démonstration. Comme €' est fermé et d’indice fini, il est ouvert dans €, et
contient donc €2, pour un certain ¢’ € N*.

Soit (p, V,) une représentation irréductible unitaire de Q et (p', V) € € une
sous-représentation irréductible de la restriction de p a €. D’aprés la propriété
quasi-aléatoire de €', il existe x > 0 indépendant de p tel qu’il existe ¢ € N*
vérifiant Q C ker p’ et dim V,, > k[Q) Qfl]“. En posant s = pged(q,¢’), on a

Qs =Q,NQ CQ,NY :Q; C ker p.
Par conséquent,

[Q: Q] = [Q: Q[ : Q]
=[Q: Q;][Q/ NQy:Qy NQ] <[Q: Q][ - Q;}

et enfin,
. . [@: Q)"
dimV, > dimV,, > k[ : Q;]H > KW.
Cela montre que § est quasi-aléatoire par rapport a la famille () gen-. O

Démonstration de la proposition[4 D’apres le théoréme [A22] il existe un_entier
s = [[p*r tel que € contienne le sous-groupe de congruence ker 7, C G(Z). Par
le lemme [C.8] on peut supposer € égal a ce sous-groupe de congruence. Alors,
Q g’écrit comme un produit direct

Q:HHJ%,

ott Hyj, = kermr, C G(Zp).
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Soit (p,V) € Q) une représentation unitaire irréductible, et ¢ le multiple
minimal de s tel que Q, C ker p. Ecrivons ¢ = [[ p™». Comme  est un produit
direct, (p, V') s’écrit comme un produit tensoriel

(0. V) = R0y Vi),

plg

ot pour tout facteur premier p de g, (pp,V,) est une représentation unitaire
irréductible de Hy x,. De plus, pour tout p, m, est I'entier minimal tel que p,
soit trivial sur Hy, -

Soit M > 0 tel que pour tout p > M, la conclusion de la proposition [C.7]
soit valable, et quen outre k, = 0 et 25 > p!'/2. On partitionne les nombres
premiers en trois parties en posant

L={p|lp<Metm, <5},

L={p|p>Metm, <5},

Iy ={p|m,>6).
Evidemment,

I1 dmv;, > 1.

pely

De plus, si p € I, alors p, est une représentation unitaire de G(Z,), et d’aprés
la proposition [C.7]

. p—1 mp /10
Hdlmsz HTZ Hp »/10
pely pEl> pEl>
Enfin, si p € I3, alors [m,/2] > m,/3, et la proposition permet de minorer
H lelV;;, > H pmp/gfkpfop.
pEls3 p€els

Mis bout a bout, cela donne

q1/10
dlmV:Hdlmsz o
plg
avec C = (HPEIl p1/2)(Hp613 pkl’+0p), O
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