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Résuḿe :
L’ étude exṕerimentale de la transition vers la turbulence d’écoulements en tuyau de fluides non newtoniens montre souvent
un retardà l’apparition des bouff́ees turbulentes. Pour le modéliser, nous utilisons l’approche par calcul d’ondes non
linéaires de [1]. Le fluide est supposé purement rh́eofluidifiant. Les calculs sont faits grâceà un nouveau code pseudo-
spectral de continuation. On constate une augmentation du Reynolds d’apparition des ondes, qui seraient précurseurs et
supports des bouffées turbulentes.

Abstract :
Experiments focused on the transition to turbulence in pipeflow of non-Newtonian fluids often show that the apparition
of puffs is delayed because of non-Newtonian effects. In order to model this phenomenon, we use the nonlinear wave ap-
proach of [1]. The fluid is assumed to be purely shear-thinning, without any elastic effect. The computations are done with
a new pseudo-spectral code and continuation methods. Nonlinear solutions with a fundamental azimuthal wavenumber
m0 = 2 and3 have been computed. They appear at a Reynolds number that is higher than the one in the Newtonian case
(see the Fig. 2b and 5b). This delay might be connected with the delay of the apparition of puffs, because the waves are
somehow forerunners and support of the puffs.

Mots clefs : transition vers la turbulence, instabilités & bifurcations

1 Introduction
La mod́elisation de la transition vers la turbulence dans desécoulements en tuyau de fluides newtoniens est dif-
ficile parce que l’́ecoulement laminaire de Hagen-Poiseuille est linéairement stable. Une approche intéressante
a émerǵe ŕecemment, avec l’id́ee de calculer des ondes non linéaires qui constitueraient des solutions instables
précurseurs et support desécoulements turbulents [1, 2, 3], ou encore qui sépareraient l’attracteur turbulent
de l’attracteur laminaire [4]. Cette idée a pu se concrétiser gr̂ace au d́eveloppement de modèles òu l’on force
l’ équation de Navier-Stokes afin d’induire des structures bidimensionnelles, constituées de« rouleaux» et de
« jets». Ces jets sont susceptibles de subir une bifurcation sous critique par instabilit́e inflexionnelle, qui peut
elle même mener̀a des solutions ondes non linéaires tridimensionnelles̀a forçage nul. Ces solutions ondes, qui
ont une signification physique, sont calculées par des ḿethodes de continuation [3, 5]. La pertinence de cette
approche áet́e confirḿee par deśetudes exṕerimentales [2].
Dans le cas de fluides non newtoniens rhéofluidifiants, pour lesquels la viscosité diminue avec le taux de ci-
saillement (cf. par exemple la loi de Carreau 6), l’écoulement laminaire est aussi stable, et il semble donc
intéressant d’appliquer la m̂eme approche. Alors qu’en fluides viscoélastiques plusieurśetudes de ce type ont
déjà vu le jour, en ǵeoḿetrie plane toutefois, [6, 7, 8],̀a notre connaissance cette approche n’a pasét́e ap-
pliquéeà des fluides rh́eofluidifiants sanśelasticit́e, dans quelque géoḿetrie que ce soit. Nous avons présent́e
une premìere communication en 2009, [9], se focalisant sur le cas où le nombre d’onde azimutal fondamen-
tal des ondes,m0, est égal à 1. De fait unécoulement moyen possédant ce nombre d’onde áet́e observ́e
exṕerimentalement dans un régime« faiblement turbulent» [10]. Cependant la ḿethode de forçage monomode
(i.e., avec des termes de forçage monomodes en azimut), dans ce cas, semble ne conduire qu’à des bifurcations
sur-critiques. Nous présentons ici, plut̂ot, uneétude des casm0 = 2 et 3. Par continuatioǹa partir du cas
newtonien, òu la méthode de forçage monomode fonctionne [3], nous avons pu calculer des solutions ondes
non forćees en fluide rh́eofluidifiant. Le nombre de Reynolds d’apparition de ces solutions augmente quand
les effets de rh́eofluidification augmentent, indiquant un effet stabilisant de cette rh́eofluidification. L’objet de
cette communication est de présenter ces résultats, en allant plus loin que [11], qui s’est focalisé seulement sur
le casm0 = 3, pour une seule valeur du nombre d’onde axialq. Une interpŕetation physique de ces résultats
sera propośee dans la section de conclusion.
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2 Modèle utilisé : adimensionnement, rh́eologie, ǵeométrie. Code nuḿerique
Nous utilisons le mod̀ele de Carreau de fluide rhéofluidifiant incompressible [12]. L’écoulement a lieu dans un
tuyau cylindrique de rayon̂a, et est d́ecrit en coordonńees cylindriques(r̂,θ,ẑ). Les calculs se font̀a gradient
de pression moyen fixé, cf. leséquations (9) et (14) infra. Les paramètres de contr̂ole sont la vitesse axiale
Ŵ0 en r̂ = 0 de l’écoulement laminaire entretenu par ce gradient de pressionmoyen, la viscosit́e dynamique
à cisaillement nul̂µ0, la viscosit́e dynamiquèa cisaillement infinîµ∞, le temps caractéristique du fluidêλ et
l’indice de rh́eofluidificationn. Après adimensionnements utilisant la longueurâ, la vitessêW0, la viscosit́e
µ̂0, on fait apparâıtre un nombre de Reynolds

Re =
âρ̂Ŵ0

µ̂0
(1)

avecρ̂ la masse volumique du fluide. En notant sans chapeau les quantités adimensionńees, l’́equation de la
quantit́e de mouvement prend la forme

∂tv + ∇v · v = −∇p + Re−1
divτ (2)

avecv (resp.p) le champ de vitesse (resp. pression totale, i.e. contenantla contribution de la pesanteur),τ le
tenseur des contraintes visqueuses

τ = µD . (3)

Dans cettéequation
D = ∇v + (∇v)T (4)

est le tenseur des taux de déformations, dont le second invariant

γ̇ = (DijDij/2)1/2 . (5)

La viscosit́e dynamique

µ = µ(γ̇) = µ∞ + (1 − µ∞)(1 + λ2γ̇2)(n−1)/2 . (6)

Dans tous nos calculs nous avons utilisé µ∞ = µ̂∞/µ̂0 = 0, puisque pour la plupart des fluidesµ̂∞ ≪ µ̂0.
Nous avons choisi de travailler avecn = 1/2, et d’utiliser

λ = λ̂Ŵ0/â = (λ̂µ̂0/ρ̂â2) Re (7)

comme le param̀etre non newtonien principal. S’il est nul, la loi de comportement (3), (6) redonne celle d’un
fluide newtonien. Lorsqu’il augmente, les effets de rhéofluidification augmentent. Afin de calculer des solu-
tions ondes de l’́equation de la quantité de mouvement (2), qui est fortement non linéaire du fait de la loi de
comportement (6), un code pseudo spectral de Petrov-Galerkin reposant sur une ḿethode de continuation áet́e
écrit, en s’inspirant des travaux de [13]. Ce code, et sa validation, sont pŕesent́es en d́etail dans [11]. Pour des
raisons de place, nous nous concentrons ici sur les résultats obtenus avec ce code, présent́es dans leur contexte.

3 Écoulements laminaires de base
Cesécoulements de la forme

vb = Wb(r)ez (8)

sont engendrés par un champ de pression totale

p = pb = −Gz . (9)

Le nombre de ReynoldsRe(1) doit doncêtre vu comme un« Reynolds gradient de pression», puisqu’il d́efinit
le gradient de pression physique

Ĝ =
ρ̂ Ŵ 2

0

â
G =

ρ̂ Ŵ 2
0

â

α

Re
=

µ̂2
0

ρ̂ â3
α Re, (10)

où α est un nombre ŕeel positif donńe par l’́equation (2),

α := ReG = −
1

r

d

dr
(rµbW

′

b) (11)
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FIG. 1 – Profils caract́eristiques deśecoulements de base :(a) vitesse,(b) taux de cisaillement,(c) viscosit́e. Courbes
noires pointilĺees :λ = 0, noires continues :λ = 0,5, bleues :λ = 1, rouges :λ = 2, magentas :λ = 4. Les disques
indiquent les profils pour une loi de puissanceµ = (λγ̇)n−1, qui sont approch́es lorsqueλ → +∞.

λ Wb µp 1/µp α

0 0,500 1 1 4
0,5 0,517 0,8199 1,220 3,611
1 0,541 0,6107 1,637 3,038
2 0,567 0,4228 2,365 2,327

TAB . 1 –Propríet́es deśecoulements de base pour diverses valeurs deλ.

avec

µb =
[
1 + λ2 (W ′

b)
2
]−1/4

(12)

la viscosit́e de base. L’́equation diff́erentielle ordinaire (11), munie des conditions limitesWb(0) = 1 et
Wb(1) = 0, est ŕesolue par ḿethode spectrale. Comme le montre la Fig. 1, lorsque le fluide devient plus
fortement rh́eofluidifiant, i.e.λ augmente, l’́ecoulement tend̀a devenir uniforme au centre du tuyau, tandis que
le cisaillement tend̀a se concentrer près des parois, òu la viscosit́e diminue. Ceci est quantifié dans la Tab. 1,
qui donne la valeur de la vitesse débitanteWb, la viscosit́e paríetaleµp = µb(r = 1), son inverse, ainsi que
les valeurs deα. Grâceà des prises de pression, on peut déterminer exṕerimentalement la contrainte tangen-
tielle τ̂rz paríetale moyenne, quelque soit le régime d’́ecoulement, et en déduireà partir de la loi rh́eologique,
appliqúee comme si l’́ecoulement́etait laminaire, la viscosité paríetale. On utilise donc souvent,à la fois
exṕerimentalement et th́eoriquement, le nombre de Reynolds basé sur le diam̀etre, la vitesse d́ebitante et la
viscosit́e paríetaleµ̂p, ou« Reynolds paroi»,

Rep =
2âρ̂Ŵ

µ̂p
=

2W

µp
Re. (13)

4 Ondes non lińeaires
Les solutions ondes non linéaires recherch́ees sont de la forme

v = vb + u , p = pb + p̃ = −Gz + p̃ , (14)

avecu et p̃ périodiques sousθ 7→ θ+2π/m0, m0 étant le nombre d’onde azimutal fondamental,z 7→ z+2π/q,
q étant le nombre d’onde axial fondamental,t 7→ t + 2π/ω, ω étant la fŕequence angulaire de l’onde. Celle-
ci est relíeeà la vitesse de phasec de l’onde par la relationω = cq. Pratiquement la pression fluctuantep̃ est
éliminée par projection sur les champs tests, parce que ceux-ci sont soĺenöıdaux, tandis que la vitesse fluctuante
est recherch́ee sous la forme spectrale

u =
L∑

l=−L

M∑

m=−M

N∑

n=1

2∑

k=1

al m n k vlq0,mm0,n,k(r) exp{i[mm0θ + lq0(z − ct)]} , (15)

avec(L,M,N) les param̀etres de troncature, et des fonctions de basevq,m,n,k bien choisies [11]. En fluide
newtonien, nous avons reprogrammé la ḿethode de forçage de l’équation de Navier-Stokesévoqúee en intro-
duction, en utilisant comme [3] des termes de forçage monomodes en azimut, de la formef(r) cos(m0θ) pour
la composante radiale de l’équation de Navier-Stokes,g(r) sin(m0θ) pour la composante azimutale. Il importe
de mentionner qu’en utilisant des forçages plus complexes, [14] ont calcuĺe des ondes« asyḿetriques» pour
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FIG. 2 – Vitesse de phase des ondesm0 = 3, q = 2,44 en fonction(a) du Reynolds gradient de pression (1),(b) du
Reynolds paroi (13). Courbes noires pointillées :λ = 0, noires continues :λ = 0,5, bleues :λ = 1, rouges :λ = 2. Les
disques sur la figure(b) rep̀erent les« ondes critiques».

m0 = 1, qui apparaissent très t̂ot en nombre de Reynolds. Cependant, ces ondes joueraient unrôle différent
de celles obtenues par forçage monomodes, puisqu’elle supporteraient la frontìere entre l’attracteur laminaire
et l’attracteur turbulent [4], et non l’attracteur turbulent lui-même. Dans tout ce qui suit on se focalise sur la
« famille » des ondes obtenues par forçage monomodes. Une fois des ondes forćees obtenues, on suit la bi-
furcation sous-critique correspondante pour obtenir des ondes non forćees, le param̀etre de continuatiońetant
l’amplitudeF du forçage. Ensuite on suit les ondes en diminuant leRe, jusqu’̀a atteindre les valeurs les plus
basses de celui-ci puis remonter enRe [voir par exemple la courbe newtonienne en pointillés de la Fig. 2a].
Le nombre de Reynolds le plus naturel pourévaluer le seuil d’apparition de ces ondes est celui construit sur la
vitesse d́ebitante,

Rep =
2aρŴ

µ̂p
= Re =

2aρŴ

µ̂
en fluide newtonien. (16)

[1, 3] ont montŕe que dans cette famille d’ondes, ce sont les ondes de nombre d’onde azimutauxm0 = 3 et 2
qui pŕesentent les seuils les plus bas,

Re = 1251 pour m0 = 3 , Re = 1359 pour m0 = 2 , en fluide newtonien. (17)

Les nombres d’ondes axiaux optimaux correspondants sont

q = 2,44 pour m0 = 3 , q = 1,55 pour m0 = 2 , en fluide newtonien. (18)

L’ étude paraḿetrique de l’influence du nombre d’onde axialétant lourde et̀a peine commencée, nous pŕesentons
seulement des résultats pour ces valeurs du nombre d’onde axial.

4.1 Ondes non lińeairesm0 = 3

En partant de solutions newtoniennesλ = 0 et en augmentant progressivement les valeurs deλ, nous avons
obtenus les solutions pourλ = 0,5, 1 et 2 dont certaines caractéristiques sont montrées sur la Fig. 2. Quand
on utilise le Reynolds gradient de pressionRe, l’ évolution du Reynolds d’apparition des ondes avecλ n’est
pas monotone [Fig. 2a]. Par contre, quand on utilise le Reynolds paroiRep, le Reynolds d’apparition des ondes
augmente quandλ augmente, pour atteindre des valeursélev́ees lorsqueλ = 2 [Fig. 2b]. La Tab. 2 donne les
valeurs pŕecises des Reynolds calculés. Les barres d’erreur sont estimées en faisant des comparaisons entre
les ŕesultats obtenus avec des paramètres de troncature(L,M,N) et des param̀etres de troncature supérieurs
(L + 2,M + 2,N + 2). Il est int́eressant d’observer la diminution de la vitesse débitante dans les ondes, en
comparant les colonnesWb etW des Tab. 1 et 2. De façon plus fine, les champs de vitesse transverse moyens
des Fig. 3a,c montrent bien les 3 paires de rouleaux contrarotatifs typiques des ondesm0 = 3. Les 6 jets
rapides au bord [Fig. 3a] coalescent dans le cas non newtonienpour former 3 jets rapides plusétendus [Fig. 3c].
Lorsque l’on consid̀ere la vitesse axiale totale moyenne [Fig. 3b,d] on observe aussi une homoǵenisation au
centre du tuyau, qui est liée aux effets rh́eofluidifiants. Finalement la Fig. 4 montre que les ondes en fluide non
newtonien (λ = 2) sont moins« tridimensionnelles» que les ondes en fluide newtonien (λ = 0).

4.2 Ondes non lińeairesm0 = 2

Dans le cas newtonien, ces ondes sont les deuxièmesà apparâıtre, apr̀es les ondesm0 = 3. Cette hierarchie
est conserv́ee en fluides non newtoniens, comme le montre la comparaison entre les Fig. 2 et 5, ou celle entre
les colonnesm0 = 3 etm0 = 2 de la Tab. 2. La consid́eration des champs moyens des ondes montre que l’on
a 4 jets rapides dans tous les cas [Fig. 6a,c] et une homogéńeisation au centre [Fig. 6b,d] comme dans le cas
m0 = 3.
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(a) λ = 0 (b) λ = 0 (c) λ = 2 (d) λ = 2

FIG. 3 –Champs moyenńes enz des ondes critiquesm0 = 3, q = 2,44, λ = 0 et 2.(a) et (c) : vitesse axiale corriǵee de
l’ écoulement laminaire (couleurs ; la ligne noire est le niveau uz = vz − Wb = 0) et vitesse transverse (vecteurs).(b) et
(d) : vitesse axiale totalevz.

(a) λ = 0 (b) λ = 2

FIG. 4 –Visualisation sur une ṕeriode axiale des niveauxuz = −0,28 (vert) etuz = +0,05 (rouge) des ondes critiques
m0 = 3, q = 2,44 pour(a) λ = 0, (b) λ = 2.
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FIG. 5 –Comme Fig. 2, mais pourm0 = 2, q = 1,55.
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(a) λ = 0 (b) λ = 0 (c) λ = 2 (d) λ = 2

FIG. 6 –Comme Fig. 3 mais pourm0 = 2, q = 1,55.

m0 = 3 q = 2,44 m0 = 2 q = 1,55

λ Rep Re W Rep Re W

0 1251 ± 1 1629 ± 3 0,384 1359 ± 2 1664 ± 2 0,408
0,5 1481 ± 1 1567 ± 1 0,387 1703 ± 1 1672 ± 2 0,417
1 2028 ± 3 1638 ± 3 0,378 3500 ± 2 2295 ± 1 0,450
2 3769 ± 9 2016 ± 5 0,395 4936 ± 4 2210 ± 2 0,472

TAB . 2 –Positions des bifurcations nœud-col repéŕees par les disques des Fig. 2b et 5b. On donne aussi les valeurs de la
vitesse d́ebitante de ces ondes critiques.

5 Remarques de conclusion

Le Tab. 2 montre les valeurs critiques du Reynolds paroiRep obtenues en fonction deλ, et la valeur corres-
pondante du Reynolds gradient de pressionRe. On observe une augmentation modéŕee mais significative des
Reen fonction deλ, de l’ordre de 24% pourm0 = 3, 33% pourm0 = 2, entreλ = 0 et 2. Il existe donc
un effet intrins̀eque stabilisant de la rhéofluidification. Lorsque le Reynolds basé sur la viscosit́e paríetale est
utilisé, cet effet devient encore plus fort, du fait que la viscosité moyenne dans le tuyau devient« grande» par
rapportà cette viscosit́e paríetale. Nous pensons que ce retardà l’apparition des ondes est lié au retard̀a l’ap-
parition des bouff́ees turbulentes observé dans diverses expériences, par exemple [15]. Il importe cependant
pour confirmer l’effet stabilisant de faire uneétude de l’influence du nombre d’onde axial. Cetteétude est en
cours. Ses premiers résultats montrent que l’effet stabilisant fort subsisterait même lorsque le nombre d’onde
axial est ajust́e.
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