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a. Université Paris-Est, Laboratoire Modélisation et Simulation Multi Echelle, LMSME UMR8208
CNRS, 5 boulevard Descartes, 77454 Marne la Vallée Cedex, France

Résumé :

Dans cet article nous présentons une extension du concept d’interphase et d’interface imparfaite équi-
valente dans le contexte de la viscoplasticité. L’interphase est décrite par une fine couche d’épaisseur
constante, constituée d’un matériau rigide viscoplastique et localisée entre deux milieux environnants.
Il s’avère que, en fonction du degré de rigidité ou de souplesse de la couche par rapport aux milieux
environnants, on peut, par un processus d’idéalisation, remplacer cette interphase par une interface im-
parfaite impliquant un saut du champ de vitesse ou du vecteur contrainte. Dans le cas d’une interphase
très souple, l’interface imparfaite équivalente induit un saut du champ des vitesses. Lorsque l’inter-
phase est très rigide, l’interphase imparfaite obtenue implique une discontinuité du vecteur contrainte
donnée par une loi de type Young-Laplace, généralisée ici au contexte de la viscoplasticité.

Abstract :

In the present paper we present an extension of the concept of interphase and equivalent imperfect
interface in the context of viscoplasticity. The interphase takes the form of a thin curved layer of
constant thickness, made up of a rigid viscoplastic material located between two other surrounding
materials. It turns out that, depending of the degree of stiffness of the layer with respect to the neigh-
boring media, this interphase can be replaced by an idealized imperfect interface involving the jump
the velocity field or the traction vector. In the case of a soft interphase a non linear ”spring interface”
model is obtained. In the particular of a stiff interphase, it is shown that the jump condition of the
traction vector across the interface is given by the well-known Young-Laplace equation generalized here
to viscoplasticity.

Mots clefs : Interphase, interface imparfaite, viscoplasticité

1 Introduction

Durant cette dernière décennie, un certain nombre de travaux (notamment ceux d’Hashin [8], Chen et
al. [4], Duan et al. [6]) ont porté sur la détermination des propriétés effectives des matériaux compo-
sites en présence d’interfaces imparfaites. Dans ces études, deux types d’interfaces sont généralement
considérées. Le premier type assure la continuité du vecteur contrainte tandis qu’un saut du champ
de déplacement est induit à la traversée de la surface. Une loi linéaire donnant le saut du champ de
déplacement en fonction du vecteur contrainte est alors utilisée. L’interface dite ”cohérente” implique
une discontinuité du vecteur contrainte tandis que le champ de déplacement reste continu à la tra-
versée de la surface. Le saut du vecteur contrainte est alors donné par une loi de type Young-Laplace
introduite par Gurtin and Murdoch [7] pour le cas des milieux élastiques.
Une méthode rigoureuse permettant d’établir des lois de comportement d’interfaces imparfaites a été
introduite par Sanchez-Palencia [14] puis Pham Huy and Sanchez-Palencia [13] dans le contexte de la
conductivité thermique puis généralisée par Karlbring and Mochvan [10, 11], Bövik [3], Hashin [9] et
Benveniste et al. [1, 2] pour le cas de l’élasticité. L’approche consiste à remplacer une interphase, c’est
à dire une fine couche d’épaisseur constante, localisée entre deux autres matériaux, par une interface
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imparfaite équivalente. Il a été montré que les modèles d’interfaces généralement utilisés dans la lit-
térature et cités en début de notre introduction, apparaissent comme des limites de cette approche
par interphase équivalente. Dans ce travail, nous propose une extension de l’approche par interphase
équivalente au contexte de la viscoplasticité.

2 Position du problème

On considère un solide tridimensionnel constitué de deux milieux distinct séparés par une troisième
phase, appelée interphase et ayant la forme d’une couche mince d’épaisseur constante h. Cette in-
terphase est délimitée par deux surfaces parallèles assurant la continuité des grandeurs physiques
(vitesse, vecteur contrainte). On désigne par S1 et S2 ces deux surfaces et on définit par S0 la surface
moyenne, à mi-distance de S1 et S2. Chaque point de cette interphase est repéré par le système de
coordonnées curvilignes (x1, x2, x3). Les iso-x3 surfaces définissent des surfaces parallèles à S0. En
outre, S2 correspond à x3 = h/2 tandis que la surface S1 est associée à x3 = −h/2. Le comportement
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de l’interphase est décrit par les équations :

div(σ) = 0

d =
1

2

[
grad(v) + gradT (v)

]
, tr(d) = 0

σ = pI +
2σ0
3ε̇0

(
deq
ε̇0

)m−1

d

(1)

Dans les expressions donnée ci-dessus, v désigne le champ de vitesse, d et σ sont respectivement le
taux des déformations et le champ des contraintes. La pression est notée p = tr(σ)/3 et I est l’identité
du second ordre. σeq et deq sont respectivement la contrainte équivalente et le taux de la déformation
équivalente au sens de von Mises. σ0 et ε̇0 sont des paramètres du matériau. Les exposants n et m
sont liés par n = 1/m et définis tel que 0 ≤ m ≤ 1 et 1 ≤ n ≤ +∞.
On se propose d’établir les équations d’interfaces imparfaites en appliquant la méthode par dévelop-
pement en série de Taylor formalisée dans [2]. A cette fin, nous nous proposons tout d’abord établir
quelques résultats préliminaires dans section qui suit.

3 Résultats préliminaires

Notons par n le vecteur normal aux iso-surfaces x3 = cste et introduisons par π et π⊥ les deux
projecteurs définis par :

π = i− n⊗ n, π⊥ = n⊗ n (2)

Le taux des déformations peut être décomposé sous la forme :

d = ds + g
s
⊗ n+ n⊗ g

s
+ gnπ

⊥ (3)
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où : ds = π.d.π, g
s
= π.d.n, gn = d : π⊥

Compte tenu de l’incompressibilité du matériau gn = − tr(ds), on a :

d = ds − tr(ds)π
⊥ + g

s
⊗ n+ n⊗ g

s
(4)

Le taux de la déformation équivalente peut donc s’écrire :

deq = (D2
s +G2

s)
1/2 (5)

avec :

Ds =

[
2

3

(
ds : ds + tr(ds)

2
)]1/2

, Gs =

[
4

3
g
s
: g

s

]1/2
(6)

De manière similaire, on décompose le champ des contraintes σ :

σ = σs + ts ⊗ n+ n⊗ ts + tnπ
⊥ (7)

avec : σs = π.σ.π, ts = π.σ.n, tn = σ : π⊥

Dans les expressions (4) et (7), il existe deux types de quantités, celles qui restent continues à la
traversée d’une interface parfaite, ce sont ds, ts, tn et les quantités qui sont discontinues : σs et
g
s
. On se propose d’exprimer les quantités σs and g

s
en fonction ds, ts et tn à l’aide de la loi de

comportement. Partant de (1), on observe que :

σs =
2σ0
3ε̇0

(
deq
ε̇0

)m−1

ds + pπ

ts =
2σ0
3ε̇0

(
deq
ε̇0

)m−1

g
s

tn = −2σ0
3ε̇0

(
deq
ε̇0

)m−1

tr(ds) + p

(8)

De la seconde relation dans (8), on a :

ts.ts =
σ2
0

3ε̇20

(
deq
ε̇0

)2m−2

G2
s (9)

Introduisant la quantité :

Ts =
√
3ts.ts (10)

On observe que Gs est la solution d’une équation non linéaire en z :

(z2 +D2
s)

m−1 −
(
ε̇m0
σ0

)2 T 2
s

z2
= 0 (11)

Il n’existe pas de solution analytique de cette équation, hormis pour quelque valeurs particulières de
l’exposant m (correspondant à m = 1, 1/2, 1/3, 0). On note, de manière formelle, par z = Z la solution
réelle, positive de cette équation (les solution négatives et complexes de l’équation (11) sont bien sûr
écartées). Il s’en suit donc que le taux de la déformation équivalente s’écrit deq = (D2

s +Z2)1/2 et, de
la seconde relation dans (8), on obtient :

g
s
=

3ε̇0
2σ0

(
(D2

s + Z2)1/2

ε̇0

)1−m

ts (12)

L’élimination de la pression, p, conduit finalement à :

σs =
2σ0
3ε̇0

(
(D2

s + Z2)1/2

ε̇0

)m−1

(ds + tr(ds)π) + tnπ (13)
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4 L’approche par dévelopement en série de Taylor

On se propose maintenant d’appliquer la méthode fondée sur les développements en série de Taylor
décrite dans [2] pour le cas de l’élasticité. La démarche comprend trois étapes.
• En tout premier lieu on développe le champ des vitesses, v, et le vecteur contrainte t en x3 = 0 par
rapport au paramètre h/2 désignant la distance de S0 à S1 et S2. Ainsi pour le champ de vitesse on
a :

v|S0
= v|S1

+
h

2
gradn(v)|S1

+ o(h2)

v|S0
= v|S2

− h

2
gradn(v)|S2

+ o(h2)

(14)

Où gradn(v) = grad(v).n est le gradient de v pris dans la direction x3. Les expressions données dans
(14) sont tronquées au premier ordre, les termes d’ordre supérieur sont donc négligés dans cette étude.
• Par soustraction des deux équations (14), on obtient l’expression du saut du champ des vitesses à
la traversée de l’interphase. :

v|S2
− v|S1

=
h

2

[
gradn(v)|S1

+ gradn(v)|S2

]
+ o(h2) (15)

De la même manière on obtient pour [t] :

t|S2
− t|S1

=
h

2

[
gradn(t)|S1

+ gradn(t)|S2

]
+ o(h2) (16)

• Enfin, on exprime gradn(v) et gradn(t) dans (15) à partir de dérivées de surface. Pour cela notons
que :

gradn(u).n = gn = − tr(ds)

gradn(u).π = 2g
s
− n. grads(u)

(17)

Où g
s
est donné par (12). On a donc :

gradn(v) =
3ε̇m0
σ0

(D2
s + Z2)(1−m)/2ts − n. grads(v)− tr(ds)n (18)

Utilisant maintenant l’équilibre, on a :

gradn(t) = grad(σ) : π⊥ = − grad(σ) : π (19)

Dans l’expression ci-dessus, la décomposition (7) est utilisée et pour laquelle σs est remplacé par (13).
Il s’en suit donc que :

gradn(t) = − grad

{
2σ0
3ε̇m0

(
D2

s + Z2
)(m−1)/2

(ds + tr(ds)π)

+ts ⊗ n+ n⊗ ts + tni
}
: π

(20)

Les expressions (18) et (20) s’expriment uniquement au moyen des quantités v et t et de leur dérivées
de surface qui sont des grandeurs continues à la traversée de S1 et S2. L’interphase peut donc être
remplacée au profit d’une interface équivalente générant des saut des champs mécaniques données
par les relations (15), (18) et (20). Dans la section qui suit on se propose d’examiner le cas d’une
interphase infiniment souple ou rigide, pour lesquels des expressions analytiques simples peuvent être
obtenues.
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5 Cas particuliers d’une interphase infiniment souple ou rigide

5.1 L’interphase infiniment souple

On suppose que ε̇0 est proportionnel à 1/h et on pose ε̇0 = ε̄0/h. On suppose que les paramètres σ0
et ε̄0 restent finis lorsque h tend vers zero. L’équation non linéaire (11) devient alors :

(z2 +D2
s)

m−1 − 1

h2m−2

(
ε̄m0
σ0

)2 T 2
s

z2
= 0 (21)

Lorsque h est petit, la solution z peut être obtenue en utilisant un développement asymptotique. La
solution z est prise sous la forme : z = z−1/h+z0+z1h+ .... Le calcul des coefficients z−1, z0... donne :

z−1 = ε̄0

(
Ts

σ0

)n

, z0 = 0, z1 =
1

2
(1− n)

D2
s

ε̄0

(
Ts

σ0

)−n

, etc. (22)

Seul le terme de plus grand ordre, c’est à dire z−1, est conservé dans le développement de z. En
conséquence :

Z =
ε̄0
h

(
Ts

σs
0

)n

+ o(h) (23)

En remplaçant finalement cette dernière expression dans (18) et (20), et prenant la limite h → 0 dans
(15) on obtient :

[v]S0
=

3ε̄0
σs
0

(
Ts

σs
0

)n−1

ts, [t]S0
= 0 (24)

On observe donc que le vecteur contrainte reste continu à la traversée de l’interface imparfaite équi-
valente, S0. C’est le champ de vitesse qui subit une discontinuité à la traversée de S0. Le saut de
v dépend alors du vecteur contrainte via une relation en puissance mettant en jeu l’exposant n du
matériau viscoplastique constituant l’interphase. Dans le cas où l’interphase est régie par un com-
portement linéaire, correspondant à n = m = 1, les résultats obtenus sont conformes avec ceux déjà
établis dans [2] (on considérant un milieu incompressible). D’autre part, dans le cas où n = +∞, c’est
à dire celui d’un milieu rigide parfaitement plastique, le saut de v devient nul (puisque le rapport
Ts/σ

s
0 est toujours inférieur à 1). L’interface est alors parfaite puisqu’elle assure la continuité à la fois

de v et de t.

5.2 Le modèle d’interface cohérente

De manière duale, on suppose maintenant que σ0 est proportionnel à 1/h et on pose σ0 = σ̄0/h (on
supposera que σ̄0 et ε̇0 restent finis lorsque h → 0). Lorsque la valeur h est petite, on peut obtenir la
solution de l’équation non linéaire en choisissant z sous la forme z = z1h+ z2h

2 + .... Seul le terme z1
est conservé et Z est alors donné par :

Z = hε̇m0 D1−m
s

Ts

σs
0

+ o(1) (25)

Prenant la limite h → 0 dans (15) on aboutit finalement à :

[v]S0
= 0, [t]S0

= − grad(τ ) : π

with : τ =
2σs

0

3ε̇s0

(
Ds

ε̇s0

)m−1

(ds + tr(ds)π)
(26)

On observe que le modèle d’interface imparfaite obtenu implique un saut du vecteur contrainte tandis
que le champ de vitesse reste continu à la traversée de S0. La relation donnant le saut de t prend la
forme d’une équation de type Young-Laplace dans laquelle la contrainte interfaciale τ est liée à la
déformation surfacique via une loi de viscoplasticité. Encore une fois les résultats obtenus sont tout à
fait conforme avec ceux établis par Benveniste [2] dans un contexte linéaire. D’autre part, on notera
que dans le cas de la plasticité parfaite (n = +∞ ou encore m = 0) le modèle obtenu coincide avec
celui postulé dans un travail récent portant sur les milieux nanoporeux plastiques [5].
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6 Conclusion

Dans ce travail nous avons proposé de nouveaux modèles d’interface imparfaite pour les composites
viscoplastiques. L’approche repose sur le concept d’interphase et d’interface équivalente et utilise des
développements en série de Taylor. Le cas général d’une interface générant à la fois une discontinuité du
champ de vitesse et du vecteur contrainte a été obtenu. Le cas particulier d’une interphase infiniment
souple ou rigide a été examiné et des expressions analytiques simples ont été obtenues. Ces travaux ont
permis ainsi d’étendre les modèles d’interfaces classiquement utilisés dans le contexte de l’élasticité.
L’implémentation de ce type de modèles dans une formulation par la méthode des éléments finis
classique ou étendue (X-FEM) constitue une des perspectives de notre étude.
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