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Résumé :
Ce travail concerne la modélisation multi-échelle des transferts de chaleur par conduction dans les

matériaux composites à microstructure périodique. La méthode des développements asymptotiques est
utilisée pour déterminer la conductivité homogénéisée d’un composite multicouches et formuler, sur la base
des travaux d’H. Dumontet en élasticité, les problèmes de couche limite permettant de corriger la solution
au voisinage des bords. Des exemples numériques avec la méthode des éléments finis sont présentés et les
champs de température et de flux de chaleur calculés par cette approche sont comparés à ceux issus du
problème hétérogène.

Abstract :
This work deals with the multi-scale modeling of heat transfer by conduction in composites with

periodic microstructure. The method of asymptotic expansions is used to determine the homogenized
conductivity of a multilayer composite and to formulate, from the work of H. Dumontet in elasticity, the
problems of boundary layer for correcting the solution close to the edges. Numerical examples with the
finite element method are presented and the temperature field and heat flux calculated by this approach
are compared with those from the heterogeneous problem.

Introduction :
La recherche menée dans la caractérisation des propriétés thermiques de matériaux composites découle

de problématiques industrielles réelles comme la prédiction du comportement thermo-mécanique de pièces
structurales d’avions, anciennement à structure métallique et maintenant principalement formées de
matériaux composites cent fois plus isolants thermiquement. Toute incertitude sur la connaissance de
ces propriétés impacte directement la précision sur les températures maximales atteintes par la structure
composite et donc le dimensionnement de celles-ci. La connaissance des propriétés thermiques de ces struc-
tures composites est donc cruciale. Il faut donc disposer de méthodes fiables et optimales du point de vue
coût de mise en œuvre, pour les caractériser thermiquement. Deux approches complémentaires peuvent
être employées à cet effet. La première est expérimentale et consiste à estimer les propriétés anisotropes
d’échantillons à partir de mesures d’échauffements contrôlés. On peut citer par exemple la méthode flash
qui consiste à soumettre une face d’un échantillon (quelques millimètres d’épaisseur) à un pulse d’énergie
de courte durée (comparativement aux phénomènes observés) et d’enregistrer la réponse thermique sur sa
face arrière. La seconde est numérique et peut s’appuyer, par exemple, sur la théorie de l’homogénéisation
de milieux périodiques [1]. Cette dernière est intéressante du point de vue de la thermique sur deux as-
pects : l’estimation des propriétés thermiques effectives du composite [2] et la détermination des champs
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macroscopiques de température et de flux de chaleur dans la pièce. En effet, la prise en compte de la na-
ture hétérogène et multi-échelles des composites pour le calcul de ces champs macroscopiques va favoriser
la compréhension et l’interprétation des résultats obtenus par différents dispositifs expérimentaux. Plus
précisément, les effets de bords dans le domaine de la thermique sont particulièrement importants pour
toutes ces méthodes expérimentales (et notamment la méthode flash) et peuvent être pris en compte dans
la théorie, comme le montrent de nombreux travaux en mécanique [3],[4],[5],[6]. Or, ces effets sont très
peu discutés, à notre connaissance, en thermique. C’est pourquoi nous nous intéressons dans cet article
à l’étude des problèmes de couche limite dans ce domaine sur la base des travaux d’H. Dumontet [3] en
élasticité. Dans un premier temps, nous rappelons brièvement les principaux résultats de l’homogénéisation
par la méthode des développements asymptotiques et la méthode de correction des effets de bords. Puis
nous comparons les champs de température et de flux de chaleur issus des résolutions des problèmes
hétérogènes et homogénéisés pour un matériau composite stratifié soumis à une densité de flux de chaleur
sur un de ses bords. La détermination de la taille de la couche limite est également discutée.

Mots clefs :
Homogénéisation périodique, effets de bords, thermique.

1 Homogénéisation périodique :
On considère un matériau stratifié défini par un domaine Ω de R2 de frontière ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1. On note

z = (z1, z2) les coordonnées cartésiennes d’un point de Ω dans le repère < = (O,−→e1 ,−→e2).
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Figure 1: Domaine Ω du composite stratifié.
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Figure 2: (a) :Définition de la cellule périodique Y .
(b) :Définition de la bande G.

Nous introduisons une variable macroscopique x = z/L et une variable microscopique y = z/l avec
y = x

ε , on suppose que le tenseur de conductivité K = (kij) du matériau est borné, symétrique, coércif
et périodique selon la direction −→e2

On désignera par f la source volumique dans Ω, F la densité du flux sur Γ1, T ε(x) et φε(x) les champs
résultants régnant dans le milieu hétérogène, Ces champs satisfont le problème de transfert de chaleur
par conduction à l’état stationnaire suivant :


divx (−φε (x)) = f(x) dans Ω (1)
φε (x) = K.∇xT

ε (x) dans Ω (2)
T ε = 0 sur Γ0 (3)
φε (x) .−→n = F (x) sur Γ1 (4)
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où −→n désigne la normale extérieure unitaire au bord Γ1.
La technique des développements asymptotiques à deux échelles consiste à rechercher la solution (T ε, φε)
sous la forme du développement en puissances de ε suivant :

T ε (x) = T 0 (x, y) + T 1 (x, y) .ε+O (ε) (5)

tel que les fonctions T i (x, y) sont définies sur Ω et périodiques selon −→e2 .
On peut montrer que le problème homogène équivalent au problème hétérogène (1)-(4) peut s’écrire

sous la forme suivante (voir [1]) :


divx

(
−〈φ0

〉)
= f(x) dans Ω (6)〈

φ0
〉
= K∗.∇xT

0 dans Ω (7)
T 0 = 0 sur Γ0 (8)〈
φ0

〉
.
→
n = F (x) sur Γ1 (9)

avec :〈.〉 = 1
|Y |

∫
Y .dx

K∗
i,j =

1

|Y |

∫
Y
K (ei −∇yχi) .ej (10)

où χi est solution du problème de la cellule périodique :

{
divy (K. (ei −∇yχi)) = 0 sur Y (11)
χi est périodique sur ∂Y (12)

Finalement la résolution du problème homogène (6)-(9) nous permet de trouver
(
T 0,

〈
φ0

〉)
. On peut

résumer les développements asymptotiques obtenus par les expressions :


T ε (x) = T 0 (x) + ε

(
(χ (y))∇xT

0 (x)
)︸ ︷︷ ︸

T 1(x,y)

+O (ε) (13)

φε (x) =
(
(K. (ei −∇yχi) ej)∇xT

0 (x)
)︸ ︷︷ ︸

φ0

+O (1) (14)

2 Effets de bords :
2.1 Le problème de couche limite

Le flux φ0 et la température T 0 obtenus par l’homogénéisation constituent une approximation satis-
faisante des (T ε, φε) dans des régions suffisamment éloignées de la frontière de ∂Ω, mais cette approx-
imation n’est plus satifaisante dans le voisinage des frontières. Ceci résulte d’une part de la perte de
périodicité quand les frontières sont atteintes. D’autre part le flux φ0, qui est une fonction de la solution
des problèmes à l’échelle microscopique, n’est en général pas compatible avec une condition de Neumann
arbitraire (9). Celle-ci sera donc seulement satisfaite au sens faible.

De ce point de vue, on peut dire que la théorie classique de l’homogénéisation des milieux périodiques
décrit mal certains effets locaux comme les effets de bords (voir [3]).

2.2 Méthode de correction
Afin de corriger ces défauts, on se propose d’introduire, dans les développements asymptotiques (13)-

(14) des termes de couche limite qui tendent vers 0 lorsque l’on s’éloigne de la frontière Γ1. On désigne
par G la bande telle que : G = ]0, h[ × ]−l/2, l/2[ et sur laquelle des correcteurs de couche limite seront
appliqués comme le montre la figure 2(b).
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Nous recherchons la température T ε et le flux φε régnant dans le milieu hétérogène sous la forme
suivante : {

T ε (x) = T 0 (x) +
(
T 1 (x, y) + T 1

BL (x, y)
)
.ε+O (ε) (15)

φε (x) =
(
φ0 (x, y) + φ0

BL (x, y)
)
+O

(
ε0
)

(16)

où les termes de couche limite désignés par un indice inférieur BL vérifient (19)-(21) et sont définis
pour x ∈ Γ1, c’est-à-dire x = (0, x2) et pour y = (y1, y2) ∈ G.

De manière classique, nous substituons les développement asymptotiques (15)-(16) dans les équations
du problème hétérogène (1)-(4). En identifiant les puissances de ε, nous obtenons le problème de couche
limite d’ordre ε0 qui s’écrit :

divy
(
φ0
BL

)
= 0 dans G× Γ1 (17)

φ0
BL = K.∇yT

1
BL dans G× Γ1 (18)

φ0
BL.

−→n = −φ0.−→n +
〈
φ0

〉
.−→n sur Γ1 (19)

φ0
BL (x, y +−→e2) = φ0

BL (x, y) etT 1
BL (x, y +−→e2) = T 1

BL (x, y) (20)
φ0
BL et T 1

BL décroissent exponentiellement lorsque y1 tend vers +∞ (21)

En utilisant la linéarité de (18)-(20), il vient que T 1
BL s’exprime en fonction de T 0 par :

T 1
BL (x, y) = w (y)∇xT

0 (x) (22)

où w = (w1, w2) est solution du problème suivant :



divy (K.∇ywi) = 0 dans G (23)

(K.∇ywi) .
−→n = −K. (ei −∇yχi) ej .

−→n +
1

|Y |

∫
Y

K. (ei −∇yχi) ej .
−→n sur Γ′′

1 (24)

wi est périodique (25)
wi et∇ywi décroissent exponentiellement lorsque y1 tend vers +∞ (26)

En résumé, nous obtenons en tenant compte des effets de bords les nouveaux développements de la
température et du flux dans la structure :

T ε (x) = T 0 (x) + ε
(
(w (y) + χ (y))∇xT

0 (x)
)︸ ︷︷ ︸

T 1(x,y)+T 1
BL(x,y)

+O (ε) (27)

φε (x) =
(
(K. (ei −∇yχi +∇ywi) ej)∇xT

0 (x)
)︸ ︷︷ ︸

φ0+φ0
BL

+O (1) (28)

3 Résultats numériques et commentaires :
Nous présentons dans cette section des résultats de calculs de flux et de la température obtenus au

voisinage du bord Γ1 pour un multicouche isotrope dont les propriétés sont les suivantes :
• k1 = 0.2W.m−1.K−1 et k2 = 5W.m−1.K−1

• l = 1mm,L = 10mm,ε = 0.1,F = 2.103W.m−2,f = 0
Touts les calculs que nous allons présenter ont été faits par la méthode des éléments finis de type

P1− Lagrange et qui sont obtenus à l’aide du logiciel COMSOL Multiphysics®. Nous allons procéder
de la manière suivante :

1. Résoudre le problème hétérogène (1)-(4) (T ε(x), φε(x)). Cette solution va être utilisée comme réference
pour la comparaison avec les différents flux φ0,φ0 + φ0

BL et les différentes températures T 0,T 0 +
ε.T 1,T 0 + ε

(
T 1 + T 1

BL

)
.
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2. Résoudre le problème homogénéisé (6)-(9)
(
T 0,

〈
φ0

〉)
. Pour calculer le flux φ0 on utilise (14).

3. Résoudre le problème de couche limite (23)-(26) qui permet de calculer les termes de couche limite
φ0
BL, T 1

BL, en tenant compte du fait que wi = 0 sur Γ
′
1.

En pratique la taille h de la bande G est obtenue par une étude de convergence. On fait croitre cette
taille jusqu’à ce que l’écart entre deux solutions successives sur leur domaine géométrique commun soit
inférieur à une précision donnée.

Sur la figure 3, on présente les variations de la température T 1
BL et du flux φ0

BL de couche limite pour
plusieurs valeurs de h. On retrouve la décroissance exponentielle des termes de couche limite lorsque on
s’éloigne du bord et l’écart diminue entre les différents solutions lorsque h augmente. Dans tous les calculs
qui suivent on prend alors h = 2l .
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Figure 3: Température T 1
BL(à gauche) et flux φ0

BL(à droite) pour plusieur valeurs de h.
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Figure 4: Flux de chaleur (a) et température (b) pour x1 = 0.

L’importance de la correction de couche limite est illustrée en traçant les flux φε
2, φ0

2, φ0
2 + φ0

BL.2 et les
températures T ε, T 0, T 0 + ε ∗

(
T 1

)
, T 0 + ε ∗

(
T 1 + T 1

BL

)
en x1 = 0 (figures 4a et 4b) et en fonction de

la distance au bord Γ1 (figures 5a et 5b). Ainsi, on met clairement en évidence que le flux φ0
2 et T 0 ne

sont pas de bonnes approximations des champs macroscopiques sur la frontière Γ1 alors que l’ajout des
termes correctifs calculés permettent d’approcher beaucoup plus correctement la solution du problème
hétérogène. L’intérêt de cette correction est confirmé sur les figures 5a et 5b puisque si φ0 et T 0 sont de
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bonnes approximations loin de Γ1, ce n’est pas le cas à son voisinage. On remarque que les écarts entre
les deux solutions s’accroissent près des frontières Γ0 supérieure et inférieure où on impose une condition
de Dirichlet.
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Figure 5: Flux de chaleur (a) et température (b) pour x2 = 3.2mm.

Conclusion :
Nous avons développé, dans le domaine de la thermique, le problème de couche limite permettant de

prendre en compte les effets de bords dans le cadre de l’homogénéisation périodique. A titre de premier
exemple, nous avons présenté des résultats obtenus pour un composite stratifié dans une configuration
donnée. Ces résultats sont encourageants et démontrent l’intérêt de cette correction afin d’obtenir une
meilleure approximation des champs de température et de flux de chaleur au voisinage des bords. Une étude
est en cours afin d’analyser l’influence de paramètres expérimentaux tels que le contraste thermique, le
facteur d’échelle ε et les conditions aux limites sur les champs thermiques homogénéisés. Enfin nous allons,
à moyen terme, appliquer cette méthodologie sur des volumes élémentaires représentatifs de matériaux
composites à renfort fibreux pour lesquels la connaissance des propriétés thermiques est indispensable.
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