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Résumé :

Nous présentons le développement d’une méthode incrémentale pour l’estimation du comportement ho-
mogénéisé de polycristaur thermo-viscoélastiques anisotropes. Cette procédure repose sur ’équivalence
entre la méthode de collocation et une approche a variables internes (Mandel, 1966 ; Ricaud et Mas-
son, 2009). La méthode est étendue aux comportements avec écrouissages isotrope et cinématique. Les
estimations seront confrontées aux calculs numériques en champs complets (FFT).

Abstract :

We present the development of an incremental method to estimate the effective behavior of thermo-
viscoelastic anisotropic polycrystals. This procedure is based on the equivalence between the collocation
method and an internal variables approach (Mandel, 1966 ; Ricaud and Masson, 2009). The method
1s extended to the case with isotropic and kinematic hardenings. The estimates will be confronted with
full-field numerical calculations (FFT) on the representative microstructure.

Mots clefs : collocation method ; incremental method ; hardening

1 Introduction

Pour estimer le comportement viscoélastique linéaire homogénéisé des milieux hétérogenes, on uti-
lise classiquement la transformée de Laplace-Carson. Cette derniere permet de transformer le com-
portement viscoélastique linéaire en élastique linéaire fictif dans 1’espace de Laplace-Carson. Les
modeles d’homogénéisation linéaire sont ensuite appliqués & ce matériau hétérogene fictif. Les pro-
priétés viscoélastiques effectives sont déduites par 'inversion de la transformée de Laplace-Carson des
propriétés fictives. Cette procédure d’inversion est souvent effectuée en utilisant la méthode de collo-
cation. Les inconvénients de cette méthode résident dans le fait que pour chaque cas de chargement,
différentes intégrales analytiques doivent étre réalisées pour estimer les champs moyens locaux au sein
de chaque constituant et la réponse globale du matériau. En conséquence, le comportement global qui
en résulte ne peut pas étre introduit dans les codes éléments finis pour calculs de structures. En outre,
cette méthode exige que ’approche d’homogénéisation choisie doive correspondre au chargement im-
posé (approche en contrainte si chargement en contrainte et vice versa). Ainsi, cela rend la méthode
peu pratique a utiliser.

Pour surmonter ces limitations, Mandel (1966) [1] et Ricaud et Masson (2009) [3] ont montré ’équivalence
entre la méthode de collocation couplée a la transformée de Laplace-Carson et une formulation a va-
riable internes dans le cas des matériaux composites a deux phases isotropes.

Dans ce cadre, nous développons cette nouvelle méthode plus loin pour le cas de composites n-phases
anisotropes. La nouvelle formulation est illustrée pour les matériaux polycristallins. Les résultats
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de simulation sont confrontés a ceux obtenus avec la méthode de collocation classique et les cal-
culs aux champs complets (FFT) [2]. Cette nouvelle méthode est ensuite étendue au comportement
viscoélasticité linéaire avec écrouissages isotrope et cinématique. Les estimations sur polycristaux sont
également comparées avec FFT.

2 Développement d’une formulation incrémentale a variables in-
ternes a partir de la méthode de collocation
2.1 Homogénéisation d’un milieu viscoélastique hétérogene

Considérons un milieu hétérogéne composé des phases avec un comportement viscoélastique de Max-
well, la vitesse de déformation moyenne dans chaque phase s’écrit :

e=8:6+8:0 (1)

avec Sy et S7 sont respectivement les tenseurs de souplesse élastique et visqueuse de la phase r
La déformation au temps ¢ est calculée de (1) comme suivant :

e(t)—/o S, (t—u) : dor(u) + S,(t) : (0) @)

avec Sy(t) = S7 + S}.t. Pour résoudre une tel probleme d’homogénéisation, on fait recours classique-
ment a la transformée de Laplace-Carson.

Notons par f*(p) =p fooo f(t)ePtdt la transformée de Laplace-Carson d’une quelconque fonction du
temps f(t), liée au parametre p, la forme dans I'espace Laplace-Carson de (2) s’écrit :

er=8;:0" (3)

Dans l'espace Laplace-Carson, le probleme viscoélastique est réduit a celui linéaire élastique clas-
sique. On peut donc résoudre ce probleme d’homogénéisation fictif avec les schémas d’homogénéisation
linéaire classique. Ensuite, il faut inverser la solution de I’espace Laplace-Carson a I’espace réel. Pour
ce faire, on utilise souvent la méthode de collocation [4].

2.2 Meéthode de collocation classique

Le matériau hétérogene considéré est maintenant soumis a un chargement macroscopique en contrainte
défini par la fonction du temps &(u),(0 < u < t). La réponse macroscopique en déformation est
désignée par la fonction du temps €(t) et s’écrit :

t
&(t) = / S(t —u) : do(u) + S(1) : 5(0) (4)
0
La fonction S(t) est ensuite décomposée en séries de Prony comme suivant :

S
St)~8"(t) =8 +8"t+Y 8. (1-en) (5)
s=1

. . . . . € P .
avec T sont S temps de relaxation choisis arbitrairement, S et S sont respectivement les tenseurs
de souplesse élastique et visqueuse homogénéisés en cas purement élastique et purement visqueux.
Les coefficients S, sont identifiés par la relation de collocation :

()52

Les coefficients S, nous permettent ensuite d’approximer la fonction de fluage C (t) et de calculer la
réponse macroscopique par intégrale analytique.
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2.3 De la méthode de collocation classique a une formulation incre-
mentale a variables internes

En substituant S (t) par sa fonction approximée dans le calcul de la déformation macroscopique et en
développant, nous obtenons finalement :

S
et)=8":a(t)+> S :B. () +8 : &) (7)
s=1
avec 3, (t) et £(t) sont respectivement solution des équations différentielles suivantes :
. 1 1_ ; _
B+ B, () =—al) ;5 &B=a) (5)

En cas de chargement macroscopique en déformation (& (t) inconnue), I'évolution de 3, (t) and &(t)
est modifiée comme :

S
B0+ B, (=0 (e(t) ~38. 8,0~ 5" s@) (9)
s s =1
. ~ S ~
E)=0C" (a(t) -y 8. 8.8 s<t>> (10)
s=1

La contrainte moyenne dans la phase r est reliée a celle macroscopique par :

a,.(t):/o B,(t—u) : do(u) + By(t) : 5(0) (11)

avec B, (t) le tenseur de localisation de contrainte de la phase r.
Apres développement, nous obtenons :

S
or(t)=B{:6(t)— > B :f, (1) (12)
s=1
La déformation moyenne locale se calcule par résolution de I’équation différentielle (1).

3 Homogénéisation du comportement viscoélastique avec écrouissages

3.1 Loi de comportement viscoélastique avec écrouissage pour mo-
nocristal

Considérons un comportement viscoélastique linéaire pour monocristal comme suivant :

g(x) = S%x) : o(x) + €"(x) (13)

K
ou eg’(x) = Z"y(k) ()R avec K le nombre de systemes de glissement et R le tenseur Schmid.
k=1

La vitesse de glissement ‘y(k)(x) sur un systeme de glissement k est calculée par :

() T® (@) = X (2)

(B) (1) — 14
(@) = o T(gk)@?) (14)
avec :
K
i @) = () —rP) S k0RO (@) (15)
=1
X®(2) = B5E) (z) - dD XD (@) ]38 ()] — e®| X B (2)sign(X P (x)) (16)
T(k)(l') = ng):a(:n) (17)
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En faisant 'hypothese de champs moyens par phase, la loi viscoélastique pour la phase r se réécrit :

E=S/:0+8/(t):0+¢& (18)
avec
K (k) (k)
§ p RS @ RS
S;(t) = Z (19)
k=1 0

Comme précédemment dans le cas sans écrouissage, on fait recours & la transformée de Laplace-Carson
et la loi constitutive dans I’espace Laplace-Carson devient thermo-élastique linéaire :

e =8:0"+¢ (21)
Par conséquence, le comportement macroscopique s’écrit :

~ ¥

=8 :6"+¢ (22)
avec

&= £BT e, i oi=Bi:g'+D.: (5 —<p) (23)
ou D} étant un tenseur d’ordre 4 introduit au problem d’homogénéisation thermo-élastique.
On constate dans la loi constitutive (18) que S} (t) est fonction du temps. Par conséquence, les co-
efficients S, et la souplesse visqueuse homogénéisée S’ varient. Donc, on ne peut plus effectuer la
procédure d’homogénéisation de la méme facon que précédemment. Supposons que dans un incrément
du temps suffisamment petit, on peut considérer les coefficients constants, la formulation pour le cas
thermo-élastique est finalement modifiée comme suivant :
- Champs macroscopiques :

Ae =580+ (Sr)m:AB, + (58 )m: AL+ Ag (24)

ou :

(Sr)m = (8700, + (S Jmom (8= (8" + (5
1

/BTS + 7_7867'5 = 7_736- ; 5 =0 (26)
Similairement, la déformation thermoélastique macroscopique est calculée par :
N S
Neo=Y fr ( B Aeo, — Y (BL ) : AXTTS) (27)
r=1 s=1

avec X, sont les nouvelles variables internes reliées a I’écrouissage cinématique dans les phases et
s

sont calculées par :
1 1
\ — = —¢ 28
X’I‘Ts + Ts Xr.,s T Or ( )

S

- Champs locaux :

Ao, = (Bfi . Ao — i(Bm)m : AﬁTS> + (Dﬁ L A& — i(Drm)m : AOTS)

s=1 s s=1 (29)

_|_<Df : Agg, — Z(Dhs)m : AXTTS)

s=1
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avec 0. sont les variables internes reliées a 1’écrouissage cinématique macroscopique et sont calculées

par :
. 1 1
0 +—6, = —¢& (30)
Ts

Ts
Les déformations thermoélastique et totale dans chaque phase sont calculées a partir de (20) et (18).

4 Validation numérique de la méthode incrémentale

4.1 Microstructure et chargement

Afin de valider la nouvelle méthode incrémentale, on a choisi de résoudre de probléme d’homogénéisation
sur une microstructure polycristalline 2D (figure 1). Cette microstructure est composée de 2 phases
(r = 2) avec 2 systemes de glissement perpendiculaires dans chaque phase. La direction de glissement
est exclusivement parallele & 'axe e3 (antiplan). Les angles B() sont pris respectivement : SV = (°
and A1) = 90°. Ce choix a pour but de valider rapidement la méthode par des calculs non cotteux et
ne constitue en aucun cas une limitation de la méthode. Les parametres choisis pour les systemes de

€e;

FIGURE 1 — Microstructure polycristalline 2D - Chargement antiplan

glissement en cas avec écrouissages sont les suivants :
ugm) = (1,100)GPa; 41?2 = (1,1); Témml(l’z) = (2,20)GPa/s; Ts(tlf) = (4,30)GPa/s; hFD) = 2,
cd®) =5:d® =10;m=1;e® =0;nk =1

4.2 Résultats numériques et discussion

La méthode incrémentale a été implémentée en utilisant FORTRAN90. Compte tenu de la microstruc-
ture choisie, le schéma auto-cohérent a été retenu pour I’homogénéisation dans ’espace Laplace-Carson.
Plusieurs nombres de points de collocation compris entre 1020 ont été testés, ce qui donne les mémes
résultats d’homogénéisation.

On a effectué une simulation pour le chargement en déformation £13. En cas sans écrouissages, les
résulats obtenus avec la méthode incrémentale ont été comparés a ceux obtenus avec la méthode de
collocation classique et la méthode de référence en champs complets (FFT), et sont présentés sur la
figure 2. Nous constatons que les résulats obtenus avec les 3 méthodes coincident, ce qui valide la
méthode incrémentale (pour la réponse en contrainte, nous ne tracon que les courbes issues d’une
seule méthode afin de mieux voir les résultats).

Pour le comportement avec écrouissages, les résultats sont confrontés a ceux de référence obtenus
avec FFT (figure 3). Nous remarquons qu’avec écrouissages, les résultats obtenus avec la méthode
incrémentale different légerement de ceux obtenus avec FFT. Ceci est attribué a la fluctuation in-
traphase des champs qui n’est pas prise en compte dans la méthode incrémentale (utilisant champs
moyens). Pour les calculs FFT, |4 (z)| est calculé sur chaque point du systeme de glissement k. Par
contre, avec notre méthode incrémentale, nous ne calculons que la moyenne | < "7(’“) > | sur le systéme
de glissement k, ce qui conduit a une sous-estimation du comportement effectif. Toutefois, une bonne
concordance entre les 2 méthodes est constatée, ce qui valide la méthode incrémentale dans le cas du
comportement avec écrouissages.
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Local strains 2 (incremental method in
strain and stress approaches + FFT)

——Macro-stress
------ Local stress 1
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—— Local stress 2
i Imposed strain (macroscopic strain)
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Stress (MPa)

0,4 ;’ Local strains 1 (incremental method in
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0,2

Time

-2 Time

FI1GURE 2 — Cas sans écrouissages : Chargement €13 - Réponse en contrainte et déformation

* Incremental collocation method
—FFT

o x K XX

Stress (MPa)
w
|
X XX

Time

FIGURE 3 — Cas avec écrouissages : Chargement £13 - Réponse en contrainte macroscopique

5 Conclusions et perspectives

Nous avons développé une méthode d’homogénéisation incrémentale pour le comportement viscoélastique,
basée sur ’équivalence entre la méthode de collocation et une formulation a variables internes. La
nouvelle méthode a été validée sur les matériaux polycristallins, en comparant avec des méthodes de
référence, dans les cas du comportement sans et avec écrouissages. Une extension de la méthode au

comportement non linéaire est en cours de développement, dans laquelle on introduit une procédure
de linéarisation affine a chaque incrément du chargement.
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