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Résumé :

Le couplage entre la convection et la thermodiffaspeut conduire a la séparation des
constituants d'un mélange. Dans cette étude, naussidérons une cavité rectangulaire
horizontale, de grand rapport d’aspect, remplierdmilieu poreux saturé par un fluide binaire.
La cavité est délimitée par des plaques minces @manépaisseur et soumise a un flux de
chaleur constant. Nous montrons que la séparatiépedd notablement du rappaftdes
épaisseurs de la couche poreuse et des parois guesidu rapport d, de leur conductivité
thermique. La séparation est déterminée analyticgrérat les résultats obtenus sont corroborés
par les résultats de simulation numérique directe.

Abstract :

The coupling between convection and thermodiffusiay lead to species separation. In this
study, we consider a horizontal rectangular poreasity of large aspect ratio, saturated by a
binary fluid. The cavity is delimited by thin platef equal thickness and subjected to a constant
heat flux. We show that the separation of the ggetepends significantly on the plates over the
porous layer thicknes®, and their relative conductivities ratio, d. Thgesies separation is
obtained analytically and the results are corrob@ by direct numerical simulations.

Mots-clefs: Convection; thermodiffusion; thermogravitation; stabilité linéaire; milieu
poreux, effet Soret

1 Introduction

La diffusion thermogravitationnelle est la combgwi de la convection et la thermodiffusion.
Le couplage de ces deux phénoménes peut condlareéparation des espéces d’'un mélange.
La séparation thermogravitationnelle dans les miliporeux a été largement étudiée en raison
de ses nombreuses applications fondamentales @tifedles. Une revue des travadans ce
domaine est donnée par Nield et Bejan [1], Inghaiop [2], Vafai [3] et plus récemment par
Vadasz [4]. Au cours des dix derniéres années, aebreux travaux ont été consacrés a
'amélioration du dispositif expérimental afin djawenter la séparation. Platten et al. [5] ont
utilisé une cavité inclinée chauffée par le hadhafar et al. [6] ont étudié I'écoulement
unicellulaire apparaissant au début de la convedaans un fluide binaire saturant un milieu
poreux au sein d’'une cavité horizontale chaufféel@das. Si le facteur de séparatiprest
positif est supérieur & une certaine valeys,, les auteurs ont montré qu'il est possible de
séparer les especes d’'un mélange de fluide biaatre les deux extrémités de la cellule.
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L'un des intéréts du présent travail réside darfaite qu'a notre connaissance, il n'y a pas de
travaux sur la séparation des espéces ou l'infudrcl'épaisseur et de la nature des parois ait
été pris en compte alors que I'épaisseur des pattaiss certaines applications, peut étre
supérieure a celle de la couche fluide. En 1983iRjd a pris en compte l'effet de la
conductivité des plaques horizontales délimitané wouche poreuse sur l'apparition de la
convection thermique. Plus récemment, Mojtabi e¢sR@], 2010, ont étudié l'influence de la
conductivité et de I'épaisseur des parois sur #afipn de la convection d’Horton-Roger-
Lapwood; ces auteurs ont développé une analysebidité linéaire et non linéaire.

L’objectif de notre travail, est d'étudier 'inflnee de la prise en compte de la conductivité et de
I'épaisseur des parois sur la séparation des espdor fluide binaire saturant une couche
poreuse horizontale. Apres avoir présenté une étlglestabilité linéaire de la solution
d’équilibre en cellule d'extension horizontale infinie, on d&edanalytiguement et
numeériguement la séparation obtenue dans une calelgrand rapport d’aspect, pour des
valeurs du nombre de Rayleigh conduisant a un énmrit monocellulaire.

2 Formulation mathématique

On considéere une cavité rectangulaire de rappaegpdictA=L/H , ou H est la hauteur de la
cavité etL est sa longueur, la profondeur de la cavité egpasée infinie (figure 1). Cette
cavité rectangulaire est remplie d’'un milieu poresakuré par un mélange binaire. La cavité est
placée entre deux plagues métalliques d'épaisseiforme h. Les parois horizontales
imperméables (y=-h, y=H+h) sont soumises a un flexchaleur uniformeq' . Les parois
verticales (x=0, x=L) sont imperméables et adiajues. Toutes les parois sont rigides. Nous
considérons que la couche poreuse est homogéneso&bpe. Nous supposons que
I'approximation d'Oberbeck-Boussinesq est valabledésignant par C la fraction massique du
composant le plus lourd et par T la températurendlange, sa masse volumique s'écrit sous la
forme: p=p,[1-B; (T -T,) - B (C-C,)] ou B; et B. sont respectivement les coefficients

d’expansion thermique et massique du fluide binafig et G correspondent a I'état de
référence).

»
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L
FIG. 1 — Configuration géométrique de la cellule
Dans toute I'étude, I'indice (1) est relatif & larpi inférieure, I'indice (2) a la couche poreuse e
I'indice (3) a la paroi supérieure.
La formulation mathématique adimensionnelle du [@noie est donnée par :
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0
0%p=-Ra_— (T, +4C)

% +V.0T, = 0%T,
(1)

£ wac="1 (nc-oeT,)
ot Le

M _ g,

ot

9Ty = a0,

ot
Dans cette étude les variables sont rendues adoneieties par les grandeurs de références
suivantes:H pour les longueursa/H pour la vitesse ave:z—:lz/]p/(,oc)f (a, diffusivité

thermique effective), gaHZ/a pour le temps, AT=q‘H//]p pour la température,

AC =-ATC, (1-C,)(D;/D") pour la fraction massique, olC,, D; et D" sont
respectivement, la fraction massique initiale,desfficients de thermodiffusion et de diffusion
massique du constituant le plus loug@l= —géy est I'accélération de la pesanteur. L'équation

de continuité est satisfaite en introduisant lacfmm de courant comme suiti=0¢/dy et
v=-0¢/0x. Le probléeme considéré dépend de huit paramethieseasionnels: le nombre de
Rayleigh thermique, Ra=(Kgg;HAT,)/(av), le facteur de séparation

w=-(B./B;)(D;/D)C,A-C,), le nombre de Lewise=a/D", la porosité normalisée,
£=€&/p (avec @=(0c),/(C); ), le rapport des diffusivités thermiquee',=aS/ap ou
a; =A/(pc)s et a, :/1,)/(,00)p sont respectivement la diffusivité thermique désqpes
métalliques et du milieu poreux, le rapport desdemtivités thermiquesd :/\S//lp , le rapport

de I'épaisseur des parois sur I'épaisseur de lafmporeused =h/H et le rapport d’aspect de
la cavité poreuseA=L/H . Les conditions aux limites correspondantes sont:

A -

pour y:—é', ﬂ:—izil;

oy A, d

0T, 10T, oC 0T
our y=0, —t==—2 T,=T, ¢=0 —-—2=0
poury dy ddy 170 P70 5 Ty )
pour y:l' &:EE, T2=T3’ wzol aﬁ—&:o,

oy d oy dy oy
pour y=1+7, %:_—1.

oy d

3. Stabilité linéaire de la solution d’équilibre das une cellule
horizontale d’extension infinie : bifurcation stationnaire

Le probleme considéré posséde une solution d'égeitiaractérisée par :

V= 0Ty =-y/d+T, T =T, =¥, T =(A-y)/d+T, -1 C, =C,; +}2-y 3

ou T, est une constante arbitraire. Dans le but d’aealya stabilité de cette solution
d’équilibre, on introduit la perturbation de la @ion de courantp, les perturbations de
températured;, 0, et 0; et de la fraction massique c. On suppose que lesirpations
(9,6,,6,,6,,c) sont infinitésimales, et afin de simplifier 'éwidle la stabilité linéaire, on
introduit la fonctions = c— 6, . Les perturbations sont choisies comme suit :
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(¢,6’1,6?2,¢93,/7)=(¢,§1,§2,§3,/7)(y)exp0kx+0t)+c.c, ou k est le nombre donde dans la

direction horizontale (x),i?=-1 et ¢ est le facteur d’amplification temporelle de la
perturbation. En combinant les équations de Darded’énergie, on obtient, les équations aux
perturbations linéarisées suivantessogst pris égal a zéro:

(D? -k?)26, - Rak[L+y +yle] 6, = Rakiy[Asinhky) + Bcoshky)|
(D> -k?)8,=0 4)
(D*-k*)6,=0
ou D=0/dy et A et B vérifient:
Le(dd,/dy) +kA=0 pour y=0;

- )
Le(dé?z/dy)+kAcosh(<)+kBsinh(k)=O pour y=1
Les conditions aux limitées associées sont:

pour y = -0, 6—01:0;
oy
00, 106, =~ =~ ~

our y=0, A== g =6, (D?>-k?)0,=0;

p y dy d oy ! b ( )6, (6)
053 1 652 oy =~ 2 2 =~

our y= —2=_< 6,=6, (D°-k?)g,=0;

p y=1 dy d oy 2 5 ( )6,

pour y=1+9, %:O.

ay

La solution générale de I'équation différentielle 52 du quatrieme ordre, du systéme (4)
s’écrit comme une combinaison de quatre fonctiodgépendantes dont I'expression dépend du
signe deRa(l+¢ + L e). Ces considérations nous permettent de distinguaire régions du

plan (Ra,¢) . La solution de cette équation est la somme dmlistion générale de I'équation

homogéne associée et de la solution particuliggg(Ash(ky) + Bch(ky))/ L+ ¢ L+ Le)). La
solution du systeme d’équation (4) est :

8,(y) = Ccoshg/k? +kyRa(l+@ +¢le) y)+Dsinhg/k® +kRall+y +¢Le) y)
+Ecosg/kyRall+@ +yle) -k* y)+Fsin(/kyRal+@ +yle) —k* y)
- (Asinhy) + Bcoshky))/ (L+¢ +yLe);

6,(y) = Geoshky) + H sinhky);

6,(y) = M coshky) + N sinh(y). (7)

La solution obtenue dépend de dix constantes aitdtr A, B, C, D, E, F G, H, M et N. Quand
on utilise les conditions aux limites données ene§6), nous obtenons un systéme algébrique
homogéne linéaire avec dix équations a dix incosrm@respondant aux dix constantes. Ce
systéme admet une solution non triviale si le daéeant de la matrice associée,
detRa(k),k,d,d,i,Le) est égal a zéro. L'expression de ce déterminaditéaobtenue en
utilisant le logiciel Maple. Quand on calcule ldeténinant, on obtient I'équation de dispersion
reliant le nombre de Rayleigh, le nombre d'onderdeport d’'aspectd, le rapport des
conductivités thermiqued , le nombre de Lewid e et le facteur de séparatigfr. En raison

de la longueur de I'expression du déterminantiedtrpas donné ici afin de ne pas alourdir le
texte. On a aussi déterminé les valeurs du nomérRayleigh critique et du nombre d’onde
critique correspondant a la transition stationnairaitilisant un code d’éléments finis (Comsol).
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Les Figures 2(a) et 2(b) montrent respectivemesitdiagrammes de stabilité, = f () et
Ra = f () et obtenus poutLe,d,d) = (310).

4

@ (b)

N i

B 1

| 1 |
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° 1 !
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FIG. 2 — Diagramme de stabilité pqie,d,d) = (310,1). (a) k. = f(¢), (b) Ra. = f (¢)

5 Etude de la séparation : comparaison entre résuts analytiques et
numériques

Le systeme (1) associé aux conditions aux limig@sa(été résolu numériqguement en utilisant le
code industriel COMSOL avec un maillage rectangeldiien approprié pour le domaine
d’étude. Les influences de d, Le ety pour différentes valeur de Ra ont été étudiées. On
considére le mélange binaire utilisé par Platteal ef5]. Il s'agit d'un mélange eau-éthanol a
60,88% en masse d’eau et a 22,5°C. La figure 3tnaden variation de la séparation en fonction
du nombre de Rayleigh pour Le=232yet0,2 sans l'influence des parois (d=30) et avec
leur influence (d=419=2). La solution analytique en traits continus exstoon accord avec les
résultats numériques représentés par des symisolesptimum de séparation est le méme avec
ou sans prise en compte des parois, il n’en n'ast gg méme de I'évolution des courbes
S=f(Ra) qui different notablement a partir d¢a= 25. (S est la différence des fractions

massiques du constituant le plus lourd entre lex dgtrémités verticales de la cellule).

Avec prise en compte des parois
Sans prise en compte des parois
4 +  Solutions numériques

FIG. 3- Séparation fonction du nombre de Rayleighrp.e=232,y=0,2, (d=0,0=0) (sans prise
en compte des parois) et (d=8%2) ( avec prise en compte des parois)
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La figure 4, montre les iso-concentrations pour 232;y=0,2, et Ra=10 sans prise en compte
de l'influence des parois (d=6850). La séparation obtenue dans ce cas est S=0,60.

La figure 5, présente les iso-concentrations peunéme mélange avec les mémes parametres
mais en prenant en compte l'influence des paroit1dé=2) ; la séparation obtenue est de
S=1,44. On constate donc que la non prise en codgténfluence des parois sous-estime la
séparation des espéces.

==

FIG. 4- Iso-concentrations pour Le=232;0.2 et Ra=10 : cas sans influence des parois
(d=0,6=0), S=0,60

- S SR

FIG. 5- Iso-concentrations pour Le=232;0,2 et Ra=10 : avec influence des parois
(d=41,5=2), S=1,44.

5 Conclusion

On a étudié analytiquement et numériquement, darfte de la conductivité thermique et de

I'épaisseur des parois délimitant une couche perdwsizontale, saturée par un fluide binaire et
soumise a un flux thermique constant sur la sépardhermogravitationnelle des constituants

du mélange. L'un des résultats important qui néssde cette étude est que la séparation est
sous-estimée lorsqu’on ne prend pas en comptetl@édk parois.
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