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Résumé :Nous proposons qu’une origine possible de glissement siécenerratique de couches élastiques
cisaillées I'une contre l'autre est associée a la réverhiéna des ondes qui rayonnent et se réfléchissent aux
niveaux des interfaces en frottement solide. Dans le caglsdals de frottement a variable interne, nous montrons
que la dynamique du glissement interfacial est déterminéep systeme différentiel avec délai correspondant au
temps caractéristique des réverbérations fixé par I'émaissles couches. La stabilité du glissement stationnaire
et des solutions périodiques est analysée.

Abstract : We propose that the complex stick-slip sliding of elastitticma may originate from the reverbera-
tion of elastic waves which radiate and reflect from fricabmterfaces and system boundaries. In the framework
of rate-and state friction we show that the interfacial s6pdetermined by a differential-difference system whose
delay corresponds to the characteristic time of reverberatet by the layers’ thickness. A criterion of stability
for the steady-state sliding is given. Period-doubling éovdis bifurcations of stick-slip periodic orbits are found

Mots-clefs : frottement héréditaire ; stabilité ; stick-slip ; délai.
1 Introduction

Il est commun d’observer que le glissement saccadé de dédgsen contact frottant est erratique,
méme a faible vitesse [e.g. 1, 2]. Par une prise en comptdiB#mple la propagation des ondes élas-
tiques, nous verrons qu'il est possible d’engendrer desasidé glissement complexes sans faire appel
a plusieurs variables internes ou des fluctuations de laaioté normale pour que I'espace des phases
soit de dimensiore 3. Il sera de dimension infinie dans notre cas.

Pour cela, nous considérons un systéme formé de deux coélastisues identiques inifinies hori-
zontalement et d'épaissetif2, de module de cisaillemefi = pc? et entrainées en directions opposées
a vitesse constanteV’ /2. Ces couches frottent 'une contre I'autre au niveau d'umterface plane ca-
ractérisée par un glissement uniforme. On suppose en eféeteqdéplacement(z, t) dans les couches
est horizontal et uniforme sauf dans la direction vertiealehypothése essentielle de ce travail est alors
de considérer un champ de vitesge, t) dans la couche supérietirde la forme

Wz, t) =V/2+ [t = (z2=h/2)[cs) = [t + (2 = h/2)/cs). 1)

Nous prenons ainsi en compte la réverbération d’'ondes délement, de célérité, qui rayonnent et
se réfléchissent de bas en haut a partir de l'interfacednnglle et des frontieres= +h/2 du systeme.

Bien que d'autres lois soient envisageables, nous nousolisiaux lois de frottement héréditeire
définies par

T = F(U7¢; 0)7 ¢ = _G(v>¢; U)‘ (2)

Les contraintes normale et cisaillante sont not¢ext 7. La variablev représente le taux glissement
interfacial ety correspond & une variable interne qui décrit la résistangdissement de l'interface. Sa

Le champ de vitesse dans la couche inférieure s’obtientypaéisie.
% e. rate-and-state friction
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loi d’évolution (2), modélise I'histoire du glissement. La contrainte normakst considérée ici comme
un parameétre constant. En glissement stationnaisel” = const., la loi (2) se réduit &

T = F(V;0), 3)

car |'état de linterface n'évolue pas et vatit = ¢;5(V') solution deG(V, ¢ss) = 0. Un exemple
classique de loi (2) est donné par la loi de Dieterich ou

7 = [ax + aln(v/Vi) + bIn(¢/¢s)]| o et ¢ =1—0v¢p/L. 4)

On note queV, et ¢, sont le taux de glissement et I'état interfacial de réféeecmrrespondant a un
coefficient de frottement de référenag au voisinage duquel le coefficient de frottement instantané
u = 7 /o varie. La longueud. permet de définir le temps caractéristiqud” durant lequet- relaxe vers
Tss = Fss(V') en réponse a un saut de vitesse.

Dans ce cadre, nous rappellons que le glissement statierdian systéme patin-ressort tiré a vitesse
constantd/ par un ressort de raideér dont I'équation du mouvement est

Mo =k(Vt—2z) —T, (5)

devient instable [3, 4, 5, 6] dés que la raideur est réduitelesra d’'une valeur critiqué. et donne
naissance par une bifurcation de Hopf & des oscillationgdeqe2r /w. données par
ke = —GoFl + Mw? et w=—-GJF./F,. (6)

A mesure que la raideur est diminuée, I'amplitude des @siilis croit et des saccades réguliéres de
type stick-slipse développent sous forme d’oscillations de relaxation§zpériode

T ~ A7/(kV) ou lachute de contrainte AT = max7 — min . (7)

Nous généralisons ici ces résultats et établissons un tiga & dynamique d’un systéme patin-ressort
et celle de couches élastiques.

2 Formulation

L'équation (1) implique que le taux de glissement intedhei(t) = 4(0*,¢) — u(0—,t) et que le
taux de variationr(t), obtenu par la loi de Hook&,, = G, sont donnés par

v = V42 f(E+h/2e) — F(E—h/(2e,))] €t = —pey [f'(t+h/(2¢,)) + f(t = h/(2¢,))]. ®)

Combinées avec la loi de frottement (2), et en notant la fondhconnueg(t) = f(t + h/(2¢)), ces
éguations conduisent au systéme différentiel avec délai

{ Tos(V) = peslg(t) + g(t = h/es)] = F[V +2[g(t) — g(t = h/cs)], ], ©)
¢ = —G[V +2[g(t) — gt — h/cs)], 4],

qui détermine la dynamique de l'interface. Son intégragshpossible des que la courbe des données
initiales g(t) = ~(t) est spécifiée sur l'intervalle h/c; <t < 0.

Si nous supposons de plus que I'état interfacial varie pewlg® le tempsi/c, qui caractérise
I'aller-retour des ondes, nous pouvons développer en sériaylor les fonctions (¢ + h/(2¢s)) et
f'(t £ h/(2¢c5)). Alordre O(h/c)3, ces développements réduisent (8) & un systéme linéaireffou
et f”(t) dont la solution permet de religf(¢) et f”(t) av(t) et7(t). La double dérivée d¢'(¢) devant
étre égale a I'expression obtenue pgli(¢) conduit & une approximation différentielle de I'équatian d
mouvement (9) de linterface

7= (G/h) (V —v) — (ph/8) ¥ — (h/cs)* 7/24. (10)
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Nous reconnaissons en cette équation celle du mouvemenbtiao de mass@/ = ph/8 tiré a vitesse
V par un ressoftde raideurk = G/h connecté en paralléle avec un “piston” a l'origine de la éorc
dissipative
F. = (h/cs)* 7/24, (11)
qui traduit le rayonnement élastique. Notons que cetteefgénéralise celle obtenue par [8].
Choisissant les échelles caractéristiques de longlede tempd./V, et de contrainte, le systeme
(9) et I'équation (10) adimensionnés font apparaitre les @aramétres de contrble

e =pcsViJo et r=(h/cs)/(L/Vy), (12)

qui représentent I'impédance et le délai (sans dimensiargydtéme relativement aux écheltes/,
(impédance interfaciale) ét/V,, (mémoire interfaciale) qui caractérisent la résistancenauvement de
l'interface due au frottement. En plus @& cette paramétrisation refléte le fait que ce somt i qui
sont les deux parametres (dimensionnels) de contréle darsgs et qui peuvent a priori étre aisément
variés expérimentalement. Notons que la raideur (sansndiio®) du systéme dépend detr selon

k=kL/o =¢€/r, (13)

et ne représente donc plus une paramétrisation astucieess/stéme sans dimension correspondant
a (9) s'obtient formellement en remplacamt; par e et h/cs parr; la forme sans dimension de (10)
s’obtient par les substitutiors/h — €/r etph — er. Les résultats qui suivent sont présentés par rapport
aux formes sans dimension de (9) ou (10).

3 Stabilité du glissement

La linéarisation du systéme (9) autour de la solution statire(g, ¢) = (0, ¢ss(V')) correspondant
au glissement a vitesdé de l'interface conduit a I'équation transcendent@lgs, ) = 0 qui détermine
le taux de croissance exponentiad’une perturbation. On trouve que

Q(s,r) = A(s) + C(s)e*" =0, (14)

OUA(s) = (Fy+¢€/2)s+Gy(F. +¢€/2) etC(s) = —(F,—¢/2)s—Gy(F.,—¢/2). Les dérivées partielles
de F' etG par rapport & et ¢ sont notéed,, I, G, G, et sont évaluées@, ¢) = (V, ¢ss(V)).

Quandr augmente, I'analyse de (14) montre qu'une paire de racioeplexes conjuguées =
s, 4 iw traversent I'axe imaginaifgour une fréquence et un délai critiques

tan ! 2
C,

La valeur critique de dans I'approximation quasi-statique est natg¢e= —e/(G4FY,) ; elle correspond
alalimiter,w. — 0 dans (15). La frontiére de stabilité dans le plga ) est quant a elle donné par

(15)

tan(r we/2)
€c = —G¢F5’5T/;. (16)
Notons que le développement de (d8gans la limite quasi-statique.w. — 0 conduit a la raideur
critique (sans dimension). = €/r. = fy + eryw?/12 + -+ pour laquellex, = ¢/r, = —G4F.,

correspond a la raideur critique quasi-statique. On reaiviiexpression (6) de la raideur critique du
systéme patin-ressort de masse adimensionaelld 2.

Les frontiéres de stabilité (15t (16) qui délimitent les domaines de glissement statioarsdable
du domaine destick-slip sont représentées a la figure 1 pour la loi de Dieterich. Bllssnt de plus

comparées a leurs approximations= r, +2r, sin(6/3—7/6)/cos'/3(0) eté, = —G4Flyr %,

oud = tan !(y/a) eta = (1 +8/(r.w:)?)® —1 > 0, obtenues a partir de I'approximation différentielle
(10) de (9).

*Nous définissons parla force élastique telle qug = (G/h)(V — v) d’aprés I'équation du mouvement (10).
4du domaine stable, < 0 au domaine instable. > 0;
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FiG. 1 — Frontiéres de stabilité (1bet (16) pour la loi de Dieterich{— ). Le glissement stationnaire
est stable pour < r. oue > €. Les lignes—-—-— correspondent aux approximations deet e

obtenues pour (10). La ligne--- représente la frontiére, du cas quasi-statique (sans propagation
d'onde). Paramétrese:= pcsVi /o = 2.8 x 1072, V/V,, = 100; a, = 0.369, a = 0.0349, b = 0.0489,
L=09pum,V, =1pumls,¢, = L/V,.

4 Complexité du glissement

Pour différentes valeurs du délai> r., nous illustrons maintenant I'effet de la réverbératios de
ondes sur la dynamique de l'interface a travers quelquesgtaés numériques obtenus pour la loi de
Dieterich et des valeurs des parameéfres 100V, ete = 2.8 x 107°.

Il est intéressant de commenter tout d'abord les prédistitml’approximation différentielle (10). La
figure 2(a) présente un cycle limite stable pour une valeutéair = 10~2-5® voisine de la valeur cri-
tiquer. ~ 10727, Nous voyons que des oscillations de la force de frottemerdpides et d’amplitude
non négligeable, se superposent a I'accroissement deda &astique; ~ (¢/r) Vt pendant la phase
quasi-statique du cycle [7]. Pendant cette phase, V et 'inertie erv/8 est négligeable. La force de
frottement obéit alors a I'oscillateur harmonigefgi/24 + fi ~ (e/r) V, de périodel;, = 7r/+/6 qui est
donc déterminée clairement par le délai

Concernant le systéme exact (9), cette conclusion est pwidirLa période des oscillations corres-
pond exactement au délai suite &,(8n effect, comme « V, la fonctiong(t) = f(t + r/2) est
déterminée par I'’équation aux différences linéajfe) ~ g(t — r) — V' /2. La figure 2(b) montre que
les solutions numériques des systemes exact (9) et app(b@hé&ont voisines. Le systéme approché
(10) sous-estime cependant la durée totale d'une cycle ledprdgstick-slip: on trouveT(g) ~ 73.5
et Tao) ~ 70.7 (mesurée en unité tempg'c,). La figure 3(a) montre que la période dtick-slip du
systéme avec délai est encadrée par ces diverses apprioxisndk est enfin important de noter que le
cycle complet destick-slipdu systeme (9) est circonscrit par celui d'un systeme patseort “moyen”
correspondant a une maske= er/12 que donne I'analyse de [7].

Ces résultats sont résumés par le diagramme de bifurcatitarfigure 3(b) qui représente I'évolution
de 'amplitude de la chute de contrainf®; = max y — min y avecr pour le systeme différentiel (10).
Son amplitude est plus faible que celle A¢ = max . — min g a cause de ses oscillations rapides.
On voit que ces amplitudes minorent Iégerement celles dérsgsexact. Il est par ailleurs intéressant
de voir (fig. 3(b)) que les cycles dstick-slip naissant a partir de la bifurcation de Hopf deviennent
instables, d'abord par des bifurcations par doublemenédeqte (fig. 3(c)), puis par une bifurcation de
type Neimark-Sacken{z = 10~2468) aprés laquelle I'orbite primaire n’est plus restabilisée

La figure 4 illustre enfin pour les deux systemes I'apparittenmodes de glissement complexes
lorsque que le délai est choisi bien a I'intérieur du domaine instable, ici peuts 10~2-3. Nous notons
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ode -------=
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t/T log,(v/Vi)

(@) (b)

FIG. 2 — Un exemple de cycle limite stable de I'approximation)({iour la loi de Dieterich. Notons les
oscillations rapides de durant la phase quasi-statique. Symbols y{a}—, y ----; (b) Les cycles
dde et ode correspondent aux systémes exact (9) et apprb@héd & droite—— représentguss(V).
ParamétresV /V, = 100, 7 = 107268, ¢ = 2.8 x 107°.

toutefois leurs multiples différences qui illustrent lemites de I'approximation différentielle (10). Tout
d’abord, les oscillations rapides pendant la phase quaisitge restent sinusoidales (mais d’amplitude
variable) entre deux glissements inertiels par rapportl@sprédites par le systéme exact. Pour celui-ci,
il est trés intéressant de noter la richesse de leur steuttumporelle trés dentelée. La phase inertielle
est aussi différente. Alors qu’elle montre de oscillatiolesgrande amplitude de tys#ick-slip pour le
systeme différentiel, cette phase reste pincée le long,¢lé”) pour le systéme exact. Dans ce cas, le
cyle obtenu rappelle celui des oscillations de relaxatiosystéme patin-ressort décrit par [7], exception
faite des oscillations rapides de la phase quasi-statique.

5 Conclusion

Nous avons montré que la dynamigue non-linéaire du frottéme deux couches élastiques iden-
tigues est contrdlée, en plus de la vite§separ 'impédance relative = pc;V,/o et le temps de
réverbération relatif = (h/c;)/(L/V.). Le mode de glissement stationnaire devient instable par un
bifurcation de Hopf st > r. ou, de fagcon équivalente, sk e...

Il est possible d’approcher la dynamique du systéme diftéeeavec délai qui détermine le mouve-
ment des couches par un systeme d’équations différestietitinaires s’interprétant comme celui d’'un
patin de mass@/ = ph/8 mi par un modéle rhéologique de Kelvin-Voigt de raideut G/h et dont le
piston développe une force dissipatife = (h/c,)*7/24.

Concernant les oscillations dick-slip l'inertie des couches impliqguée dans la propagation des
ondes élastiques n’est pas négligeable et est a l'origioscilations rapides de périodependant la
phase quasi-statique, et ceci indépendamment de la lobterfrent.

Les cycles destick-slippeuvent devenir instables pour des valeurs da e suffisamment différentes
de leurs valeurs critiques. Des modes de glissement coegp®ant alors possibles. Leur caractérisation
fait I'objet d'une étude en cours.
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FIG. 3 — (a) Comparaison des périodesstigk-slip(en unitéh/c;). (b) Diagramme de bifurcation mon-
trant la chute de contrainte élastiqe, := max(y) — min(y) pour I'approximation (10). Points de
bifurcation := : Hopf; ¢ : doublement de périodes;: Neimark-Sacker. Pour comparaison, les courbes
en train fin donnent des estimations A@ pour les diverses approximations de type patin-ressort (cf
légende). (c) Zoom du diagramme de bifurcation Agrreprésentant I'amplitude des orbites créées par
doublement de période. Paramétres= 2.8 x 107°, V/V, = 100.
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FiG. 4 — Comparison des modes de glissement complexes dynasscsydtemes exact et approché
calculés par intégration temporelle. Paramétres=:1023, ¢ = 2.8 x 1075, V/V,. = 100.
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