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Résumé :

Cet article présente une approche permettant deraéher la célérité des ondes longues a la surfiioe

film s’écoulant sur un plan incliné. Les mécanisrimpliqués dans le processus de déstabilisationt son
étudiés a l'aide d’'une approche phénoménologiquetteCformulation permet de prendre en compte le

caractére non newtonien du fluide mais égalemergelanéabilité du substrat. Nous examinons en détail
influence de ces deux effets sur la célérité aledes dans le cas de la stabilité marginale.

Abstract :

We present here a model predicting the celerityonfy surface waves on a film flowing over a porous
inclined plane. The mechanisms involved in the atbistation process are studied through a
phenomenological approach. This formulation enabiggo take into account not only the non-Newtonian
behavior of the fluid but also the permeabilitytioé substrate. We focus on the influence of bdéttsfon
the wave celerity when the flow is marginally séabl

Mots clefs :Ecoulement de film, Stabilité hydrodynamique, Fluics non newtoniens, Approche
phénoménologique

1 Introduction

Les problemes liés a la stabilité d’écoulements gravité de films liquides se rencontrent dansagest
procédés d’enductionc@ating. En général, la problématique est d’éviter ou rdtarder I'apparition
d’instabilités qui constituent a la fois une soudm défauts dans le produit fini et une limitatide la
productivité. Cette configuration d'écoulement n'eyarde pas moins un intérét environnemental
(écoulements de glaciers, écoulements de bouedglgs, de laveetc); la problématique est alors de
prévoir les longueurs d’onde et les taux d’ampdifien observés dans la nature, ainsi que de cormhe des
phénomeénes physiques sous-jacents. Que ce soif’'iaustrie ou dans I'environnement, les fluidems
souvent non newtoniens, le plus souvent rhéofliaigi§, avec ou sans seuil de mise en mouvements Nou
nous consacrons a I'étude de la stabilité de fihms newtoniens en écoulement sur un plan incliré].[1
Les travaux que nous présentons ici sont restraintsas d’un fluide rhéofluidifiant et purementqugsux.

Le support sur lequel coule ce film peut étre porgar exemple du fait d'une canopée végétale og da
procédé ou I'on veut faire réagir un liquide aveamnilieu plus ou moins dense [5].

On considere la configuration représentée sumlardi 1. Le film est d'épaissedr La vitessdJs=U(y = d)
au fond est soit nulle dans le cas d’'un substrgeiméable, soit prescrite par une condition traohiisa
présence d'un fond poreux dans la zgred :

oy
u(d) =B|——(d 1).
()ﬁ‘ay() (1)

ou le parametrg est lié a la perméabilité du substrat. Cette damrdaux limites est proposée faeavers

and Josepli7] pour traduire la porosité du fond au nivead'ugerface entre le liquide et le poreux. Notons

gue le repere choisi ici pointe vers le bas etlguaaleur absolue dans le membre de droite permétmr

compte du fait quedU/dy est négatif (on pourrait, pour plus de généraltésubstituer le taux de
1
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cisaillement).

FIG. 1 — Configuration de I'étude. L'axeest dirigé dans le sens de I'écoulement, I'awea direction de la
paroi avec origine a la surface libre. L’amplitubiela déformation est notée

On s'intéresse a la stabilité de I'écoulement unif®, en particulier pour des ondes planes de lamgue
d'onde bien plus grande que la profondeur de I'éooent. Dans le cas newtonien, ce sont en effeirides
longues qui présentent le seuil de stabilité les fdas [8]. Le cas newtonien avec un fond impernecabi
bien connu grace a des études théoriques, phéntogénees et expérimentales [9-12]. L'inertie joue u
réle prépondérant dans la formation de ces ondesidace si bien qu’elles se déclenchent pour unbme

de Reynolds non nul ; en particulier pour le cas dedes longues, ce nombre de Reynolds critique est
proportionnel a la cotangente de 'angle d'inctionin

Re = k cotang 2)

ou la constanteprend des valeurs différentes suivant les gramsdeanactéristiques choisies pour construire
le nombre de Reynolds. Une autre caractéristigpaiitante de ces ondes longues sur un film newtasen
gue leur célérité vaut deux fois la vitesse dudiuiau niveau de la surface libre lorsqu’elles sont
marginalement stables.

Les moyens théoriques utilisés ci-dessous, quiilsng analytiques ou numériques, s'inscrivent daradre

des méthodes linéaires d’étude de stabilité. L'agipe présentée ici consiste a « scénariser » taatan

des ondes longues par un enchainement de phénom@émesntaires simples ; cette approche, proposée
initialement par Smith [11] dans le cas d'un fluidewtonien avec fond imperméable (i.e. non poreux),
permet de montrer explicitement les équilibres sgaiees a I'obtention d’'une onde marginalementlestab
(c'est-a-dire ni amplifiée, ni amortie). Elle petraessi de faire le calcul du nombre de Reynolidgjce, de

la célérité et du taux d’amplification, mais nowmigs restreindrons ici a celui de la célérité poes thisons

de longueur du développement analytique. Nousngjgtins explicitement dans les calculs le profil de
viscosité lié au champ de base d’'une part et tugEation de viscosité d’autre part.

2 Considérations sur le champ de base

L’objectif de ce paragraphe est de montrer qualgatent, pour un débit donné, les changementstmdur
le champ de base lorsque I'on modifie la porositépthn et lorsque I'on modifie les paramétres diia
constitutive du fluide pour le rendre de plus easpthéofluidifiant. Considérons une parcelle denfil
délimitée par deux sections droites distantes d'lomgueur 4Ax. L'équilibre statique de cette parcelle
impligue I'égalité entre le cisaillement au fondatomposante longitudinale du poids :

pgsingd 1AX = (/7%—[;) IAX, (3)

ou | etd sont respectivement la largeur et I'épaisseurildy # etp la viscosité et la masse volumique du
fluide et ou l'indicef désigne les grandeurs calculées au niveau du feotdnsU, et U; les vitesses a la
surface et au fond et définissons I'écart entrevitesses par :

AU=U,-Us. (4)
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La condition au fond (1) peut étre traduite en erdie grandeur:

U, = ﬂ% soit encoreU, =AU (1+§). (5)
Cette relation donne explicitement une interprétatiu coefficienf3 : suivant qu'il est petit ou grand devant
I'épaisseur du film liquide, la vitesse au fondasezspectivement petite ou du méme ordre de grampleu
celle & la surface libre ; ainsi lorsq@kl est faible, 'écoulement de base est peu modérélg perméabilité
du fond. En estimant le débit par unité de largeur:
U, +U;,

Q=—"—'d, (6)

on peut utiliser les relations (3), (5) et (6) peuprimer le lien entre I'épaisseur du film et &bd :
2/7_f Q

Agsing

On voit ainsi que, pour un débit donné, diminuevitzosité du fond a pour conséguence un amincisem

du film. Si I'on considére un fluide dont la visitésa cisaillement nuls,, est fixée, plus il sera

rhéofluidifiant, plus la viscosité au fond serabfaidonc plus le film observé sera mince, touteseh égales

par ailleurs. De méme, augmenter la porosité dd f@viendra a augmenter le rappgiti et conduira a

diminuer I'épaisseur du film. Dans les deux cassque I'on est & débit fixé alors que I'épaissederdit, on

verra une augmentation des vitesses dans le ligeidparticulier a la surface libre. Si I'on défile nombre
de Reynolds a I'aide du débit et de la viscositésaillement nul :

st 0B
¢a+2h)= ™

==, (8)
alors ce dernier raisonnement est valable en pieiic nombre de Reynolds constant.

3 Influence des perturbations sur la célérité d’ondes longues marginalement
stables.

Considérons maintenant une déformation de la saitiace de faible amplitudes, et de grande longueur

d’'onde. L’écoulement de base présente alors uneeaiote d’amplituder; non nulle au niveau de l'interface

perturbée. On peut estimer cette amplitude parcweldppement limité ; en invoquant de plus la téiliie la
contrainte au niveau de I'interface non-perturloéea :

m{au
~ .| %Y
‘ oy

oU
ay?|,

T :na_U
i dy

+¢&

0

}: &, 29| (©)

Notons gue nous avons ici négligé le changemet# discosité au niveau de la surface sous I'eftetaible
cisaillementn(é) = n,. Le champ de perturbation doit nécessairement eosgy cette contrainte, de sorte
que la condition de contrainte tangentielle nultét sespectée a la surface libre. On désignera par
I'amplitude de la perturbation de contrainte, tejiee :

r,=-1 eny=¢, (10)

Dans la limite ou la longueur d’onde est bien ghuande que I'épaisseur du film, on peut donc vair,
premier ordre, la perturbation de vitesse comméaaulement de Couette entrainé par cette contrdihje

Le profil de cette perturbation de vitesse au peemidreU’, est représenté en trois positions sur la figure 2
sous un maximum de la surface libre (une bossegoorilement sera dirigé dans le sens de la pgous,un
minimum (un creux) il sera dans le sens opposén drera uniformément nul sous un nceud. Notoresgju
le fluide était newtonien ces profils seraient dimés, leur courbure est ici due a la diminutioriadeiscosité
avec la profondeur.

Le lien entre la célérité de I'onde et la vitesed’écoulement au niveau de la surface libre paet&abli en
faisant un bilan de masse dans le repére lié @nde marginalement stable, comme représenté signta
2. En pointillés on a tracé le volume de contréleisharbitrairement ; il est délimité par le ford,surface

3
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libre, la section droite correspondant & un maxinmdenla surface libre (une bosse) et la sectiontalroi
correspondant au nceud de la surface libre.

Sur ce schéma, on suppose que la célérité de I'andst supérieure d,, de sorte que I'écoulement de base,
(U(y)-c) dans ce repére, est dirigé dans le sens opdaggeate. Ceci est conforme au sens physique piisqu
la perturbation de vitesse correspond alors & ooélération dans les sections droites les plusegedit une
décélération dans les sections droites les plusdgs Si, dans ce repére relatif, I'écoulement ake [Etait
dans le sens opposé, on observerait une accélésatis les bosses et une décélération sous lesetréan

voit mal comment la conservation du débit pougtié assurée. On concoit donc que la valeur déldaite,

ou plus exactement de-{J,) est directement liée au débit additionnel d0 pddurbation de premier ordre,
u'.

25—

C—IFirstterm

[ second term

I third term

—O— Linear stability result:

[T [T [T [T

0 002 0.04 006 008 01 012 014 016 018 0.2
B

FIG. 2 — _A gauche Schéma montrant I'écoulement de base et sarpation de premier ordre;, dans le
repére lié a 'onde. Le profil de perturbatigrest tracé en trois endroits : sous un creux, sogsbosse, a
longues marginalement stables. Les barres verticalet obtenues a 'aide de I'’équation (15), chatueau
de gris représente la contribution d’'un des terdeesette somme. On a choisi ici un fluide de Carfeq.18)
avecL = 0.8,n = 0.4 etp= 10°. Les ronds sont obtenus par résolution niguérdu probléeme mis sous la
forme d’'une équation d’Orr-Sommerfeld modifiée selme méthode identique a [1].

Cette représentation dans le repére lié a 'ondde probléme devient stationnaire, permet de cengre le
réle de l'inertie dans le processus de linstabilit’écoulement remontant la pente subit une ssioe de
contractions et d’élargissements. On peut montuerlgs creux auront tendance a se creuser enasepl
les bosses a s’accentuer [11]; c’est un procesastsinilisant. Ce phénoméne sera d'autant pluggtetla
vitesse relatived-Up) sera importante ; voila pourquoi il nous semlidseatiel de quantifier le rapport entre
célérité de I'onde et vitesse a la surface libne.p@ut aussi remarquer a partir de le figure 2lgumression
hydrostatique sera plus forte sous les bosses @tsniorte sous les creux par rapport a la pression
hydrostatique a un nceud. Cela aura tendance awréoulement de deuxiéme ordre vidant les bqeaas
remplir les creux ; ceci est le mécanisme stalntispui compense les effets d'inertie afin d’assueer
stabilité marginale de l'interface. Notons enfireda composante de la gravité conduisant a ceaticars de
pression est la composante normale au fond ; fldaamc proportionnelle a casOn a vu dans les équations
(3) et (7) que la vitesse de I'écoulement de bdsead I'inertie) est, quant a elle, proportionnellsing On
s'attend donc a un écoulement d’autant plus stgixele rapport cagsing(c’'est-a-dire cotag est grand.

Etablissons maintenant le bilan de masse pour lleme de contrble de lagure 2 : puisque I'on se place
dans le cas marginal ou I'onde n’est ni amplifieamortie, il y a égalité entre le débit entrant lgasection
située sous la bosse et celui qui sort par lasesttuée sous le nceud :

[ v -ddy+[ udy=] [U(y)—ddy’ a

soit, pour une onde de faible amplitufle
d
U,-cé =q'aved'= IO udy. (12)

Cette derniére équation met en évidence le liasitéiant la célérité de I'onde et la perturbatida vitesse
4
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au premier ordre. Connaissant la contraimtea I'origine de cet écoulement de Couette, ilieetvdés lors
intéressant d’introduire la perturbation de visténgj', en écrivant :

= 13
T /7(y) +f7(y)ay (13)

On peut ensuite reliey' a la perturbation de vitesgeen faisant intervenir la loi de viscosité consiitel du
fluide n(p), fonction du taux de cisaillement :

on an ou'

'=—Ldy=—"~L" 14
7= 0, = "oy (14)
En combinant les équations (13) et (14), et (12)laient aprés calcul la relation suivante :
yon y(d) on
c=0,- [ 719 ay- piga) f7(d)0y( :
yon y(d) on
1+ 1+ (d)
n oy nd) oy (15)

La relation (15) est une somme de trois termerieenier correspond au résultat classique pour widefl
newtonien, selon lequel la célérité vaut deux faigitesse a la surface librdy. Ne pas prendre en compte
la perturbation de viscosité ménerait a ce résulatsecond terme donne I'écart a cette loi poufluide
purement visqueux, lorsque le fond est non-por@jixNotons que cette relation est valable quelle spit
la loi constitutive du fluide (pourvu que lintédeasoit définie); remarquons en outre que le grogd
apparaissant au numérateur correspond a la pemela@econstitutive en coordonnées logarithmiqueur
un fluide rhéofluidifiant, cette pente est négatisiebien que ce terme correspond & une augmemtdgida
célérité par rapport au cas newtonien. Le derm@ene, enfin, traduit I'effet combiné de la variatide
viscosité avec le cisaillement et de la perméa&bilit fond. Il faut remarquer que, lorsque le fluasts
newtonien, que le fond soit ou non poreux, la @@d&es ondes longues marginalement stables vajoiLits
deux fois la vitesse a la surface libre (bien queHamp de base, et dddg tiennent compte de la rhéologie
du fluide). En revanche, pour un fluide non newdonides que le fond est poreux, ce terme additionne
apparait ; puisqug est positif, ce terme est de méme signe que t&geht.

Pour un fluide suivant une loi puissance d’'expogart), la solution analytique de (15) montre que les
variations ave@ des deux termes additionnels se compensent exadt@me donner le résultat suivant :

c:u0(1+%). (16)

On note que dans le cas de cette loi, la céléeiséoddes est indépendantee

La loi puissance a toutefois un inconvénient majeur modéliser les écoulements de film : elle pittame
viscosité infinie au niveau de la surface libreedt donc pertinent de lui substituer une loi danmste dans
laguelle apparait une viscosité finie a cisailletem. Nous avons choisi le modéle de Carreau, es d
modéles analytiques les plus simples qui prédiseatviscosité finie au niveau de la surface lidalgré sa
relative simplicité, le calcul du profil de viteseen perturbé et de I'expression (15) passe oldiganhent
par une approche numeérique [1].

L'adimensionnement choisi est le méme que dansanades précédents [1,2]. En particulier I'échalie
longueurds, est tirée de la relation (7) dans le cas ouulielél est newtonien et le fond imperméable, soit :

1/3
ds=(—’7°_Q j . (17)
pgsing

On prendra donds, Q/ds, 0Q/ds et ds /Q, comme échelle caractéristique de longueur, \@teggession et
temps, respectivement. Dans ce cas, si lI'on saeimgstau cas d'un écoulement unidirectionnel et
monodimensionndl(y), la loi de Carreau s’écrit sous forme adimensienné
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n-1

l:{lﬁu(La_U] ] ’ , aved_:g, (18)
Mo oy d

S

ou Jdest la constante de temps de la loi de Carreau.

Une valeur nulle dé& correspond au cas newtonien, et plus la valeur dst importante, plus le caractere
rhéofluidifiant est marqué (pour<l). La figure 2 représente le rappoltt, et la part que représente chacun
des trois termes de I'expression (15), en fonctierla porosité au fongs, pourL = 0.8 et poun = 0.4. La
encore, les variations des deux termes « additismnen fonction de5 se compensent, de sorte que le
rapportc/Uy reste indépendant de la porosité du fond. Les saltedessus n'offrent évidemment pas la
démonstration que/U, est parfaitement indépendant Blepuisqu'ils sont effectués avec une loi constituti
particuliére, et pour des valeurs de paramétregraires. La gamme de paramétres que nous avons pou
l'instant étudiée est en outre restreinteD:[ 0, 1] pourn = 0.4. Cette question est en cours d’examen et il
est tres probable qu'il y ait en fait une faibl@pdédance lorsques’écarte de la valeur= 0.4 [14].

4 Conclusion
Cette étude a permis d’établir les résultats stgvan

- les fluctuations de viscosité jouent un réle imanttdans I'évolution du rappottU,, comme cela
apparait dans les deux termes additionnels dedtémqu(15),

- plus le caractére rhéofluidifiant du fluide est qa, plusc/U, devient grand,

- le parametre de porosif& ne joue pas ou peu sur ce rapport dans les edi€®ici (loi puissance et
loi de Carreau avet= 0.4 el U[0, 1].

En revanche, il est clair qu'une augmentation £Zleu du caractere rhéofluidifiant du fluide a pour
conséquence une augmentation de la vitesse af#aslibre,U,, accompagnée d’'un amincissement du film.
On peut donc s’attendre a ce que ces deux effens @ne tendance a la déstabilisation car ils antgmeles
effets d'inertie proportionnels a-U(y)).
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