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Résume :
Un systéme mécatronique est la combinaison deepitssicomposants de différents domaines. Dans cet
article on présente une approche d'étude du fonomnent d’'un systéme dynamique dont certains

paramétres présentent une incertitude. On propoge algorithme de résolution du tolérancement
mécatronique qui se base sur les inclusions diftieles pour déterminer le domaine atteignable.

Abstract :

Mechatronic system is the combination of severahmmnents from different domains. This paper
presents an approach to study the behavior of ahatesnic system when there is a variation of the
parameters in intervals. We propose an algorithrimgjekhe differential inclusions solver and the nifiedi
steepest descent algorithm to solve the problent@hdve an appropriate shape of the reachable set.

Mots clefs -mécatronique, variation paramétrique, tolérancementinclusions différentielles

Introduction

La mécatronique est lintégration de différentesht®logies a savoir la mécanique, linformatique,
I'électronique et 'automatique. Les produits méoaigues proviennent de la fusion et non de la Emp
juxtaposition des technologies et sont donc conggdeXn modélisant le systeme mécatronique par des
équations différentielles on ne tient pas compteideertitudes que peuvent avoir certains parasetren
effet, les composants des systémes mécatroniquesymveérin, ...) peuvent avoir une variation ce sgli
traduit sur les parameétres correspondants par anation dans un intervalle. On choisit d’aborder c
probléme en utilisant les inclusions différentigligioté ID). Dans nos travaux on a commencé par une
définition des variations paramétriques. Par léesyiour résoudre le probleme des inclusions difféelles

on doit passer par des sous problemes a savammande optimale qui est un cas particulier ddsisiuns
différentielles et les algorithmes d’optimisatians font partie d’algorithme du solveur des ID.

1 Variations parameétriques

Le comportement dynamique d'un systeme mécatronidgeond des valeurs des parameétres de ses
composants. On se place ici dans le cadre d'uneélisation par un systéme d’équations différeragell

En effet, quelle soit petite ou grande, une vaatie I'un des composants peut affecter consitirant le
fonctionnement global du systeme. Car si un pananti la partie physique du systéme est variabls &
coefficient de I'équation différentielle correspamd varie dans un intervalle.

Si cette variation paramétrique est importantesattans ce cas on parle de dimensionnement fonetiogin
au contraire elle est infinitésimale (relativeosele composant) alors en ce moment on fait face a
probleme de tolérancement.

Dans le cadre du dimensionnement fonctionnel, spadie de la topologie du systéme et notre objestifle
régler les parametres autour d’une valeur nomipal& assurer un certain fonctionnement satisfaikemnt
contraintes. On prend comme exemple le cas deblatique, I'inertie d’'un bras motorisée d’'un robairie
suivant son articulation, si le bras est dépliésalinertie est élevée s'il est replié alors I'itie est faible.
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Dans le cadre du tolérancement, un ou des paresnétr modele du systéme présentent une incertitade.
valeur réelle de ce paramétre appartient a unvialer Cet intervalle est la conséquence d’un cluex
production ou de conception. Par définition, leétahcement mécatronique est la combinaison derefiffe
types de tolérancement ( par exemple dans un sgstéaRriste un tolérancement d’'un parametre élgatri

et d’'un autre mécanique etc...) dont 'analyse eé$mlution se sont avérées trés compliquées.

Dans les travaux de [11] on trouve une applicati@malyse du pire des scénarios que peuvent aesir d
circuits électroniques qui utilisent des « polytepedans le parametre d’espace. Ce travail utdigait que

si la sensibilité réponse-paramétre est monotaors & limite de la réponse correspond a la vadetnéme

du parameétre. Dans les travaux de [9] et [10] ikyaussi une contribution pour les probléemes du
tolérancement dans le domaine mécanique.

Une des méthodes communes pour résoudre le prollémariation paramétrique est de traiter ce manque
d’'information exacte en supposant que quelquesnpzras de systémes sont aléatoires, ce qui mene a u
modéele stochastique avec différentes réalisatiesgrajectoires de systemes. La difficulté estdéterdhiner

la fonction de densité de probabilité. Cette aslstochastique est intéressante mais elle n’edbpgurs
fiable. Certains paramétres du modele ont des rali@gertaines et l'utilisateur n'a aucune idée lgur
comportement probabiliste. Méme en ayant I'intdevee variation du paramétre on n’a aucune infogmat
sur sa distribution dans cet intervalle et par égoent le traitement de probléme par la méthode Monte
Carlo » ou la simulation stochastique ne donnedeassultat correct. Dans notre cas d'étude oniléyie

les méthodes déterministes aux probabilistes, pmla on fait appel a la méthode des inclusions
différentielles pour résoudre ce probléme.

2 Les Inclusions Différentielles et la Commande Optirale

2.1 La commande optimale

Dans le cas de commande optimale on calcule laldocommande qui minimise un certain critére, on
calcule la trajectoire optimale du systeme corredpate a la commande optimale en utilisant le pénde
maximum de Pontryagin pour la maximisation de I'fimien et les conditions de transversalité pour
résoudre le probleme aux deux limites [2].

Un systéme de commande optimale est défini paudign suivante :
X
B~ 1t x0.u) &

Avec x le vecteur d’état et u la commande.
L’hamiltonien H est défini et le vecteur adjopsont définis respectivement par (2) et (3) :

H (x,u,p,t)=zn: p, f, +f, (2
y=_ 9
p_ GXH(X’U’p’t) (3

Avec f I'équation du systemef, le critere et p le vecteur adjoint.

2.1 Les inclusions différentielles

Le fonctionnement d’'un systéme mécatronique dépendomportement de ses composants. Mais I'erreur
commune est que tout systéeme continu peut étre limédear des équations différentielles. En effiete
variation infinitésimale de I'un des composantstpatecter considérablement le fonctionnement dloloa
systeme. Car si un parametre de la partie physigusystéme présente une incertitude alors le cisitide
I'équation différentielle correspondant varie audans un intervalle. L’outil mathématique le plyp@oprié
pour modéliser ce type de systémes est l'includitiérentielle.

Les inclusions différentielles représentent une égdlisation des équations différentielles avec des
parametres variables. La solution donnée par ldadions différentielles est le « domaine atteigmabau

lieu d’'une seule trajectoire. Ce concept est t@®ua dans le domaine de la commande mais pasesncor
exploité dans la modélisation et la simulation [Blans les travaux de Raczynski [8] on trouve une

2
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comparaison entre I'approche stochastique de « &@airlo » et la méthode des inclusions différeliesel
(ID) avec un exemple qui montre que le domainegatsdble trouvé par la méthode des ID est plus prgue
celui trouvé par I'approche de « Monte Carlo » gai présente comme un ensemble de points qui ne
représente que 2-5% du diamétre de la solutioteré@h pourra également trouver une applicatiorsdan
variation des systemes dynamique dans [7].

On pourrait penser que le domaine atteignableisalytar la méthode de ID pourrait étre obtenu paple
extension de I'algorithme de résolution des équatitifférentielles, mais ce n’est pas le cas.

En effet, la solution des ID est un domaine dasphce temps-état. Il s’agit d’'un ensemble quuinoutes
les trajectoires possibles du systeme. Cependaniyer les limites de ce domaine atteignable nfest
évadient.

La forme générale de I'ID est comme suit :

%D Fxt), x(O0)OX, (4)

Avec xOR" et F une application d&k x R" dans des parties d&" et X,est 'ensemble initial.

Ft,x®) ={ z= f(t,xv)| vOC(t, %)}
v est une variable appartenant a un domaine datiariC. Cette variable peut étre soit une commasoite
un parametre du systeme d’état.
Raczynski a utilisé ce concept comme outil de sitimh avec v correspond a une commande variable du
systeme. Dans ce cas de figure le domaine de ieari@t devient le domaine de variation de commande.
Cette notion est connue dans le domaine de la cochnat plus précisément dans le domaine de la
commande optimale.
Dans [6] Raczynski développe un algorithme powoleeur des inclusions différentielles défini cosost :

0. Initialiser la fonction de distribution de la varla v égale a la fonction de densité
uniforme ce qui correspond & démarrer avec urdjpasrémentation uniforme pour v, et
initialiser x=x0.

1. Générer le vecteur adjoint initial P avec des dimus initiales p{) choisies
arbitrairement .

2. Intégrer I'équation dynamique du systeme et I'éguatde I'Hamiltonien avec une
commande qui le maximise a chaque pas d’intégraéionutilisant un algorithme
d’optimisation.

3. Sélectionner les régions de densité minimale detpotela peut étre obtenu en détectant
les zones de concentration faible de trajectoimssde domaine atteignable ou sur sa
projection 2D.

4. Modifier la fonction de distribution en augmentdat probabilité de distribution au
voisinage des zones (points) de densité maximalenetraffinant la recherche de
trajectoires dans les zones de concentration faible

5. S’ily a assez de trajectoire enregistrée « Asrd&inon aller a I'étape 1.

Cet algorithme représente un outil déterministengelélisation et de simulation d’incertitude. Cetiloest
basé sur des concepts de commande optimale gsirdlu’'ensemble accessible comme I'ensemble
d’extrémités de solution a un instant t en faisamter la commande [2].

Dans notre cas d’étude on va se baser sur cefitalgerpour traiter un probleme de variation paraigéé

gui concerne des éléments du vecteur d’'état, vatiation correspond dans la réalité a une inceltitdes
composants physiques représentée par une vardatiooefficient de I'équation différentielle corresplant.
Dans la résolution du probléme de commande optirnaleé besoin des équations supplémentaire pour
déterminer le vecteur adjoint p, appelées conditida transversalité. Mais pour I'ID on n'a pas lreste

ces équations pour résoudre le probléme aux limlitesffit de choisir les conditions initiales @rirement.

En effet cet algorithme fournit, aprés la premiédeation, un point sur le domaine atteignable giergsout

le probléme de valeur finale. Donc quelque soitdadition initiale, on résout le probleme puisquére
objectif est de trouver les trajectoires qui soctlses le domaine atteignable.

Cet algorithme nécessite le recours a une méthammirdisation pour la maximisation de I'hamiltonien
comme la méthode de la plus grande pente « stedgsstnt » ou la méthode du gradient conjugué.

3
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3 L’algorithme du « Steepest Descent » appliqué auxtlusions différentielles.

3.1 Définition

Plusieurs recherches ont été conduites sur la miéttio « steepest descent » pour profiter de sedames
et limiter ses inconvénients. Parmi ces recherohedte les travaux de Jaben et Dhunia [3] que aoo8s
repris et développés pour obtenir notre proprerélgoe.

On choisit un premier point de départ, on faititégations jusqu’a trouver le premier optimum lod2ar la
suite, on prend la valeur de variable correspordanbn I'utiise comme un nouveau point de dépattr
une nouvelle itération de I'algorithme. A la fim trouve qu’on a parcouru tout I'intervalle de waion. On
compare les valeurs d’optimums locales pour troligptimal global.

o bl

S W

L1 L2 L3 L4 LS
FIG. 1 — Exemple de I'Hamiltonien H, ses optimuntestboucles Lcorrespondantes.

3.2 L’algorithme du « Steepest Descent » personnalisé

On fait un algorithme du « steepest descent » jgomaximisation de I’hamiltonien par rapport a la
commande. Dans ce qui suit :

la variable v varie dans I’intervall[&'a,vb]
vV, —V

a

A, le premier pas d'incrémentation fixé a 'avancéeteie A, <

[ Coefficient de multiplication fixé pour que le p&sne sort pas de l'intervalle de variation.

Initialiser v, =V,
m=1
Tantque (v=v, et v<\,)
k=1
On calcule,,, = X(V, ,))
On calculev, ,, =V, , + AOH (v, ,)
On calculex, ,, = X(V, )

— Tant que HH (Vk+1,m) -H (Vk,m)H >¢

1
bouclel baug) On Ca|CU|eAk‘m = ﬁ—
.< ka+1,m - Xk,m”

On calculey ;. =V i + A OH (Vi 1)

k=k+1
“~ inArant que

Boptimum est un minimum alors « steepest Ascent »
Sinon « steepest Descent ».
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X1m ~ Xem  est la distance entrexdesajectoires voisines au méme instant t.
4 Exemple d’application

4.1 Définition
Pour mettre en ceuvre notre approche et simuleésestats obtenus on a choisi un systéme mécatreniq

simple qui est un systéme de guidage a vis a bleslernier est contrdlé par une commande. Leunote
DC est alimenté par une tension constante u [4].

Commande

il | = =

FIG.2 Systéme de guidage

Les équations dynamiques du systeme sont :

9'=d—g: b 4. K i
dt  J+mp? J+mp? (5)
LI - ke-Ri+u
dt

Dans ce systeme la résistance « R » présente cegitinde et varie dans un interva[@, F\’b] Alors dans
I'algorithme, la variable de variation v est reng@igar R, le probléme se met sous la forme suivante

dég

Q(: E et = e(tO) 6
at | di O F(t, x(t)) Xo L t) (6)
dt
L’application F sera dB x R* & parties dans®R
F={z=f@txt).R [ROR.R]
hamiltoni défini parH = (2 0+ i)+ p, 2 (-KO-Ri+V)
L’hamiltonien H est défini par TamE o Trmp 2 [ (7)

Le paramétre de variation R sera traité comme onaande, on met I'hypothése qu'il est continu nasis
ne connait pas sa distribution dans son intereldlgariation, par conséquent on maximise I'hamiétorpar
rapport a R.

4.2 Résultats sous Mathematica et interprétations

FIG.3 le domaine atteignable en variant « R »

Dans cet exemple on montre linfluence de vanatdes parametres sur le fonctionnement global du
systeme. Dans la figure 3, on fait varier la résise « R » de 10% on apercoit d’'un domaine atibign
assez étroit. La variation de la résistance n'apa®ffet considérable sur le fonctionnement strgau

5
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démarrage du systeme ou on trouve que toutes leba sont confondues. Le fonctionnement du systeme
est monotone par rapport & R ce qui explique leltaistrouvé. Mais, on peut noter que cette méthsrle
montrera plus intéressante avec des systemes nowtones et sensibles a la variation de certains
parameétres.

Conclusion

Dans cet article on a traité le probleme de vaniaties paramétres qui selon cette variation etdesées du
systeme peut se situer dans le cadre de dimensmmédonctionnelle ou tolérancement mécatronique.

Nous présentons la méthode des inclusions diffié@lesg comme outil déterministe de résolution et de
simulation des résultats. L'algorithme de résohuties ID présenté ci dessus nécessite des commassa
des algorithmes d’optimisation pour pouvoir I'appier. Pour cela on a développé notre propre aktgoeit
de « steepest Descent modifié » qui utilise undeasariation qui satisfait les criteres des ID patieindre

le domaine atteignable qui inclut toutes les trtajees possible avec une faible marge d’erreur.

Pour mettre en valeur notre méthode on I'a implég®rsous Mathematica et on I'a appliguée sur un
exemple simple.

Etant donnée que cette méthode est applicableesumaddéles non linéaires et multivariables, onepiej
d'étendre notre exemple d’'application & des exesnpheltivariables dont n>2 ou on essai de tracer le
gabarie de comportement du systeme sur des plgmeetion de I'espace d’état.

En perspective, on va s’intéresser au dimensioenefonctionnel qui se situe dans le domaine de&tuel
variation paramétriqgue, mais avec un intervall@aiation plus grand. Son impact sur le comportdraefe
fonctionnement du systeme dépond essentiellemanprdpriétés et de la sensibilité de se dernierefi,
I'objectif dans ce cas est de déterminer le gabarfonctionnement en satisfaisant les contraintes.

On prévoie aussi, de comparer les résultats obtpauscette méthode temporelle avec d'autres outils
d’'analyse fréquentielle comme la méthode de plaoéuhes pdles pour déterminer le domaine de staloilit
systeme et sa marge de robustesse.
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