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Résune :

Une nethode nurarique semi-implicite de correction de pression, permetia simulation de la propagation
d’ondes acoustiques dans énoulemend bas nombre de Mach, est proges La stabilisation du @mongne
de cecouplage en damier pouvant appdraa bas nombre de Mach edtalistea I'aide d’'une interpolation

de type Rhie-Chow. Une mané originale d’appliqueg I'algorithme de correction de pression des conditions
aux limites non éfechissantes bé&es sur legquations caraéristiques est @senge.

Abstract :

A semi-implicit pressure correction method allowing thawliation of acoustic wave propagation in low Mach
number flow is proposed. The checkerboard decoupling thanacse in the low Mach number regime is
stabilised by a Rhie-Chow interpolation approach. An ar@imanner to apply characteristic based non-
reflecting boundary conditions in the pressure correctitgoathm is described.

Mots clefs : conditions aux limites ; équations caraceristiques; correction de pression; bas nombre
de Mach

1 Introduction

L'adoption d’'un modele compressible de préférence madele incompressible, ou encore dilatable, lorsque le
nombre de Mach est petit devant I'unité, se justifie ese@thent par la possibilité de simuler numériquement

la propagation d'ondes acoustiques. La dissipation niguérpeut alors étre un obstacle rédhibitoire pour

cela. Associée au couplage pression-vitesse, elle eshdapt indispensable pour le calcul d’écoulements a
bas nombre de Mach si une discrétisation spatiale en @iitocest adoptée, sous peine de voir apparaitre le
phénomeéne de découplage en damier.

Une méthode numérique semi-implicite de correction @sgion permettant la simulation de la propagation
d’ondes acoustiques dans un écoulement & bas nombre de édaprésentée. Deux points-clefs sont plus
particulierement traités : (1) la construction d'unesgie transportante utilisée dans les équations de eonser
vation de la masse, de la quantité de mouvement et de ¢iEneavec pour objectif d’éviter le phénoméne
de découplage en damier mentionné plus haut; (2) I'olatertte conditions aux limites non réflechissantes,
souhaitables en particulier dans le cas des calculs iostetires ¢f. [8, 4, 6, 9]). Dans la présente contribution,
ces deux points-clefs sont traites de maniere origirialene part, la construction de la vitesse transportante
est réalisée par une combinaison des méthodes d'ilédipo AUSM™ [2] et de Rhie-Chow [5]. D’autre part,

les conditions aux limites sont obtenues par une méthod@ale de résolution des équations d’évolution
des variables primitives, écrites sous la forme LODI (doaminar One-Dimensional Inviscid) [8, 4, 6, 9]. La
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méthode proposée permet d’éviter la restriction de fait@mn CFL acoustique, comme le permet I'algorithme

semi-implicite utilisé a l'intérieur du domaine de calcSignalons que ce dernier point a déja été considér”
dans la Réf. [9], mais pour un algorithme de correction @ésgion d’une forme differente de celui que nous
allons proposer ici.

Pour simplifier la présentation, un écoulement unidinmmtel de gaz parfait idéal dans une tuyere de section
droite S est considéré. Le modele d’écoulement est donné pddaations d’Euler :

9(05) + 0z (0vS) =0 (1a)
i (0vS) + 92 ((ev* + p)S) = pd,S (1b)
O (0ES) + 0, (ovHS) =0 (1c)
E=e+ %?}2 (1d)
oH =poFE +p (1e)
ge = —— (1f)

v—1

out, o, p, v, e, E et H sont, respectivement, les variables de temps, masse \gqplenpression, vitesse, énergie
interne, énergie totale et enthalpie totale par unité desm;x est la coordonnée d’espace dans la direction
de I'ecoulementy est le rapport des chaleurs spécifiques a pression et esleonstants. L'axe de la tuyere
est divisé enV cellules de longueuAz. Une discrétisation spatiale en volumes finis avec un gaarent en
co-location est adoptée.

2 Algorithme de correction de pression

Apres une description de la forme générale de I'algorétutilisé, la construction d’une vitesse transportante
est présentée.

2.1 Cycle de pediction-correction

Le systeme (1) est résolu par un algorithme de correctopression dont chaque pas de temps est decomposé
en itérations comprenant chacune une étape de pradeattione étape de correction. Les indige=t/ dénotent
les quantités estimées et les corrections. La prenti@ration correspond &2 = n oun désigne le dernier pas
de temps connu.
1. Etape préliminaire : génération d’une vitesse transmtev” aux faces des cellules. Cette vitesse trans-
portante est utilisée dans les deux étapes suivantes.
2. Etape de prédiction : ave¢ = pf, calcul deg} et (ov)} en utilisant les équations de continuité et de la
guantité de mouvement. Par exemple, la masse volumiqumeéesest obtenue en résolvant :

1 _ T 1
530 — 4ol + 0171 + {lof + Ui (@)er — ei)vi iy p S
KA

1
—[oj1 + 51#?—1(9)(9?—1 - Q?—Q)]vzr—l/QSi—l/Z} =0 (2

ol estle pas de discrétisatidkt / Az. Notons que)” est ici positive. Un limiteur de penigest utilisé
pour atteindre une précision d’ordre deux en espace. Oeargaestimées de la masse volumique et de
la quantité de mouvement, on déduit I'energie totaléegtthalpie totale estimées.
3. Etape de correction : calcul de la correction de presgian résolvant I'equation de I'énergie dans
laquelle les flux sont écrits :
k+1
(Q/UH)Z'_:l/Q = (QH);‘K+1/2U¢*+1/2 + H;+1/2(Qv);+1/2 + (QH);+1/2U;+1/2
En négligeant la contribution de I'énergie cinétiqUetl); , , = 525p; - L'expression deov);
— ainsi que celle déov); — est obtenue de I'équation de la quantité de mouvemerg enrsformant a

I'approximation classique de la méthode SIMPLE.

4. Mises ajour pi™ = pr +pl, o™ = o + (0p0)71% (0v)FT! = (0v)F + (ov)). Lénergie totale ainsi

7

gue les valeurs aux faces de la pression et de la vitessegaleiment mises a jour.
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2.2 Vitesse transportante

Donnons a présent quelques précisions sur la mani@tdaleitesse transportante mentionnée au paragraphe
précédent est construite a 'aide d’une combinaisonndethodes d’interpolation AUSM et de Rhie-Chow.
Tout d’abord, une masse volumiqug, qui peut étre considéerée comme “pré-estimée”, en en résolvant
'eéquation de continuité. Dans cette équation, lessaés aux interfaces sont construites au moyen de l'interpo-
lation AUSM™. Ensuite, de la méme maniére, une vitesse auxiligir@st obtenue de 'equation de la quantité
de mouvement dans laquelle I'influence du gradient de messété supprimée :

. T -1
a0 v = -3 [iwf(m))[(@@)? - (Qv)ﬁ—l]vfﬂ/zsﬁlp

o)y + ek a0}y — (o) alok 1o Sicrye]

(1= R ~ 5] @

oul <e<leta = % + gvfﬂ/QSiH/Q. Notons que les vitessezz$ﬂ/2 sont supposées positives. A l'aide

i

d’'une équation analogue pouff; |, une vitesse transportante est alors définie par :

T 1 1

2 a0 ait1077,

1
T k k
Vig1y2 = 5 (07 +vif) )Py — pi)

2

€ 1 1 1
+ §(a_i + E)[Q(Uayﬁn - 5(%21/2)”71] (4)

L'introduction differéedes termes inertiels dans la construction de la vitesssgmtante — correspondant a

e > 0 dans les équations (3) et (4) — permet de réduire les asaoills non physiques pouvant apparaitre dans le

champ de pression lorsqu’une interpolation de Rhie-Chawtédisée avec des “petits” pas de tempé Réf.

[7]). Par ailleurs, la présence du pas de temps dans le t@éenseuplage pression-vitesse est souhaitable pour

les calculs instationnaires a bas nombre de Mach [3].

La combinaison des méthodes d’interpolation AUSKIt de Rhie-Chow permet de définir la vitesse trans-
portante a un niveau préliminaire a I'etape de prédlictAinsi, une expression unigue de la vitesse trans-
portante peut &tre utilisée dans les trois équation®dsarvation (masse, quantité de mouvement et énergie),
avec la prise en compte des conditions aux limites du paswaesteourant.

3 Conditions aux limites bages sur leequations caracéristiques

L'obtention de conditions aux limites non réfléchissariasées sur les équations caractéristiqefes.(.Réfs.

[8, 4]) impligue la résolution des équations LODI, qui sane écriture des équations d’évolution des variables
primitives o, v et p faisant apparaitre les amplitudes d’ondes convectivexetistiques. Nous présentons
guelques résultats d’analyse asymptotique qui montreatagtte approche reste justifiee dans le cas ou le
nombre de Mach est “petit” devant I'unité. Les principesrg résolution semi-implicite des équations LODI
sont ensuite abordés.

3.1 Propagation des ondes dans uacoulementa bas nombre de Mach
Les équations d’évolution des variables primitives phs’'écrire :

dS

Q e pe—
Oro + 2_c(£3 —L1)+ Ly = —pv g (5)
1
o + 5(£1 + E3) =0 (Sb)
d,S
Op + %(EB — L) = —QUCQT (5¢)
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ou I'on fait apparaitre les amplitudes d’'ondes :

1
Ly =(v—=0c)(0rv — e D)

1
Lo = U(avé) - C—Qﬁxl))
1
L3 = (v+c)(0yv+ —0zp)
oc

Pour illustrer leur utilisation pour définir des conditioaux limites non réflechissantes, nous allons considére
la sortiex = L de la tuyére et supposer que la section droite y est coestdatsorte que,S = 0. Si
aucune onde acoustique n’est introduite de I'extérieugdndition de non réflexion des ondes acoustiques
sortantes s’écrit alors£,|,—;, = 0. Pour filtrer les fréquences acoustiques uniquement etess stabilité

du calcul, cette condition est “relaxée” sous la fornfg := K, (poo — p) OUK, = 7(1 — M2.)/(oL), Mmax
désignant le maximum du nombre de Mach dans la tuyere. dreditions de sortie agissent alors comme un
filtre passe-haut dont la frequence de coupure est propoeile au coefficient de relaxatidt, [6].

Il est Iégitime de se demander si cette approche restéigesgiour un écoulement a bas nombre de Mach. En
effet, supposons données les quantités de réferen@nges : une pressigr.,, une masse volumique., ainsi
gu’'une longueut, et une vitesse,. considéree comme relative a I'echelle inertielle. Wmibre de Mach de
référence est alors donné pdr= v, /\/p,/ o-. Les équations (5) s’écrivent alors sous forme adimemsthe :

dro + 1\42—96(@I LMY 4 Ly =0
1
v + §(£11“+£§“) =0
C
atp+M%(£}¥ — M=o
ou

M _ o, C i1

L7 = (U M)(ng MQC Ip)

1
Lo = U(avé) - C_Qamp)

M _ < 11
£ = (0 )00+ 3 -0ep)

Par ailleurs, la condition de relaxation s’écrit :

(1 — M2,

EM — max _

Introduisons alors une variable d’espace a I'échelleustique,& = Mz, et supposons que la variable de
pression s'écrive :

N
pla, t, M) = M (,€,£) + o(MY), N =0,1,2
n=0
avec des développements similaires pour la masse volemiqula vitesse (cf. Réf. [1]). En substituant ces
développements dans les expressions adimensionnetkrsuas ci-dessus et en identifiant les coefficients des
termes de méme puissance, on obtienten L :

0.0 =0, 9,09 =0, pP=p, , pP=0

Ainsi, la condition de sortie non réflechissante redoarerdre zéro les conditions classiques d'imposition
de la pression et d’extrapolation de la vitesse et de la masisenique. L'annulation de(!), interprétée
classiguement comme la pression acoustique [1], signifelgtiltrage des ondes acoustiques a la sortie de
la tuyere est vérifié a la limite asymptotique. La résioln des équations LODI pour obtenir une sortie non
réflechissante reste donc justifiee lorsque le nombre alehMst petit devant 'unité.
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3.2 Résolution semi-implicite desquations LODI

Le principe fondamental de la méthode proposée ici pot&dalution des équations LODI dans I'algorithme
de correction de pression présenté Sec. 2.1, est de fairespondre les équations LODI et les équations de
conservation de la maniere suivante : équation de cat#ifla) <+ Eq. LODI (5a); équation de la quantité
de mouvement (1b)» Eqg. LODI (5b); équation de I'énergie (1¢)} Eq. LODI (5¢). Reprenons les étapes de
I'algorithme présenté Sec. 2.1 :

1. Etape préliminaire : résolution de I'Eq. (5a) pour kebtion dep;™, (cf. Eq. (3)). Notons que les vitesses
aux faces sont alors celles obtenues par interpolation Ad$Neération couranté:.

2. Etape de prédiction : pour I'obtention dg et (ov)7, résolution des Egs. (5a) — ou, cette fois, la vitesse
aux faces est” définie en (4) — et (5b).

3. Etape de correction : résolution de I'Eg. (5¢) ou la pi@s et la vitesse intervenant dans le gradient sont
calculées de maniere implicite.

Notons que du fait que la méthode numérique est d'ordrex @euespace, les deux premieres et les deux
dernieres cellules du maillage sont considérées comgeieures a la tuyere. Sous peine d’apparition d’escil
lations non physiques dans le champ de pression, la vitessspbrtante” est calculée y compris aux faces
constituant le bord de la tuyere. Par ailleurs, la prést@m de la positivité du systeme linéaire a resoudiesd
I'étape de correction nécessite la dégradation a tetoh des discrétisations des gradients de correctiofik, qu
s’agisse de la vitesse ou de la pression.

4 Expérimentation numerique

Nous supposons que la sectiSrde la tuyere est constante. Une onde acoustique se projages sa sortie
(coté droit sur les figures 1 (a) et 1 (b)) est généréaipamerturbation gaussienne de la pression, de la vitesse
et de la masse volumique. Cette onde est superposée auie®ent moyen constant allant de gauche a droite
sur les figures présentées. Pour cet écoulement, laigmesst égale d01 300 Pa, la masse volumique a
1,2046 kg/m? et la vitesse &, 30886 m/s. Le nombre de Mach est de I'ordre 860~ La relaxation de la
condition de non réflexion en sortie a été écrite sousraé suivante :

£1 = apr(poo - p) (6)

Signalons en effet que, = 1 conduit & une sortie partiellement réflechissanteau(téts non présentes), ce qui
n'était pas I'objectif cherché. Pour, = 102, la réflexion est totale (Fig. 1 a), ce qui est conforme aémotie
puisque le coefficient,, K, est proportionnel a la frequence de coupure. Lorsgue= 10~3, on obtient le
résultat escompté, présentant une réflexion acouwsstigs faible (Fig. 1 b).

5 Conclusion

La méthode numérique présentée est une méthode sgticiie de correction de pression qui permet la
simulation de la propagation d’ondes acoustiques dansaulément a bas nombre de Mach. Le couplage
pression-vitesse qu’elle introduit permet d’éviter lelfgeme de découplage en damier a I'intérieur du domaine
de calcul. L'obtention de conditions aux limites non réfiissantes basées sur les caractéristiques est obtenue
par une résolution semi-implicite des équations LODI ploasibilité de s’affranchir de la limite imposée par

la condition CFL acoustique est ainsi garantie. Cela pravde fait que la vitesse et la pression sont calculées
de facon implicite dans les cellules du bord du domaine t®itd.a maniére la plus appropriée de construire

la vitesse transportante pour obtenir des simulationssiicpues de qualité sera I'objet du prochain travail.
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