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Résumé : 
Nous simulons numériquement le déferlement de vagues par un modèle d’écoulement multi fluide à faible 
Mach grâce à une formulation explicite efficacement parallélisable. Le modèle repose sur un schéma par 
volumes finis de type Godunov du second ordre en temps et en espace et éventuellement un raidissement de 
l’interface. Nous introduisons une approche multi-pas qui autorise de conséquents gains en temps de calcul. 
Cette approche est validée par la simulation de la propagation de vague solitaire 2D et par des 
confrontations expérience /simulation de la rupture de barrage 3D avec obstacle. 

Abstract : 
A fast and parallel two phase flows model has been developed for 3D air-water flows with finite volume 
discretization on unstructured grids. An artificial compressibility approach allows a fast fully explicit 
scheme with efficient parallel implementation using subdomain decomposition. The numerical model is 
based on a low Mach number preconditioning and a second order Riemann solver for advection equation. 
Some improvements are presented here, as front sharpening and multi time stepping, which induce more 
accuracy and reduce the CPU time. It allows three-dimensional applications. Then numerical simulations 
are presented for 2D wave propagation and compared with experiments in the case of 3D dam breaking. 

Mots clefs : Déferlement de vague, volumes finis, écoulement air-eau, raidissement d’interface, 
Adam-Bashforth, multi-pas. 

1 INTRODUCTION 

Les écoulements multi-fluides sont omniprésents aussi bien dans l’industrie que le domaine environnemental. 
Une difficulté de la simulation numérique d’un tel écoulement réside, entre autre, dans la capacité à décrire 
précisément l’interface entre les fluides. Cette étape est cruciale, car elle peut devenir très consommatrice en 
temps de calcul ou générer par diffusion une interface non-physique [18]. Nous présentons ici un modèle bi-
fluide tridimensionnel performant. Il a été validé numériquement et expérimentalement [13], amélioré par 
l’introduction d’une loi d’état isotherme [9] et récemment expérimenté dans le cas d’un déferlement sur 
pente avec ou sans macro-rugosité [21]. Nous présentons maintenant quelques améliorations du schéma 
numérique utilisé. Dans un premier temps nous abordons le problème de la diffusion de l’interface. Nous 
cherchons à éliminer cette diffusion par l’utilisation d’une méthode de compression. Le but est de conserver 
une interface fine sans avoir recours à des techniques de reconstruction d’interface comme les méthodes 
VOF [17]. Ensuite, nous présenterons une modification de la technique d’intégration en temps du solveur, 
qui est basée sur l’intégration d’Adams-Bashforth multi-pas, dans laquelle le pas de temps est ajusté à la 
taille locale du maillage. Cette technique est particulièrement efficace dans le cas où le maillage présente une 
grande disparité de taille de maille [4]. La première partie de cet article rappelle les équations constitutives ; 
la deuxième partie présente les méthodes numériques utilisées et en particulier la compression d’interface et 
l’intégration multi-pas ; enfin, dans la dernière partie on présente la simulation numérique d’une propagation 
2D et on confronte la rupture 3D de barrage à l’expérience. 
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2 MODELE PHYSIQUE 

On utilise un modèle bi-fluide non-visqueux conduisant à un système hyperbolique de lois de conservation. 
La fraction de masse du mélange est convectée, quant à elle, par une équation non-conservative pour éviter 
les oscillations du schéma [1]. De plus une description compressible à faible nombre de Mach autorise une 
approche complètement explicite et donc aisément parallélisable. Si ρ désigne la masse volumique, u

�

 la 
vitesse, p la pression, ϕ la fraction d’eau du mélange (0< ϕ<1) et g la gravité, alors négligeant la tension 
superficielle, le modèle d’Euler compressible s’écrit : 

 
u

( u ) 0 ; ( u u ) p g ; u. 0
t t t

(a) (b) (c)

ρ ρ ϕρ ρ ρ ϕ∂ ∂ ∂+ ∇ ⋅ = + ∇ ⋅ ⊗ + ∇ = + ∇ =
∂ ∂ ∂

�

� � � � �  (1) 

Dans ce modèle, la pression dépend de la masse volumique et de la fraction p p( , )ρ ϕ= . Si c désigne la 
vitesse du son, il est généralement admis qu’un écoulement est considéré comme incompressible si le 
nombre de Mach (M u / c= � ) est inférieur à 1/10. Dans notre cas il est beaucoup plus faible (de l’ordre de 

1/400 ~ 1/1600), si bien que la condition de Courant-Friedrich-Levy (CFL) du schéma explicite impose un 
pas de temps rédhibitoirement petit. C’est pourquoi nous utilisons une loi de pression artificielle, où la 
vitesse du son est fixée approximativement à 20 m.s-1, soit dans le cas isotherme :  

 2
0 A W 0p c ( ( ( 1) )) p ,ρ ϕ ρ ϕ ρ= − + − +  (2) 

Plus de détails sur l’influence du choix de la loi d’état se trouvent dans [9].   

3 MODELE NUMERIQUE 

3.1 Généralités 

Nous utilisons une approximation par volumes finis avec un solveur exact de Riemann (schéma de Godunov). 
Pour éviter les oscillations et préserver les discontinuités de contact (1-c) est écrite sous forme non 
conservative. La version conservative (également implémentée) nécessite l’introduction d’une autre loi d’état 
[2, 7]. Afin de capturer précisément l’interface, nous utilisons un schéma d’ordre deux en espace et en temps 
(MUSCL). Pour plus de détails on se reportera à [9]. 

3.2 Raidissement de l’interface  

Contrairement aux méthodes de reconstruction d’interface (comme la méthode VOF), les méthodes de 
capture décrivent aisément l’interface [5], mais au prix souvent de la génération d’une zone de mélange, non-
physique, due à une diffusion numérique de l’interface. Cette diffusion, importante en zone de forts gradients, 
peut être atténuée en augmentant l’ordre de la méthode, ou bien ajoutant des techniques de raidissement 
d’interface [6, 15, 20, 22]. La plupart du temps, comme proposé initialement par Harten [12], le transport 
artificiel de la fraction ϕ tends à forcer la valeur extrême 0 ou 1. Nous utilisons le modèle validé par [17], où 
un terme de pénalisation numérique est ajouté à (1-c) : 

 ( )221
u. 1 0

t 4

ϕ ϕ ηϕ ϕ∂  + ∇ + ∇ − = ∂  

�

 (3) 

Ce terme n’a aucune influence sur les milieux homogènes eau ou air, mais pénalise la zone de mélange. Dans 
l’approche volumes finis, cela revient (grâce à l’intégration de Green) à ajouter un terme au calcul du flux 
entre les cellules. De part notre expérience, les pas de temps intermédiaires ne sont pas nécessaires. 

3.3 Algorithme multi pas 

Précédemment nous utilisions une intégration en temps de type Runge-Kutta, si bien que le pas de temps 
était déterminé par la plus petite cellule du maillage, ce qui est préjudiciable dans le cas de raffinement de 
maillage et les calculs intermédiaires de flux entre les cellules étaient perdus. C’est pourquoi nous avons 
implémenté une méthode d’intégration en temps de type Adams-Bashforth couplée à une gestion astucieuse 
des pas de temps locaux. Cette approche originale a été testée initialement avec succès dans le cas des 
éléments finis discontinus en magnéto-hydro-dynamique par [4]. Le domaine de stabilité de la méthode 
d’Adams-Bashforth est plus restreint (on se limitera à l’ordre 2), mais autorise des gains en temps de calcul 
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conséquents [8]. 

3.3.1 Intégration en temps d’Adams-Bashforth 

Pour simplifier la présentation, on se place dans le cas de (1) sans terme source et en formulation 
conservative. Après approximation par volumes finis, intégration spatiale sur chaque cellule et utilisation de 
la formule de Green, le système d’équations (1) peut être réécrit sous la forme : 

 
w( t )

F( t ,w )
t

∂ =
∂

 (4) 

où w(t)  représente le vecteur des inconnues conservatives sur chaque cellule et F(t, w) le flux numérique 
calculé à la frontière des cellules voisines. Dans notre cas, utilisant un schéma de Godunov, le flux est la 
solution d’un problème de Riemann. Afin d’intégrer (4) sur un intervalle de temps [ ]0,T , on discrétise 

l’intervalle tel que 0 1 nt t ... t ...< < < <  et : 

 
n 1

n

t

n 1 n

t

w( t ) w( t ) F( t ,w )dt
+

+ − = ∫  (5) 

La méthode d’Adams-Bashforth d’ordre s consiste à remplacer F par un polynôme d’interpolation du même 
ordre [11], elle est stable à l’ordre 2 et 3 pour une CFL <1 [3] : 

 ( ) ( )( )s 1

k n k n k
k 0

F t ,w L ( t )F t ,w t
−

− −
=

≈ ∑  (6) 

où kL (t)  représente les coefficients du polynôme de Lagrange. On peut remarquer que cette approximation 
explicite ne nécessite que des flux précédemment calculés et stockés. Par intégration des coefficients (par 
exemple par Gauss), l’équation (5) devient : 

 ( ) ( ) ( )( )n 1

n

ts 1

n n n k n k n k n k
k 0 t

w t ∆t w t b (∆t ) L ( t )dt F t ,w t
+−

− −
=

 
+ = + ∑ ∫ 

 
 (7) 

3.3.2 Approche multi pas 

Soit 
iCh  le diamètre d’une cellule définit par le rapport de son volume sur la surface de son contour. En 

fonction de ce diamètre, le maillage est partitionné en quelques groupes de cellules, tels que :  

 
i

n n 1
min C min2 h h 2 h+≤ <  (8) 

où minh  est le diamètre minimal (maxh  le diamètre maximal) et n le niveau d’une cellule iC , noté ( )iniv C n=  

et ( )2 max minN Log h / h=  le nombre maximal de niveaux. En fonction de son niveau, le pas de temps local sur 

chaque cellule est alors ( ) ( )iNiv C
i n∆t C 2 t∆= , où nt∆  est le plus petit pas de temps associé à la condition CFL de 

la plus petite cellule du maillage. Par ailleurs, on définit le niveau d’une face par le niveau minimum des 
deux cellules adjacentes. L’algorithme multi-pas est alors: 

Pour i =1 à 2N faire 

Soit j le plus grand entier tel 2j divise i 

Pour chaque face S  telle que ( )niv S j≤  faire 

Calcul de l’intégrale du flux sur un intervalle de temps ( )iniv C
n2 t∆  

Distribution aux cellules voisines  

Fin Pour 

Mise à jour des cellules de niveau  ≤ j 

Fin pour 

On peut noter qu’ainsi le flux est estimé plus souvent sur les petites cellules que sur les grandes. Pour plus de 
détails, on se référera à [4]. 
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4 RESULTATS  

4.1 Propagation d’une vague solitaire 

Dans ce premier cas test, on propage une vague solitaire de hauteur 0.6m dans un domaine de calcul de 25m 
sur 1m d’eau et 4m d’air sur une durée de 2.5s. La condition initiale est définie par Tanaka [23] (Figure 1). 
On utilise un maillage hexaédrique régulier avec deux tailles de maille (x y 0.02m ou 0.04m∆ = ∆ = ). 

 
FIG. 1 – Domaine de calcul, maillage et configuration initiale (bleu-eau, blanc-air) 

On compare les résultats de simulation réalisées avec une intégration en temps d’ordre 2 de type Runge-
Kutta (RK2) ou Adams-Bashforth (AB2) ou Adams-Bashforth multi-pas (AB2M) sur un même calculateur 
(12 Itanium II 1.5 GHz). Si on observe l’amplitude de la vague à t=2s, on constate un écart par rapport à 
RK2 de 0.004% pour AB2 et 0.115% pour AB2M, ce qui valide l’implémentation. Pour un maillage de 
127000 mailles et une simulation sur 2.5s, le schéma RK2 nécessite 20h53mn, AB2 11h48mn et AB2M 
7h35mn. Soit un gain de 2.7 pour un résultat identique ce qui prouve la pertinence de la méthode! 

 

 

FIG. 2 – Densité à t=2s (zoom): influence du coefficient de raidissement η =0; 0.125; 1. 

Sur la figure 2, qui représente l’iso-densité du milieu air-eau, on constate aisément que l’utilisation d’un 
terme de raidissement améliore notablement la définition de l’interface. De plus, on améliore la conservation 
de la masse 0.83% de perte pour η =0 et 0.12% pour η=0.125, sans aucune conséquence sur le temps de 
calcul. 

4.2 Rupture 3D de barrage avec obstacle 

Nous présentons les premiers résultats obtenus dans le cas test de la rupture 3D d’un barrage détaillé dans 
[14, 16, 24]. Dans un domaine fermé, une hauteur d’eau est lâchée et déferle sur un obstacle. Une 
instrumentation appropriée mesure en quelques endroits la hauteur d’eau et la pression sur l’obstacle. Cette 
simulation avec 850000 mailles réparties sur 12 processeurs nécessite 1 jour ½ de calcul. Les données 
expérimentales sont utilisées pour tester la validité des méthodes numériques, notamment en comparant les 
résultats obtenus avec et sans compression d'interface. 

Les premiers résultats qualitatifs sont présentés sur la figure 3 pour évaluer le comportement du modèle par 
rapport aux enregistrements vidéo de Kleefsman et al. [16]. Le calcul présenté ici est réalisé avec la 
technique de compression d'interface présentée plus haut. La position et la forme de surface libre obtenue 
numériquement à t=0,4s et 0.56s est en bon accord qualitatif avec les résultats expérimentaux de [16]. 
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FIG. 3 – Surface libre à t =0,4s et t=0.56s. La surface libre est définie par φ= 0.5. 

Une comparaison quantitative est ensuite effectuée sur les pressions et hauteurs d'eau. Nous reprenons les 
points de mesure P1 et H2 utilisés par Kleefsman et al. La figure 4 montre la confrontation des résultats 
numériques obtenus avec et sans compression d'interface. On constate tout d'abord la bonne concordance 
générale entre la simulation numérique et l’expérience sur une jauge de pression et une mesure de hauteur 
d’eau au cours du temps (figure 4). L'utilisation de la méthode de compression permet de mieux décrire les 
impacts et de représenter plus fidèlement l'amplitude des variations de pression et de hauteur d'eau en 
particulier lors du retour de l'onde. 

    
FIG. 4 – Comparaison entre les données expérimentales [16] et les résultats avec et sans compression 

d'interface: Pression en P1 (gauche) et hauteur d’eau en H2 (droite) au cours du temps. 

5 CONCLUSION 

Nous avons présenté la simulation numérique de la propagation d’une vague solitaire avec un modèle 
d’Euler bi-fluide conduisant à un système hyperbolique de lois de conservation. Le modèle numérique, 
précédemment décrit par [9, 21], a été amélioré par l’introduction d’une compression de l’interface et une 
gestion multi échelle des pas de temps locaux sur un schéma d’Adams-Bashforth. On constate, par 
comparaison avec des expériences, une amélioration conséquente de la précision et une diminution du temps 
de calcul. Ces premiers résultats nous encouragent maintenant à poursuivre cette démarche vers le 
développement de techniques de raffinement de maillages dynamiques [10] couplées à la méthode multi-pas. 
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