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Résumé:  
L’approche proposée dans ce travail consiste à rendre compte des effets d’échelle et de gradient, rencontrés 
en fatigue en présence de concentration de contrainte Kt, par la prise en compte des premiers termes non-
singuliers du développement asymptotique de la solution en Mode I de la mécanique linéaire de la rupture 
dans un critère de non-propagation de fissure. Ce critère est basé sur l’hypothèse que la fissure s’arrête en 
deçà d’un seuil de plasticité de type Von Mises généralisé à la zone de K-dominance. Pour illustrer ce 
critère, des calculs par éléments finis en élasticité linéaire ont été conduits pour extraire les KI et les termes 
non-singuliers en fonction de la dimension de la fissure pour des concentrateurs de contraintes à diverses 
échelles. Ces résultats ont été utilisés pour en déduire la limite d’endurance apparente des éprouvettes à Kt. 

Abstract: 
The proposed approach in this work is to capture the scale and gradient effects encountered in fatigue of 
notched components, by accounting for the first non-singular terms of the asymptotic expansion of the linear 
elastic fracture mechanics solution in Mode I within a crack arrest criterion. The criterion is defined as a 
generalized Von Mises yield criterion that applies to the K-dominant area, and states that below the yield 
point the crack remains arrested. To illustrate this approach, linear elastic finite element computations were 
performed to extract KI, and the non-singular terms for various cracks sizes at a notch root, with various 
scales and Kt. These results were used to determine the apparent fatigue limit of notched component. 

Mots clefs: Effet de gradient, effet d’échelle, termes non-singuliers, arrêt de fissure, fissure courte, 
fissure longue. 

1 Introduction 
La littérature regorge de travaux montrant l’importance des effets de gradient et d’échelle en fatigue [1-4]. 
Les critères de fatigue non-locaux considèrent ces deux effets, soit via un volume caractéristique (effet 
d’échelle), soit via la prise en compte des gradients de contrainte, qui combinent la dimension de la zone 
d’influence de la concentration de contrainte (effet d’échelle) et le niveau de cette concentration de 
contrainte (Kt). Deux mécanismes principaux expliquant les résultats expérimentaux sont généralement 
admis. Le premier, relève d’une vision statistique. En effet, plus le volume de matière sollicité est important 
et plus la probabilité d’initier une fissure de fatigue sur un site privilégié de la microstructure ou sur un 
micro-défaut l’est également. En présence d’une concentration de contrainte, le volume effectif de matière 
réellement sollicité est inférieur au volume total de matière sollicité [3], ce qui conduit au résultat bien connu 
d’une résistance à la fatigue en présence de Kt supérieure à σf/Kt. Le second, considère qu’en présence de 
fortes concentrations de contraintes (Kt), l’initiation d’une fissure de fatigue ne conduit pas nécessairement à 
la rupture. En effet, une fissure, initiée au niveau de la concentration de contrainte, peut cesser de se 
propager lorsqu’elle sort de la zone d’influence du concentrateur de contrainte (effet d’échelle) [4]. Le 
phénomène d’arrêt de fissure conduit ainsi à une résistance apparente à la fatigue supérieure à celle attendue 
par un critère de fatigue local (de type σf/Kt). Notre approche tente de prendre en compte les effets de Kt et 
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d’échelle pour la prévision de la résistance à la fatigue en modélisant les conditions d’arrêt de fissure mais 
sans approche statistique du problème. Les effets d’échelle et de Kt se traduisent par l’évolution, avec 
l’avancée de fissure, du facteur d’intensité des contraintes KI et des premiers termes non-singuliers du 
développement asymptotique du tenseur des contraintes T, TZ, γ (explicités plus loin). Un critère de plasticité 
pour la zone de K-dominance basé sur ces termes permet alors de calculer le seuil de non-propagation de la 
fissure de fatigue et d’en déduire la limite d’endurance en fonction du Kt et de l’échelle. 

2 Présentation du problème 
Afin d’étudier les effets d’échelle et de Kt sur la propagation d’une fissure de fatigue, nous considérons une 
fissure semi-circulaire qui débouche sur un trou elliptique traversant. L’effet de gradient est lié à la 
concentration de contrainte Kt, qui dépend du rapport d’ellipticité (c/b) du trou elliptique, et à la zone 
d’influence de ce trou, qui dépend de l’échelle caractéristique du trou elliptique (de son demi-petit-axe c ou 
de son demi-grand-axe b) (FIG. 1). C’est pourquoi, dans ces calculs, trois rapports d’ellipticité ont été 
considérés donnant les concentrations de contraintes en traction suivantes : Kt égale à 2, 3 et 5. Pour chaque 
concentration de contrainte, les demi petits-axes (c) du trou elliptique considérés sont les suivants : 50 µm, 
100 µm, 500 µm, 1 mm, 5 mm, 10 mm et 50 mm. Pour chacun des cas cités ci-dessus, 30 dimensions de 
fissures normalisées par la dimension du trou elliptique ont été testées. Le paramétrage des coordonnées dans 
la région de K-dominance de la fissure et une schématisation du problème considéré sont représentés sur la 
figure 1 : 

a) b) c)  
FIG. 1 – Illustration du problème considéré. 

a) Schématisation de la fissure circulaire et paramétrage des coordonnées, b) Représentation d’un modèle 
fissuré comportant un gradient, c) Vue de dessus du modèle fissuré présentant un gradient de contrainte. 

Chacun des cas étudiés a fait l’objet d’une modélisation par éléments finis en élasticité linéaire 
tridimensionnelle. 

3 Méthodologie de post-traitement des champs de déplacement 
A l’issue de chaque simulation par éléments finis, les champs de déplacement sont extraits de huit sections 
normales au front de fissure (huit angles α, voir la figure 1) dans le but de déterminer l’évolution du 
chargement le long de celui-ci. Chaque section est circulaire et de rayon égal au cinquième de celui de la 
fissure. Dans chaque domaine, le champ de déplacement est post-traité, puis exprimé comme une 
combinaison linéaire de champs de référence de la mécanique linéaire élastique de la rupture, afin d’extraire 
le facteur d’intensité des contraintes IK de Mode I, et les trois contraintes T, TZ et γ.  

Afin de donner une signification aux contraintes T, TZ et γ, imaginons un milieu infini, chargé de manière 

uniforme, par un tenseur des contraintes quelconqueS∞ , dans lequel une fissure plane, à front droit, dirigé 

par l’axez
�

, est introduite dans le plan de normaley
��

. En élasticité linéaire, la solution de ce problème peut 

être déterminée par superposition. Le mode I est obtenu en déformation plane equi-biaxiale (XX YYS S∞ ∞= ), le 

mode II en cisaillement pur (XYS∞ ) et le mode III en cisaillement pur anti-plan (YZS∞ ). Comme le nombre de 

composantes du tenseur des contraintes est de six et que pour l’instant nous n’avons dénombré que trois cas 
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indépendants, trois termes non-singuliers sont ajoutés à la solution par superposition. Le premier, la 

contrainte T ( XX YYT S S∞ ∞= − ), tient compte de la biaxialité du chargement en mode I, le deuxième, la 

contrainte TZ ( ( ). 2.ZZ YYT S S Tν∞ ∞= − − ), et le troisième, la contrainte γ (égale ici à XZS∞ ), permettent de se 

replacer dans les conditions tridimensionnelles qui peuvent différer du cas des déformations planes. 

En outre, dans le cas d’une fissure semi-circulaire qui est considéré ici, les champs solution peuvent être 
classés en deux catégories : ceux qui sont solutions du problème de la fissure plane à front droit et ceux qui 
introduisent une correction de manière à prendre en compte la courbure du front de fissure et du gradient de 
chargement le long de cette dernière [5]. Le champ de déplacement s’écrit donc de la manière suivante en 
coordonnées cylindro-curvilignes (voir figure 1) par rapport au plan de fissuration et de la pointe de fissure 
[5]: 
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Où Fp, Gp et Bp sont les premiers champs de référence du développement asymptotique du champ de 
déplacement en pointe de fissure dans le cas où celle-ci est plane à front droit et ne présentant aucun gradient 
de contrainte le long de son front. Les champs Lp et Np sont, respectivement, des termes correctifs permettant 

de prendre en compte les effets de gradient et de courbure du front de fissure. La fonction( )sΓ représente, 

quant à elle, le rayon de courbure de la fissure au point d’abscisse curvilignes . 

Dans la suite, seules les intensités des tous premiers termes du développement asymptotique sont utilisées, 
c'est-à-dire les facteurs d’intensité des contraintes (intensités Kp des champs Fp) et les premiers termes non-
singuliers (intensités T, TZ et γ des champs Gp). Cependant, la prise en compte des termes correctifs lors du 
post-traitement, même s’ils ne sont pas utilisés par la suite, est indispensable pour déterminer les quantités 
d’intérêt (KI, T, TZ, γ) avec précision. 

Tous les résultats présentés dans cette étude ont été obtenus pour un module d’Young E de 119 000 MPa et 
un coefficient de Poisson ν de 0.29, ce qui correspond au comportement élastique du Ti-6Al-4V [6]. 
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FIG. 2 – Evolution du facteur d’intensité des contraintes et des termes non-singuliers T, TZ et γ, le long du 
front de la fissure semi-circulaire de rayon a = 0.5 mm, au bord d’un trou elliptique tel que Kt = 5 et de demi-

petit axe c = 5 mm. 
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La figure 2 montre que le facteur d’intensité des contraintes, ainsi que les premiers termes non-singuliers 
varient le long du front d’une fissure semi-circulaire, située au bord d’un trou semi-elliptique. Le facteur 
d’intensité des contraintes est minimal en α=π/2 c’est-à-dire au point le plus profond du front de la fissure, et 
il est maximal au voisinage de la surface. L’effet inverse est observé pour les 3 termes non-singuliers dans ce 
cas particulier.  

4 Calcul du seuil de non-propagation de fissure 

Une précédente étude a conduit au développement d’un critère de non-propagation tenant compte du facteur 
d’intensité des contraintes KI et de la contrainte T. Pour plus de détails le lecteur pourra consulter [7]. Cette 
démarche a été étendue de manière à prendre en compte les autres termes non-singuliers du développement 
asymptotique. Ce critère a été construit sur l’hypothèse qu’une fissure de fatigue se propage sous condition 
de plasticité cyclique. Si le milieu reste essentiellement élastique, alors la fissure ne se propage pas et les 
solutions de la mécanique linéaire élastique de la rupture peuvent être utilisées pour caractériser l’état 
mécanique dans la zone de K-dominance. Ces solutions sont alors utilisées pour exprimer l’énergie élastique 
de cisaillement (généralisation du critère de Von Mises) par unité de longueur de front dans une section 
circulaire de rayon δ normale au front de fissure et centrée sur celui-ci.   
Ensuite, le critère stipule que le seuil de plasticité est atteint lorsque, pour un chargement donné (caractérisé 
par les facteurs d’intensité des contraintes et les termes non-singuliers), l’énergie élastique de cisaillement 
dans la section de rayon δ atteint une énergie élastique de cisaillement critique, calculée comme celle 
obtenue pour une fissure longue en mode I et en déformation plane sollicitée au niveau de son seuil de non 
propagation par fatigue ∆KI th, soit T = TZ = γ et KI = ∆K I th/2.  
Lorsque les termes non-singuliers ne sont pas considérés, la dimension du domaine δ disparaît du critère. En 
revanche, cette dimension apparaît lorsque les termes non-singuliers sont présents, ce qui permet de faire 
apparaître « naturellement » un effet d’échelle, associé à la longueur de la fissure, et par exemple, de 
reproduire la transition fissure courte – fissure longue. Ci-dessous, se trouvent les expressions de différents 
critères qui seront comparés par la suite (ν étant le coefficient de Poisson) : 
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TAB. 1 – Termes de couplage et de seuils intervenant dans les critères de non-propagation. 

Où, I thK , thT , Z thT et thγ sont, respectivement, des termes seuils de non-propagation associés à KI, T, TZ et γ. Et 

où, fv , fg et fh sont, respectivement, des termes de couplage entre KI et T, T et TZ et KI et TZ. Plus précisément, KI th 

vaut / 2I thK∆
 
pour un chargement alternée, car le domaine de non-propagation est un ellipsoïde centré à l’origine. 
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a) b)  

FIG. 3 – Evolution du facteur d’intensité de non propagation de fissure effectif, 
a) Dépendance au choix du critère dans le cas où α = π/2,Kt=2 et c=0.1 mm, 

b) Dépendance à la position le long du front de fissure dans le cas où la fonction critère est la fonction G, 
dans le cas où c=0.1 mm et Kt=5. 

Le critère contient au plus 4 paramètres. La dimension ao des micro fissures potentiellement présentes dans le 
matériau, le seuil de non propagation des fissures longues I thK∆ , le coefficient de Poisson ν et la dimension 

caractéristique δ  permettant d’en déduire tous les autres seuils. Le seuil de non-propagation par fatigue des 
fissures longues ∆KI th du Ti-6Al-4V [9] est pris égal à 6.5 MPa.√m, pour R= -1. L’identification de ao et de δ 
n’est pas directe mais peut être réalisée si l’on dispose de deux limites d’endurance du matériau en traction et 
en torsion alternée [7]. Pour les limites d’endurance, les valeurs retenues pour le Ti-6Al-4V [8], sont : 583 
MPa en traction alternée (σf) et 411 MPa en torsion alternée (τf) à 106 cycles.  
Les deux limites d’endurance ont été obtenues sur des éprouvettes ne présentant aucun Kt. L’identification du 
critère requiert, en outre, les relations entre le facteur d’intensité des contraintes et les premiers termes non-
singuliers et le tenseur des contraintes macroscopique (au loin de la fissure) dans cette configuration. Un 
simple calcul en élasticité linéaire (avec les propriétés élastiques mentionnées plus haut) conduit aux 
relations suivantes pour une fissure semi-circulaire qui débouche en surface d’une éprouvette sans gradient et 
pour le point le plus profond (soit un angle α = π/2): 

 

0.64. . .

0.56.

0.69.

I N

N T

Z N

K a

T

T

σ π
σ σ

σ

 =


= − +
 = −

 (3) 

Où Nσ et Tσ sont, respectivement les contraintes à l’infini, selon la direction normale au plan de la fissure 

(suivant ey – voir figure 1) et parallèle au plan de la fissure (suivant ex – voir figure 1). En utilisant la 
fonction critère F et en appliquant la procédure d’identification donnée dans [10], on détermine que δ 
vaut 2.86 µm et que ao vaut 5.73 µm.  

Une fois que la dimension δ est déterminée, on peut utiliser le critère pour des longueurs de fissures 
différentes de ao. Par exemple, pour étudier le devenir de défauts microstructuraux, de défauts de surface ou 
encore pour étudier le problème de l’arrêt de fissure qui est l’objet de cet article.  

Pour les fissures étudiées, situées en surface d’un trou elliptique, on considère que la fissure se propage dès 
que le critère de plasticité (eq. 2) atteint la valeur 1. Pour plus de lisibilité, on en déduit un facteur d’intensité 
des contraintes seuil de plasticité Kth

*, au sens du critère de plasticité de Von Mises généralisé pour la zone 
de K-dominance et qui se calcule alors comme le facteur d’intensité des contraintes KI appliqué tel que le 
critère de plasticité soit égal à 1. On note, sur la figure 3, que ce seuil dépend fortement du critère employé. 
En effet, si le critère ne dépend pas des termes non-singuliers (critère I), aucune dépendance à la dimension 
de la fissure ne sera alors prédite et Kth

* = ∆∆∆∆Kth/2. Ce résultat serait en total désaccord avec les résultats 
expérimentaux de Kitagawa et Takahashi [11] qui ont montré que le seuil de non-propagation des fissures 
courtes était plus faible que celui des fissures longues. En revanche, en prenant en compte les termes non 

 γ 
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singuliers, le seuil de plasticité Kth
*, tend vers zéro lorsque la longueur de la fissure tend vers zéro et 

augmente ensuite pour tendre asymptotiquement vers ∆Kth/2. On peut noter que les termes T et Tz ont une 
importance équivalente, la distance entre le critère I(KI) et le critère H(KI,T) étant équivalente à la distance 
entre le critère H(KI,T) et le critère G(KI,T, Tz). On constate également que selon la position le long du front 
de fissure Kth

* varie, ce qui peut induire une évolution de la fissure vers une forme semi-elliptique plutôt que 
semi-circulaire.  

5 Détermination de la limite d’endurance 
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FIG. 4 – Détermination de la limite d’endurance σf dans le cas Kt = 5 et c = 0.1 mm, 
a) Correspondance entre limite d’endurance et seuil de non-propagation pour une longueur de fissure donnée 

et le critère G, 
b) Limite d’endurance en fonction du rayon de la fissure et du critère de non-propagation. 

Dans la suite, on ne s’intéresse qu’au cas où α = π/2, c’est-à-dire le point le plus profond, car pour cette 
position le long du front de fissure, le seuil de plasticité Kth

* atteint sa valeur maximale. En effet, la fissure ne 
se propage globalement que si la vitesse de propagation est non-nulle le long du front de fissure. On définit 
alors la limite d’endurance comme la contrainte appliquée pour laquelle le facteur d’intensité des contraintes 
est égal à ce seuil comme le montre la figure 4-a. Nous l’interprétons donc comme une limite de non-
propagation de fissure. Comme Kth

* dépend fortement du critère considéré, la limite d’endurance en dépend 
donc aussi (figure 4-b). On remarque sur la figure 4-b, que l’ensemble des critères conduisent, globalement, 
à une décroissance de la limite d’endurance avec la longueur de la fissure. Cependant pour de très faibles 
dimensions de fissure, les critères F(KI, T, TZ, γ) et G(KI, T, TZ) prédisent une augmentation de la limite 
d’endurance avec la longueur de la fissure jusqu’à une longueur critique pour laquelle la limite d’endurance 
diminue à nouveau. Dans cette configuration une initiation suivie d’un arrêt de fissure devient possible. Ce 
résultat, permettrait de rendre compte de l’effet d’arrêt de fissure en présence de fort gradient de contrainte 
observé expérimentalement [13-14]. En effet, pour une contrainte de 210 MPa, pour un Kt égal à 5 et pour 
une dimension de fissure initiale inférieure à 30 µm, celle-ci se propage jusqu’à ce que le facteur d’intensité 
des contraintes devienne inférieur au seuil Kth

*. On en déduit donc que la prise en compte des termes non-
singuliers du tenseur des contraintes au voisinage de la pointe de la fissure dans un critère de non-
propagation est essentielle pour la prédiction de ce type d’effet. 

La figure 5 montre que les courbes donnant les limites d’endurance en fonction du rayon de la fissure 
exhibent deux tendances. La première est celle qui serait obtenue pour une fissure semi-circulaire chargée en 
traction dans un milieu sans gradient de contrainte. Celle-ci survient lorsque la dimension de la fissure est 
suffisante pour ne plus être influencée par la présence du trou elliptique. La deuxième est similaire à la 
première, mais avec une limite d’endurance divisée par Kt. La transition entre ces deux tendances dépend de 
la dimension du trou elliptique. En effet, pour une même concentration de contrainte Kt, selon la portée de 
l’effet du trou elliptique (liée à sa dimension c), la fissure peut sortir de la zone d’influence du trou avant 
d’être devenue longue (au sens de la fig 3a), c’est le cas pour c=0.1mm, à l’inverse la fissure peut être 
considérée comme longue, tout en étant sous influence du Kt du trou, ce qui est le cas pour c=10mm.  
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FIG. 5 – Effet de Kt et de c sur la limite d’endurance et comparaison avec le cas sans gradient de contrainte, 
a) Effet de Kt dans le cas où c vaut 0.05 mm, 

b) Effet de c dans le cas où Kt vaut 5. Ces courbes ont été tracées à partir de 30 résultats de calculs, même si 
3 ou 4 symboles seulement ont été indiqués pour ne pas alourdir le graphe. 

6 Conclusion 
Le travail qui a été réalisé utilise, en plus du facteur d’intensité des contraintes, les premiers termes non-
singuliers du développement asymptotique de la solution de la mécanique linéaire de la rupture dans un 
critère de non-propagation pour réaliser des prédictions sur le seuil de non-propagation d’une fissure semi-
circulaire sous l’influence d’un concentrateur de contrainte. En présence d’un gradient de contrainte 
suffisamment élevé (fort Kt, petite dimension), un effet d’arrêt de fissure est prédit conformément à ce qui 
peut être observé expérimentalement. On montre également que la limite d’endurance calculée comme la 
contrainte pour laquelle le facteur d’intensité des contraintes est égal au seuil de non-propagation de fissure 
exhibe deux tendances, entre lesquelles la transition dépend fortement de la dimension caractéristique du Kt. 
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