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Conve
tion de Bénard-Marangoni induite par un �uxpariétal non-uniforme en ré
ipient 
ylindriqueR. Es Sakhy1, K. El Omari1, S. Blan
her1, Y. Le Guer11. Laboratoire des S
ien
es de l'Ingénieur Appliquées à la Mé
anique et au génie Ele
trique (SIAME),EA 4581, Fédération IPRA CNRS-Université de Pau et des Pays de l'Adour (UPPA),Bât. d'Alembert, rue Jules Ferry, 64075 Pau Cedex, Fran
e.Résumé :Le travail numérique présenté 
on
erne l'étude des é
oulements 
onve
tifs de Bénard-Marangoni ausein d'un ré
ipient 
ylindrique doté d'un fond en substrat solide. Les équations de Navier-Stokes et del'énergie sont résolues en 3D par une méthode de volumes �nis. On 
onsidère le transfert de 
haleur
onjugué solide-�uide. Des morphologies originales de 
ellules (type et nombre) sont observées, ellesdépendent des 
onditions géométriques, des nombres adimensionnels de Prandtl, de Rayleigh et deMarangoni ainsi que du rapport des 
ondu
tivités substrat solide et �uide.Abstra
t :The numeri
al work presented 
on
erns the study of Marangoni Bénard 
onve
tive �ow in a 
ylindri
al
ontainer with a bottom in 
ondu
tive substrat. The Navier-Stokes and energy equations are solved bya 3D �nite volume method. We 
onsider the 
onjugate heat transfer �uid-solid. Original morphologiesof 
ells (type and number) are observed whi
h depend on geometry, dimensionless numbers Prandtl,Rayleigh and Marangoni and the ratio of solid-�uid 
ondu
tivities.Mots 
lefs : 
onve
tion Bénard-Marangoni ; ré
ipient 
ylindrique ; transfert 
onjuguéNomen
lature

Bi nombre de Biot, Bi =
he

kf
p pression, Pa

h 
oe�
ient d'é
hange thermique, W m−2k−1 Γ rapport d'aspe
t
k 
ondu
tivité thermique, Wm−1K−1 γ tension de surfa
e, N m−1

α di�usivité thermique, m2s−1 µ vis
osité dynamique, kg m−1s−1

Ma nombre de Marangoni, Ma =
e∆T

µα

∂γ

∂T
β 
oe�
ient de dilatation thermique, k−1

Pr nombre de Prandtl, Pr = ν/α ν vis
osité 
inématique, m2s−1

Ra nombre de Rayleigh, Ra = gβ∆Te3/να ∆T é
art de température, K
θ température réduite, θ = (T − T0)/∆T T0 température ambiante, K1 Introdu
tionLes é
oulements 
onve
tifs dans une 
ou
he horizontale de �uide à surfa
e supérieure libre, initialementau repos et soumise à un gradient de température peuvent être produits soit par les for
es de �ottabil-ité, soit par une variation de la tension super�
ielle en fon
tion de la température ou par 
es deux e�ets
onjugués. Dans la littérature 
es phénomènes sont désignés 
omme instabilités de Rayleigh-Bénard-Marangoni. Des études expérimentales sur la 
onve
tion de Bénard-Marangoni ont été entreprises pour
omprendre les mé
anismes responsables de 
es phénomènes d'instabilité. Koshmeider et al. [1℄ ontpar exemple mis en éviden
e l'in�uen
e de la géométrie du ré
ipient ainsi que le rapport de forme duré
ipient sur le nombre des 
ellules 
onve
tives obtenues et leurs formes, Rahal et al. [2℄ ont eux étudiél'in�uen
e des nombres de Biot et de Prandtl sur la 
onve
tion de Bénard-Marangoni dans des petitsré
ipients 
ylindriques. D'autres travaux numériques ont été élaborés pour étudier 
es phénomènes, on1
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itera à titre d'exemples les travaux de Médale et al. [3℄ et 
eux de Kuhlmann et al. [4℄. Pour toutes 
esétudes, plusieurs fa
teurs tels que la géométrie des 
avités et les propriétés physiques du �uide in�uentsur les motifs des é
oulements 
onve
tifs et leur distribution.L'obje
tif de 
e travail est de simuler la 
onve
tion de Bénard-Marangoni dans des ré
ipients 
ylin-driques 
hau�és par un �ux non-uniforme pour di�érents nombres de Rayleigh et de Prandtl.2 Modèle physique et formulation mathématiqueOn 
onsidère un �uide newtonien in
ompressible 
ontenu dans un ré
ipient 
ylindrique ouvert, de rap-port de forme Γ = R/e. Les parois latérales sont isolées thermiquement, la surfa
e supérieure est libreet un �ux thermique uniforme, de densité q̇, est imposé sur la partie 
entrale de la fa
e inférieure
omme le montre la �gure 1. La 
ondu
tion thermique dans le substrat solide 
rée un pro�l en 
lo
hepour la température. Ce pro�l est représenté sur la �gure 2 suivant un diamètre sur la surfa
e inférieuredu �uide. Les for
es thermo
apillaires donnent naissan
e à des 
ellules 
onve
tives. La forme de 
es
ellules dépend des 
onditions géométriques (rapport de forme) et thermiques ainsi que des nombresde Prandtl, Rayleigh, Biot et Marangoni.
Figure 1 � S
héma du dispositif modéliséphysiquement (e=0,2m et d=0,05m).  0.6
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Figure 2 � Pro�l de la température suivantun diamètre pris sur l'interfa
e solide/liquide.Les équations régissant l'é
oulement sont les équations de 
onservation de la masse, de la quantité demouvement et de l'énergie. Ces équations sont résolues de la même façon dans les deux domaines �uideou solide, pour la partie solide on a 
onsidéré une vis
osité très grande pour avoir un 
hamps de vitessenul. Pour une formulation plus simple du problème, nous allons 
onsidérer quelques approximations.Nous supposons que la surfa
e est maintenue plane et que l'épaisseur de la 
ou
he �uide reste 
onstante.Il s'agira alors de déterminer la répartition des vitesses et de la température dans le �uide. L'é
oulementde 
onve
tion de Bénard-Marangoni est provoqué par les for
es thermo
apillaires. On suppose que lespropriétés physiques du �uide sont 
onstantes sauf pour la masse volumique dont la variation au seindu �uide est prise en 
ompte via l'approximation de Boussinesq et pour la tension super�
ielle quidépend de la température.Les relations suivantes sont 
onsidérées :
ρ = ρ0[1− β(T − T0)] (1)

γ = γ0 +
∂γ

∂T
T (2)ave
 ρ0 = ρ(T0) et γ0 = γ(T0).Les grandeurs 
ara
téristiques utilisées pour adimensionnaliser le problème sont l'épaisseur du �lm e,la vitesse de di�usion thermique α/e, le temps de di�usion e2/α et l'é
art de température ∆T =

q̇e

kf
.Le modèle mathématique s'é
rit après adimensionnalisation 
omme :

~∇.~V = 0 (3)
~∇.(~V ⊗ ~V ) = −~∇p+RaPrθ~j + Pr∆~V (4)

~∇.(~V θ) = ∆θ (5)2
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anique Besançon, 29 août au 2 septembre 2011Le �uide est initialement au repos à la température ambiante T0. Les vitesses sont nulles le long desparois solides latérales et aux fond du liquide (parois non glissantes).Les 
onditions aux limites obtenues à l'interfa
e solide/liquide sont :
ks
kf

∂θ

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0−

=
∂θ

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0+

(6)
Vx = Vy = Vz = 0 (7)L'origine du repère est prise au niveau de l'interfa
e solide/liquide, la 
ondition 
inématique à la surfa
elibre doit satisfaire l'équilibre mé
anique et en tenant 
ompte de l'imperméabilité de la surfa
e libreon obtient :
∂Vx

∂z
+Ma

∂θ

∂x
= 0 (8)

∂Vy

∂z
+Ma

∂θ

∂y
= 0 (9)

Vz = 0 (10)La 
ondition thermique sur la partie 
entrale de la paroi du fond soumise à un �ux q̇, s'é
rit sous formeadimensionnelle :
ks
kf

∂θ

∂z
= 1 pour x2 + y2 ≤

(ri
R

)2
=

(

0.3
)2

(ri = 0.3R). (11)La 
ondition thermique sur la surfa
e libre s'é
rit sous forme dimensionnelle :
−kf (

∂T

∂z
) = h(T (x, y, e, t) − T0) (12)où h(T (x, y, e, t) − T0) désigne l'é
hange 
onve
tif entre la surfa
e libre et le milieu ambiant. Cette
ondition aux limites s'é
rit sous forme adimensionnelle :
∂θ

∂z
+Biθ = 0 (13)L'énergie 
inétique et le nombre de Nusselt moyen sont 
al
ulés de la façon suivante :

EC =
1

2v

∫∫∫

v

V 2dv (14)
Numoy =

1

s

∫∫

s

θsds (15)Ave
 v est le volume du domaine �uide, s est la surfa
e inférieure de la 
ou
he �uide et θs est latempérature de 
ette surfa
e.3 Modélisation NumériquePour modéliser la 
onve
tion de Bénard-Marangoni nous avons implémenté les di�érentes 
onditionsaux limites dans le 
ode Tamaris développé au laboratoire SIAME [5, 6℄. La dis
rétisation numériqueutilise la méthode des volumes �nis tridimensionnels (3D) à maillage hybride. Le même 
ode peuttraiter des 
as 2D en 
onsidérant une seule 
ou
he prismatique de 
ellules de 
al
ul. Les valeurs detoutes les variables (vitesses, pression et température) sont prises aux 
entre des 
ellules. Les s
hémasde dis
rétisation spatiale sont du se
ond ordre de pré
ision. Pour les �ux di�usifs un s
héma 
entré estutilisé ave
 une 
orre
tion de la non orthogonalité du maillage. Les �ux 
onve
tifs sont traités par les
héma non linéaire haute résolution CUBISTA [7℄. Ce s
héma issu d'une appro
he NVD (Normalised3
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anique Besançon, 29 août au 2 septembre 2011Variable Diagram) introduit une quantité minimale de di�usion numérique tout en étant stri
tementborné. Le 
ouplage vitesse-pression est assuré par l'algorithme SIMPLE [8℄ et le 
al
ul est avan
é dans letemps par le s
héma impli
ite de Gear à trois pas de temps et du se
ond ordre de pré
ision. Les systèmeslinéaires obtenus sont résolus par l'algorithme GMRES pré
onditionné par une dé
omposition ILU.Plusieurs études de validation du 
ode dans di�érentes situations ont été menées [6, 9℄, une validationsupplémentaire pour le 
as de la 
onve
tion de Marangoni en 
avité 2D étudié par Kuhlmann et al.[10℄ a été réalisée ave
 su

ès.4 RésultatsDans le 
as de la 
onve
tion de Bénard-Marangoni plusieurs paramètres peuvent gouverner l'é
oulement
onve
tif au sein de la 
avité. Nous nous limitons dans le 
adre de 
ette étude aux e�ets des nombres deRayleigh Ra et de Prandtl Pr, ainsi durant toutes les simulations faites, le nombre de Biot, le nombrede Marangoni et le rapport de forme sont maintenus 
onstants aux valeurs suivantes : Bi = 100,Ma =
2000 et Γ = 5.L'appli
ation d'un �ux sur une partie 
entral du substrat solide permet de 
hau�er la paroi inférieuredu ré
ipient qui 
ontient le �uide d'une façon non uniforme en fon
tion de la propagation de la 
haleurpar 
ondu
tion dans le solide. Dans notre 
as, nous avons 
hoisi une 
ondu
tivité du solide 
ent foisplus grande que 
elle du �uide.Le maillage utilisé pour toutes les simulations est d'une taille de 380000 
ellules.4.1 In�uen
e du nombre de RayleighDans 
ette se
tion, nous allons examiner l'e�et du nombre de Rayleigh sur la stru
ture de l'é
oulementet la distribution de la température. Pour des nombres de Ma = 2000, Bi = 100 et Pr = 100 nousavons évaluer l'in�uen
e de la variation du nombre de Rayleigh sur les formes des 
ellules 
onve
tivesainsi que sur leur nombre. La �gures 3 montre que pour de faibles nombres de Rayleigh (entre 10 et1000) (
f. �gures 3 (a), (b) et (
)) les 
ellules 
onve
tives gardent la même répartition sur le domaine�uide et les mêmes valeurs maximales de la vitesse au niveau de la surfa
e supérieure. Au 
ontrairepour des nombres de Rayleigh élevés le nombre de 
ellules augmente. (
f. �gure 3 (d)). Pour Ra = 3000,on remarque une deuxième série de 
ellules qui apparait, 
elles-
i sont reparties sur la 
ir
onféren
e auvoisinage des parois latérales du ré
ipient. Cela est dû à l'augmentation des for
es de �ottabilité dansle �uide.D'après les �gures 4 et 5 on 
onstate que les 
ellules 
onve
tives obtenues sont dues aux for
es ther-mo
apillaires.L'analyse quantitative de l'e�et du Ra sur le nombre de Nusselt moyen, l'énergie 
inétique et l'én-ergie thermique est illustrée sur la �gure 6. On remarque une augmentation très signi�
ative des deuxgrandeurs Numoy et EC lorsque le Ra dépasse la valeur 103, 
ette évolution est liée à l'augmentationsensible des niveaux de vitesse dans le �uide et à l'apparition de 
ellules 
onve
tives supplémentaires,
omme on remarque aussi que 
es grandeurs ne sont pas in�uen
ées par le nombre de Prandlt pour
102 ≤ Pr ≤ 104.
4.2 In�uen
e du nombre de PrandtlPour un nombre de Rayleigh �xé à 100, nous avons évaluer l'in�uen
e de la variation du nombrede Prandtl (il représente le rapport entre la di�usivité de quantité de mouvement et la di�usivitéthermique) sur les formes des 
ellules 
onve
tives ainsi que sur leur nombre. La �gures 7 montre quepour de faibles nombres de Prandtl la température de la surfa
e supérieure ainsi que le module de lavitesse sont moins importants que dans le 
as de 
al
uls faits pour un nombre de Prandtl plus élevé.Les résultats sont néanmoins superposés pour 102 ≤ Pr ≤ 104. Aussi, le nombre de 
ellules 
onve
tiveset leurs positions sont insensibles au nombre de Prandtl.4
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Figure 3 � Isothermes (gau
he) et isovitesses (droite) pour di�érents nombres de Rayleigh, (a) Ra =
10, (b) Ra = 100, (
) Ra = 1000 et (d) Ra = 3000 pour Ma = 2000.
Figure 4 � Isothermes (gau
he) et iso-vitesses (droite) pour Ma = 2000 et
Ra = 0. Figure 5 � Isothermes (gau
he) et iso-vitesses (droite) pour Ra = 2000 et

Ma = 0.
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inétique (droite) pour di�érents nombres de Rayleighet de Prandtl. 5
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Figure 7 � Température (gau
he) et module de vitesse (droite) à la surfa
e supérieure pour di�érentsnombres de Prandtl (de 10 à 10000), traçés suivant l'axe ~x à la surfa
e libre.5 Con
lusionA l'aide de la simulation numérique des é
oulements dans un ré
ipient ouvert, 
hau�é par le bas par un�ux de 
haleur non uniforme, nous avons montré que les e�ets liés à l'augmentation du Ra ne se fontressentir qu'au delà d'un Ra = 103. Dans la gamme de Ra et Ma étudiés, les e�ets thermo
apillairessont prépondérants et responsables de la distribution des 
ellules 
onve
tives observées. Nous avonsremarqué aussi que la nature du �uide dans la gamme de Prandtl étudiée 102 ≤ Pr ≤ 104 n'a que trèspeu d'in�uen
e sur l'é
oulement. D'autres e�ets font l'objet d'études 
omplémentaires, notamment lese�ets de Ma, Bi et Γ ainsi que le rapport des 
ondu
tivités thermiques kf
ks
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