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Résumé :
Cet article traite de la synthèse de lois de com-

mande échantillonnées pour les modèles flous de type
Takagi-Sugeno décrits en temps continu. Afin d’obte-
nir des conditions de synthèse de moindre conserva-
tisme, permettant l’estimation conjointe du domaine d’at-
traction en boucle fermée, une fonction de Lyapunov-
Krasovskii non-quadratique est considérée. L’efficacité et
la supériorité (en terme de conservatisme) de l’approche
proposée est illustrée au travers d’un modèle T-S de pen-
dule inversé, vis-à-vis de résultats récents de la littérature.

Mots-clés :
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1 Introduction

Au cours des dernières décennies, les ap-
proches de contrôle basées sur des données
échantillonnées sont apparues comme un su-
jet de recherche important. Elle consiste à
étudier la stabilité globale en boucle fermée
des systèmes continus contrôlés par des au-
tomates numériques [1, 2, 3]. Dans ce cadre,
une manière élégante de concevoir de tels
contrôleurs consiste à réécrire la dynamique
en boucle fermée sous la forme d’un système
décrit en temps continu avec retard variable
sur l’entrée [1]. Si, dans ce contexte, de nom-
breux efforts ont été fournis pour traiter des
systèmes linéaires, la plupart des applications
réelles présentent une dynamique non linéaire.

Parmi les approches de contrôle non linéaire,
la commande à base de modèles flous de type
Takagi-Sugeno (T-S) [4] présente l’intérêt de
fournir une représentation polytopique convexe

des systèmes non linéaires, permettant l’ex-
tension des concepts issus de l’automatique
linéaires. On trouve par exemple de nombreux
travaux traitant de la synthèse de contrôleurs
en temps continu (e.g. [5, 6]), en temps dis-
cret (e.g. [7, 8]), pour les systèmes T-S avec re-
tard (e.g. [9, 10]), ou plus récemment pour la
commande à base de données échantillonnées
(e.g. [11, 12, 13, 14, 15]). De manière générale,
les conditions de stabilité ou de synthèse de
contrôleurs pour les systèmes T-S sont ob-
tenues par la méthode directe de Lyapunov
sous la forme d’Inégalités Linéaires Matri-
cielles (LMI). Néanmoins, les conditions LMI
sont suffisantes et souffrent de conservatisme,
dont la réduction reste un défi important [16].

Dans le cadre de la commande à base
de données échantillonnées, un moyen effi-
cace d’évaluer le conservatisme des condi-
tions de synthèse consiste à rechercher le pas
d’échantillonnage maximal (η̄) admissible de
la partie commande, pour laquelle la dyna-
mique continue en boucle fermée reste stable.
Ainsi, des améliorations successives du conser-
vatisme ont été obtenues (e.g. [11, 12, 17, 18,
13, 14]). La présente étude poursuit ce même
objectif, c’est-à-dire la réduction du conserva-
tisme pour la synthèse de lois de commande
échantillonnées pour les systèmes T-S décrits
en temps continu. Pour ce faire, de nouvelles
conditions LMI sont proposées à partir du
choix d’une Fonction de Lyapunov-Krasovskii
Non-Quadratique (FLKNQ) adaptée, de l’ap-
plication d’inégalités de Jensen étendues [19].



En outre, l’estimation du domaine d’attrac-
tion en boucle fermée est considérée. L’effica-
cité des conditions de synthèse non-quadratique
proposées est illustrée et comparée avec les
résultats issus d’études précédentes, au travers
de la simulation d’un modèle T-S de pendule
inversé sur un chariot.

Notations. Le symbole (?) désigne une quan-
tité transposée dans une matrice symétrique. On
notera Ir = {1, ..., r} ⊂ N et, pour toute ma-
trice carré M , H(M) = M +MT . Soit les vec-
teurs v1, v2, ..., vn, on notera col{v1, v2, ..., vn} =[
vT1 vT2 . . . vTn

]T . Une matrice bloc-diagonale
constituée par p fois X ∈ Rn×n sur sa diago-
nale sera désignée par Dp(X). La j-ième ligne
d’une matrice (ou vecteur) M sera notée M(j) et
ei=[0n×(i−1)n In 0n×(4−i)n], ∀i∈I4.

2 Préliminaires

Considérons la classe des modèles flous de type
T-S décrite en temps continu par :

ẋ(t) =

r∑
i=1

hi(z(t))(Aix(t) +Biu(t)), (1)

valide sur un ensemble polyédrique (i.e. ∀x(t) ∈
Dx) défini par :

Dx =
{
x(t)∈Rn| L(j)x(t) ≤ b(j),∀j∈Iκ

}
⊆Rn, (2)

avec L ∈ Rκ×n, b ∈ Rκ ; z(t) ∈ Rp est le vecteur
de prémisse, dépendant uniquement des com-
posantes du vecteur d’état x(t) ∈ Rn ; u(t) ∈ Rm

est le vecteur d’entrées ; ∀i ∈ Ir, Ai ∈ Rn×n et
Bi ∈ Rn×m sont des matrices décrivant la dy-
namique de chaque polytope ; hi(z(t)) ≥ 0 sont
les fonctions d’appartenance satisfaisant la pro-
priété de somme convexe

∑r
i=1 hi(z(t))=1.

Dans cet article, nous nous intéressons à la sta-
bilisation des modèles T-S en temps continu (1)
par une loi de commande échantillonnée aux
instants tk (k∈N) donnée par :

u(t) =

r∑
i=1

hi(z(tk))KiX
−1x(tk) (3)

où, ∀i ∈ Ir, Ki ∈ Rm×n et X−1 ∈ Rn×n sont
des matrices de gain à synthétiser, et où, ∀t ∈

[tk, tk+1), le signal u(t) est maintenu par un blo-
queur d’ordre zéro.

De plus, considérons un pas d’échantillonage ηk
variable de telle sorte que :

tk+1 − tk = ηk ≤ η̄ (4)

où η̄ est le plus grand pas d’échantillonnage ad-
missible à maximiser tout en garantissant la sta-
bilité en boucle fermée du système (1) contrôlé
par (3). Soit, ∀t∈ [tk, tk+1) :

τ(t) = t− tk ∈ [0, ηk), τ̇(t) = 1, (5)

La loi de commande (3) peut alors s’écrire :

u(t)=

r∑
i=1

hi(z(t−τ(t)))KiX
−1x(t−τ(t)) (6)

Dans la suite, pour alléger les notations, nous
noterons pour toutes matrices Mi (i ∈ Ir) de
même dimension :

Mh=

r∑
i=1

hi(x(t))Mi, Mh̄=

r∑
i=1

hi(x(t−τ(t)))Mi,

Mhh̄=

r∑
i=1

r∑
j=1

hi(x(t))hj(x(t−τ(t)))Mij .

Ainsi, en substituant la loi de commande (6)
dans l’équation (1), la dynamique en boucle
fermée peut être exprimée par le modèle T-S
avec retard variable en entrée suivant :

ẋ(t) = Ahx(t) +BhKh̄X
−1x(t− τ(t)) (7)

Positionnement du problème : L’objectif de cet
article est de proposer des conditions LMIs de
moindre conservatisme permettant la synthèse
non-quadratique des matrices de gain Ki et
X de la loi de commande échantillonnée (6),
de telle sorte que la dynamique en boucle
fermée (7) soit localement asymptotiquement
stable pour une valeur maximale de l’intervalle
d’échantillonnage (η̄). Dans ce contexte, sous
l’hypothèse qu’il existe φk ≥ 0 (∀k ∈ Ir) tels
que, ∀t, |ḣi(t)| ≤ φi, nous proposerons conjoin-
tement l’estimation de la région d’attraction
D∗a ⊆ Dx∩Dφ de la dynamique en boucle fermée
synthétisée, avec :

Dφ = ∩rk=1{x(t)∈Rn; |ḣk(z)| 6 φk} (8)



Dans ce contexte, nous noterons ∇k(x(t)) =[
∂hk(x(t))
∂x1

, . . . , ∂hk(x(t))
∂xn

]T
le gradient de hk(x(t))

par x(t) et, ∀x(t) ∈ Dx, sachant que
¯
δ` ≤

∂h`(x(t))
∂xn

≤ δ̄`, une décomposition par secteurs
non linéaires est appliquée de telle sorte que :

∇k(x(t))=

2n∑
`=1

}s(z(t))∇̄s (9)

où, ∀s ∈ I2n , }s(z(t)) ≥ 0,
∑2n

s=1 }s(z(t)), et ∇̄s ∈
Rn constants.

Les lemmes suivants seront utilisés pour la
démonstration des conditions de synthèse non-
quadratique proposée dans la section suivante.

Lemme 1 [20] Pour toute matrice P = PT ∈
Rn×n définie positive et τ(t)∈ [0, ηk) avec τ̇(t)=1,
l’inégalité suivante est vérifiée :∫ t

t−τ(t)

xT(s)Px(s)ds≥η−1
k

∫ t

t−τ(t)

xT(s)dsP

∫ t

t−τ(t)

x(s)ds

(10)

Le lemme suivant est un cas particulier du
Lemme 1 proposé dans [19], puisque la
définition de τ(t) (cf. (5)) n’impose pas (lorsque
t0 = 0) la connaissance du passé de x(t) pour
t < 0.

Lemme 2 Soit une matrice R = RT ∈ Rn×n

définie positive et une fonction scalaire τ(t)

définie par (5). Pour E ∈ Rn×κ et ψ(t) ∈ Rκ tels
que l’intégrale

∫ t
t−τ(t)

ẋ(s)ds = Eψ(t) soit définie,
l’inégalité suivante est vérifiée :

−
∫ t

t−τ(t)

ẋT(s)Rẋ(s)ds≤ψT(t)Υψ(t), (11)

pour toute matrice M ∈ Rn×κ telle que Υ =

−ETM−MTE+τ(t)MTR−1M .

Lemme 3 [14] ∀(i, j) ∈ I2
r , sous l’hypothèse

que, ∀t≥0, |ḣi(z(t))|≤φi, et pour toutes matrices
Λij = ΛTij de même dimension, l’inégalité Λhh̄<0

est satisfaite s’il existe des matrices diagonales
Dij>0 telles que :

2

r−1
Φii+Φij+Φji<0, ∀ (i, j)∈I2

r (12)

où Φij =


Λij + r−1

16 Dij ? . . . ?
σ1Λ̄ij1 −Dij · · · ?

...
...

. . .
...

σr−1Λ̄ijr−1 0 0 −Dij

 et, ∀q∈

Ir−1, Λ̄ijq=Λiq+Λjq−Λir−Λjr, avec σq=min{1,φq η̄}.

Lemme 4 [21] ∀τ ∈ [0, η], l’inégalité quadra-
tique f(τ) = a2τ

2 + a1τ + a0 < 0 (a2, a1 et a0

sont des scalaires réels) est vérifiée si :

f(0) < 0, f(η) < 0 et f(0)− η2a2 < 0.

3 Résultat principal

Le théorème suivant résume les conditions
proposées pour la synthèse de lois de com-
mande échantillonnées (6) afin de stabiliser les
modèles T-S (1) décrits en temps continu.

Théorème 1 ∀(i, j) ∈ I2
r , sous l’hypothèse que

∀t, |ḣi(t)| ≤ φi et avec ∇̄s (∀s ∈ I2n ) définies par
(9). Pour des intervalles d’échantillonnage va-
riable ηk ≤ η̄ (à maximiser), le modèle T-S (1)
est localement asymptotiquement stabilisé par
le contrôleur échantillonné (6), s’il existe les
matrices 0 < P̄i = P̄Ti ∈ Rn×n, S̄j = S̄Tj ∈ R4n×4n,
Q̄j = Q̄Tj ∈R2n×2n, R̄11j = R̄T11j∈Rn×n, R̄22j = R̄T22j∈
Rn×n, R̄12j ∈ Rn×n, X ∈ Rn×n, Kj ∈ Rm×n, Ȳij ∈
R4n×n, M̄1

ij = M̄1T
ij ∈Rn×n, M̄2

ij = M̄2T
ij ∈R2n×2n, et

les scalaires ε1, ε2, et ε3, telles que le problème
d’optimisation suivant soit satisfait :

max
P̄h>0,Q̄h>R̄hh̄,Sh̄,

Kh̄,Ȳhh̄,M̄
1
hh̄
,M̄2

hh̄
Zh>0

Trace(X)

sujet à (14), (15), (16), (17)
(13)

avec les conditions LMI paramétrées sui-
vantes :

Λ̄11
hh̄

η̄Ȳ T
hh̄

0 0 0
? −η̄R̄22h̄ 0 0 0
? ? Λ̄33

hh̄
0 0

? ? ? −R̄11h̄ 0
? ? ? ? Λ55

hh̄

<0, (14)

−
[
P̄ρ + M̄1

hh̄
0

? Q̄ρh̄ + M̄2
hh̄

]
<0, ∀ρ∈Ir, (15)

[
P̄h XTLT(j)

L(j)X b2(j)

]
≥ 0,∀j∈Iκ, (16)



[
P̄h ?
∇̄sGhh̄ φ2

]
≥ 0,∀s∈Ir, (17)

et :

Λ̄11
hh̄=− η̄2(t)H

(
ET4Sh̄E5

)
+η̄Φ̄1hh̄+Φ̄0hh̄

+

r∑
ρ=1

φρE
T
0 (P̄ρ+M̄1

hh̄),

Λ̄33
h̄h=Φ̄0hh̄+

r∑
ρ=1

φρ

(
ET0 (P̄ρ+M̄

1
hh̄)+η̄ET1 (Q̄ρh̄+M̄

2
hh̄)E1

)
Λ̄55
hh̄= Λ̄33

hh̄+η̄2(t)H
(
ET4Sh̄E5

)
,

Φ̄0hh̄=H
(

¯̃PTh
¯̃Ahh̄ + η̄ET1 Q̄hh̄E2−ET3 Ȳhh̄

)
−ET1 Q̄hh̄E1

+η̄ET2 R̄hh̄E2+W̄h̄+η̄ET4 S̄h̄E4,

Φ̄1hh̄=−H
(
ET1 Q̄hh̄E2−η̄ET4 S̄h̄E5+ET4 S̄h̄E4

)
−ET2 R̄h̄E2,

W̄h̄= −eT1R̄12h̄e1+eT2R̄12h̄e2 − η−1
k eT3R̄11h̄e3

¯̃Ahh̄=

[
0 0 0 I

AhX BhKh̄ 0 −X

]
, E0 =

[
e1
e0

]
,

¯̃Ph=

[
P̄h 0 0 0
I ε1I ε2I ε3I

]
, E1 =

[
e3

e1−e2

]
,

E2 =

[
e1
e4

]
, E3 =[e1−e2] , E4 =

 e1
e2
e3

e1−e2

, E5 =

e4
e0
e1
e4

.
Dans ce cas, le domaine d’attraction estimé D∗a
est donné par :

D∗a=L(1)={x(0)∈Rn|xTPhx≤1} ⊆ Dx ∩ Dφ (18)

Preuve 1 Considérons la FLKNQ donnée par :

V (t)=V1(t)+V2(t)+V3(t)+V4(t) (19)

où :
V1(t)=xT(t)Phx(t), (20)

V2(t)=(ηk−τ(t))ρT(t)Qhh̄ρ(t), (21)

V3(t)=(ηk−τ(t))

∫ t

t−τ(t)

ρ̇T(s)Rh̄ρ̇(s)ds, (22)

V4(t)=(ηkτ(t)−τ2(t))ζT(t)Sh̄ζ(t), (23)

avec :

ζ(t)=col

{
x(t), x(t−τ(t)),

∫ t

t−τ(t)

x(s)ds,

∫ t

t−τ(t)

ẋ(s)ds

}
,

ρ(t) = col

{∫ t

t−τ(t)

x(s)ds,

∫ t

t−τ(t)

ẋ(s)ds

}
.

Soit Ph =PTh > 0, ∀t = tk, V (tk) =V (t−k ) =V (t+k ) =

V1(tk)>0. Ainsi, puisque la FLKNQ est continue
∀t∈ [0,+∞), pour garantir la stabilité asympto-
tique du système en boucle fermée (7), il reste à
garantir que, ∀t∈ [tk, tk+1), V̇ (t) < 0, i.e. :

V̇1(t)+V̇2(t)+V̇3(t)+V̇4(t) < 0 (24)

Soit trois scalaires ε1, ε2, ε3, une matrice
régulière X et :

ξ(t)=col

{
x(t), x(t−τ(t)),

∫ t

t−τ(t)

x(s)ds, ẋ(t)

}

On pose :

P̃h=

[
Ph 0 0 0
X−1 ε1X

−1 ε2X
−1 ε3X

−1

]
(25)

En considérant E0 définie dans le Théorème 1,
(20) peut être réécrite sous la forme :

V1(t)=ξT(t)ET0 P̃hξ(t) (26)

où ET0 P̃h = P̃Th E0 est vérifiée. La dérivation de
(20) conduit à :

V̇1(t)=2ξT(t)P̃ThE0ξ̇(t) + ξT(t)ET0
˙̃Phξ(t) (27)

De plus, (7) peut être réécrite sous la forme :

E0ξ̇(t)=

[
0 0 0 I
Ah BhKh̄X

−1 0 −I

]
︸ ︷︷ ︸

Ãhh̄

ξ(t) (28)

et l’équation (27) devient :

V̇1(t)=ξT(t)
(
H(P̃Th Ãhh̄)+ET0

˙̃Ph

)
ξ(t) (29)

Calculons à présent la dérivée de (21) :

V̇2(t)=−ρT(t)Qhh̄ρ(t) +ρT(t)Q̇hh̄ρ(t))

+(ηk−τ(t))(2ρT(t)Qhh̄ρ̇(t)
(30)

Avec ρ(t) =E1ξ(t) et ρ̇(t) = col{x(t), ẋ(t)}=E2ξ(t),
(30) devient :

V̇2(t)=τ(t)ξT(t)
(
ET1 Q̇hh̄E1−H

(
ET1Qhh̄E2

))
ξ(t)

+ηkξ
T(t)

(
H
(
ET1Qhh̄E2

)
+ET1 Q̇hh̄E1

)
ξ(t)

− ξT(t)
(
ET1Qhh̄E1

)
ξ(t)

(31)



Considérons maintenant la dérivation de (22) :

V̇3(t)=(ηk−τ(t))ρ̇T(t)Rh̄ρ̇(t)−
∫ t

t−τ(t)

ρ̇T(s)Rh̄ρ̇(s)ds

(32)

En posant Rh̄ =

[
R11h̄ R12h̄
? R22h̄

]
avec :

R11h̄=RT11h̄>0, R22h̄=RT22h̄>0 (33)

l’équation (32) est équivalente à :

V̇3(t)=(ηk−τ(t))ρ̇T(t)Rh̄ρ̇(t)−
∫ t

t−τ(t)

xT(s)R11h̄x(s)ds

−
∫ t

t−τ(t)

ẋT(s)R22h̄ẋ(s)ds−2

∫ t

t−τ(t)

xT(s)R12h̄ẋ(s)ds

(34)
Notons que

∫ t
t−τ(t)

ẋT(s)ds = E3ξ(t) et que, ∀t ∈
[tk, tk+1), R12h̄ est constante. En appliquant le
Lemme 1 et le Lemme 2, on obtient :

V̇3(t)≤(ηk−τ(t))ρ̇T(t)Rh̄ρ̇(t)

−η−1
k

∫ t

t−τ(t)

xT(s)R11h̄

∫ t

t−τ(t)

x(s)ds

+ξT(t)
(
τ(t)Y Thh̄R

−1
22h̄

Yhh̄−ET3 Yhh̄−Y Thh̄E3

)
ξ(t)

−xT(t)R12h̄x(t)+xT(t−τ(t))R12h̄x(t−τ(t))

=τ(t)ξT(t)
(
Y Thh̄R

−1
22h̄

Yhh̄−ET2Rh̄E2

)
ξ(t)

+ξT(t)
(
ηkE

T
2Rh̄E2−H

(
ET3 Yhh̄

)
+Wh̄

)
ξ(t)

(35)
avec Wh̄=−eT1R12h̄e1+eT2R12h̄e2−η−1

k eT3R11h̄e3.
Considérons enfin la dérivation de (23) :

V̇4(t)=(ηk−2τ(t))ζT(t)Sh̄ζ(t)

+2(ηkτ(t)−τ2(t))ζT(t)Sh̄ζ̇(t)
(36)

Avec ζ(t)=E4ξ(t) et ζ̇(t)=E5ξ(t), on a :

V̇4(t)=−τ2(t)ξT(t)H
(
ET4Sh̄E5

)
ξ(t)

+τ(t)ξT(t)H
(
ηkE

T
4Sh̄E5−ET4Sh̄E4

)
ξ(t)

+ξT(t)
(
ηkE

T
4Sh̄E4

)
ξ(t)

(37)
Considérant (29), (31), (35) et (37), l’inégalité
(24) est satisfaite si :

P(τ(t))=−τ2(t)ξT(t)H
(
ET4Sh̄E5

)
ξ(t)

+τ(t)ξT(t)
(

Φ1hh̄+Y Thh̄R
−1
22h̄

Yhh̄−ET1 Q̇hh̄E1

)
ξ(t)

+ξT(t)
(

Φ0hh̄+ET0
˙̃Ph+ηkE

T
1 Q̇hh̄E1

)
ξ(t)<0

(38)

avec :

Φ0hh̄=H
(
P̃Th Ãhh̄+ηkE

T
1Qhh̄E2−ET3Yhh̄

)
−ET1Qhh̄E1+ηkE

T
2Rh̄E2+Wh̄+ηkE

T
4Sh̄E4,

Φ1hh̄ = H
(
ηkE

T
4Sh̄E5−ET1Qhh̄E2−ET4Sh̄E4

)
−ET2Rh̄E2.

Selon le Lemme 4, (38) est satisfaite si :

P (0) < 0, (39)
P (η̄) < 0, (40)

P (0) + τ2H
(
ET4Sh̄E5

)
< 0. (41)

Les inégalités (39) et (40) sont satisfaites si,
∀ξT (t) 6= 0 :

Φ0hh̄+ET0
˙̃Ph+ηkE

T
1 Q̇hh̄E1<0, (42)

−η2
k(t)H

(
ET4Sh̄E5

)
+ηk

(
Φ1hh̄+Y Thh̄R

−1
22h̄

Yhh̄
)

+Φ0hh̄+ET0
˙̃Ph<0

(43)

Puisque
∑r
ρ=1 ḣρ(x(t)) = 0, pour toute matrice

Mq

hh̄
(q = 1, 2), on a

∑r
ρ=1ḣρ(x(t))Mq

hh̄
= 0. Donc,

sous l’hypothèse que |ḣρ(x(t))|≤φρ, si :

Pρ+M1
hh̄>0 et Qρh̄+M2

hh̄>0, ∀ρ∈Ir, (44)

alors on peut écrire :

ET0 Ṗh≤
r∑
ρ=1

φρE
T
0 (Pρ+M1

hh̄) (45)

ηkE
T
1 Q̇hh̄E1≤ηk

r∑
ρ=1

φρE
T
1 (Qρh̄+M2

hh̄)E1. (46)

D’où, en appliquant le complément de Schur,
les inégalités (42) et (43) sont satisfaites si :

Φ0hh̄+

r∑
ρ=1

φρ

(
ET0 (Pρ+M

1
hh̄)+ηkE

T
1 (Qρh̄+M

2
hh̄)E1

)
<0

(47)
et : [

Λ11
hh̄

ηkηkY
T
hh̄

? −ηkR22h̄

]
<0 (48)

avec Λ11
hh̄

=η2
k(t)Shh̄+ηkΦ1hh̄+Φ0hh̄+

∑r
ρ=1φρE

T
0 (Pρ+

M1
hh̄

).
Par congruence de (33), (44), (47), et (48) par
Dp(X) (de taille appropriée p), nous obtenons
les conditions (14) (incluant (33), (47) et (48))
et (15) (incluant (44)), et où les matrices de



décision contenues dans Φ̄1hh̄ et Φ̄0hh̄ relèvent
de changements de variables bijectifs de type
Z̄=XTZX, avec Z={Ph, Qhh̄, R11hh̄, R12h̄, . . .}.

Notons que seule la stabilité locale de la boucle
fermée est garantie puisque le modèle T-S (7)
n’est valide que ∀x(t) ∈ Dx, et les conditions
(12), (14) et (15) supposent que ∀t, |ḣi(t)| ≤ φi.
Afin d’estimer le domaine d’attraction, l’objec-
tif est de trouver la plus grande équipotentielle
(c) de la FLKNQ (à l’instant initial t = t0 = 0)
inclue dans Dx ∩ Dφ.

Sans perte de généralité, considérons à présent
l’équipotentielle L(1) définie par :

xT (0)X−T P̄hX
−1x(0) ≤ 1 (49)

et les contraintes associées à l’ensemble
polyédrique Dx données par :

xT (0)LT(j)L(j)x(0)

b2(j)
≤ 1, ∀j ∈ Iκ (50)

D’où, l’inégalité suivante garantit L(1) ⊆ Dx :

P̄h −
XTLT(j)L(j)X

b2(j)
≥ 0, ∀j ∈ Iκ (51)

qui, par l’application du complément de Schur,
est satisfaite si (16) est vérifiée.

Soit, ∀t ≥ 0 :

|ḣk(x(t)))|= |∇Tk (x(t))ẋ(t)| ≤ φk, ∀k ∈ Ir (52)

L’objectif est de trouver la plus grande
équipotentielle de la FLKNQ qui, à l’instant
t = t0 = 0, satisfaisant la contrainte (52), c’est-
à-dire, sans perte de généralité, à t= t0 =0 :

xT (0)X−TGT
hh̄
∇Tk (x(0))∇k(x(0))Ghh̄X

−1x(0)

φ2
k

≤ 1

(53)
avec Ghh̄ = (AhX +BhKh̄).
D’après (49) et (53), l’inégalité suivante garan-
tit L(1) ⊆ Dφ :

P̄h −
GT
hh̄
∇Tk (x(0))∇k(x(0))Ghh̄

φ2
k

≥ 0 (54)

qui est équivalent à :[
P̄h ?

∇k(x(0))Ghh̄ φ2

]
≥ 0 (55)

Notons que la condition (55) dépend des condi-
tions initiales. Néanmoins, sachant que x(0) ∈
Dx, et considérant (9), (55) est vraie si :

2n∑
`=1

}s(z(t))
[

P̄h ?
∇̄sGhh̄ φ2

]
≥ 0 (56)

ce qui est vérifiée si les conditions (17) sont sa-
tisfaites.
Enfin, notons qu’afin d’élargir l’aire recouverte
par L(1) et donc l’estimation de D∗a, il convient
de minimiser la trace de Ph, ce qui revient à
maximiser la trace de X sous la contrainte (49),
sachant que P̄h = X−TPX−1. Ceci conclut la
preuve du Théorème 1.

Remarque 1 Les conditions (14), (15), (16) et
(17) sont des inégalités paramétrée (en hh̄).
Le Lemme 1 est utilisé dans la suite afin de
résoudre ces inégalités à l’aide d’outils de l’op-
timisation convexe (Yalmip et SEDUMI dans
l’environnement Matlab, [22]).

Remarque 2 Notons que les conditions pro-
posées ne sont pas strictement LMI car elles re-
quièrent le choix préalable des paramètres ε1,
ε2 et ε3. Néanmoins, de manière similaire à de
nombreux travaux récents de la littérature (e.g.
[23, 10, 6, 15]), ceux-ci peuvent être cherchés
par programmation linéaire, dans la mesure où
les solutions du problème de synthèse sont ob-
tenues hors-ligne.

4 Exemple Académique

Considérons un modèle flou T-S du second
ordre d’un pendule inversé sur un chariot, uti-
lisé dans de nombreuses études précédentes à
des fins de comparaison [11, 24, 17, 25, 18, 13].
Celui-ci, valide pour |x1(t)| < π/2 et |x2(t)| ≤ π,
contient deux règles floues (r = 2) dont les som-
mets sont donnés par les matrices :

A1 =

[
0 1
g

4l/3−aml 0

]
, A2 =

[
0 1
2g

π(4l/3−amlβ2) 0

]
,

B1 =

[
0
−a

4l/3−aml

]
, B2 =

[
0
−aβ

4l/3−amlβ2

]
.
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Figure 1 – Trajectoires en boucle fermée et domaines d’attraction D∗a pour différentes valeurs de η̄ .

avec β = cos(22π/45), les fonctions d’apparte-
nance triangulaires définies par :

h1(x1)=

{
1+ 2

πx1,∀x1 ∈]− π/2, 0[,
1− 2

πx1, ∀x1 ∈ [0, π/2[,

h2(x1)=1−h1(x1),

(57)

et où x1(t) représente l’angle (rad) du pendule
par rapport à la verticale et x2(t) sa vitesse angu-
laire (rad/s), g=9, 8m/s2 est l’accélération de la
gravité, m=2kg est la masse du pendule, m=8kg

est la masse du chariot, l = 0, 5m est la demi-
longueur du pendule, a=1/(m+M), et u(t) est la
force (N ) appliquée au chariot par l’actionneur.
Notons que|ḣ1|= |ḣ2|= 2

π |ẋ1|. Sachant que |ẋ1|=
|x2| ≤ π, on obtient |ḣi| ≤ 2 = φi, ∀i ∈ Ir,
définissant Dφ (cf. (8)). Ainsi, la résolution des
conditions du Théorème 1, avec ε1 = 5, 2, ε2 =

0, 2, et ε3 = 0, 32, permet d’obtenir les matrices
de gain suivantes pour la loi de commande
échantillonnée (3) :

K1 =[194, 00 −258, 50] ,

K2 =[1149, 20 5443, 00] ,
X=

[
4, 12 −11, 66
−11, 10 44, 10

]
,

qui permettent de stabiliser le modèle T-
S du pendule inversé pour un intervalle
d’échantillonnage maximale η̄ = 51ms. Le Ta-
bleau 1 montre que cette valeur est significative-
ment supérieure à celles obtenues au travers des
précédents résultats de la littérature, confirmant
la réduction de conservatisme apportée par les
conditions proposées au Théorème 1.
La Figure 1 présente les domaines d’attraction
estimés (D∗a) pour trois cas. Le premier cas
vaut pour un petit intervalle d’échantillonnage

Tableau 1 – Comparaison des valeurs maxi-
males η̄ obtenues par des études précédentes.

Méthode : [11] [24] [17] [25] [18] [13] Th. 1
η̄ (ms) : 9 13 19 22 24 42 51

η̄ = 1ms où l’on constate clairement le caractère
non quadratique de l’équipotentielle L(1). Le
second cas, pour η̄ = 10ms est celui pour lequel
nous obtenons le plus large domaine d’attrac-
tion D∗a. Enfin, le troisième cas vaut pour l’in-
tervalle d’échantillonnage maximal admissible
η̄ = 51ms. Pour ces trois cas, plusieurs trajec-
toires du système considéré (modèle du pen-
dule inversé) en boucle fermée on été tracées.
Celles-ci convergent vers l’origine, confirmant
l’efficacité de la méthodologie proposée pour
la synthèse de contrôleurs échantillonnées pour
les modèles flous T-S décrit en temps continu.

5 Conclusion

De nouvelles conditions LMIs pour la synthèse
non quadratique de contrôleurs échantillonnés
pour les modèles flous T-S ont été proposées.
Celles-ci se basent sur l’utilisation d’une
FLKNQ et permettent l’estimation du domaine
d’attraction en boucle fermée. La réduction
de conservatisme apportée par ces nouvelles
conditions de synthèse, vis-à-vis de résultats
récents de la littérature, a été illustrée au tra-
vers de l’exemple du pendule inversé. Dans nos



travaux futures, nous nous intéresserons à l’ex-
tension de cet approche pour le cas de la com-
mande en réseaux des systèmes non linéaires.
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