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Lalgorithme HyperCASL : une nouvelle approche pour la
simulation desécoulements gophysiques

JEROME FONTANE & DAVID G. DRITSCHEL

School of Mathematics and Statistics
University of St Andrews, North Haugh, St Andrews KY16 9SS, UK

Résune :
HyperCASL est un nouvel algorithme Lagrangien qui combigéhotdes vortex et advection de contours. &éspune
description de I'algorithme, unétude comparative avec d'autresethodes est mée au travers d'un cas test : la

décroissance libre d’'une turbulence bidimensionnelle t€analyse illustre les avantages de ce nouvel algorithme en
termes de&solution, de convergence, deepision et de cat de calcul par rapport d’autres néthodes existantes.

Abstract :

HyperCASL is a new fully Lagrangian algorithm combining @am Dynamics and Vortex-In-Cell methods. After a
description of the algorithm, an inter-code comparisondaducted using a two-dimensional inviscid unforced tuehak
test-case. This enables us to point out the advantagessofidiai algorithm in terms of resolution, convergence, accyira
and computational efficiency compared to other existindoe.

Mots clefs : ecoulements gophysiques, advection de contours, @thodes vortex

1 Introduction

Un bon outil de simulation nuérique destié a la simulation dcoulements gphysiques (maaisation du
climat, pévisions nétorologiques, dispersion de polluants...) doit alliezgmsion et faible cot de calcul
car des pedictions péecises (en particulier les fluctuations de concentration) seguisesa la fois sur de
courtes priodes de temps et sur de larges domaines de calcul. Litdow HyperCASL [1, 2] peseng ici
est une extension de CASL [3, 4] congueet effet. C’est une athode purement Lagrangienne combinant les
méthodes vortex (VIC) [5] et I'advection de contours. Les reanés de I'algorithme sont psenges erg2.

Le paragraphe suivant constitue wEteade comparative avec d’autregtimodes (CASL, VIC et les athodes
spectrales PS) mée au travers d’un cas test : laatoissance libre d’une turbulence bidimensionnelleteCet
analyse illustre les avantages de ce nouvel algorithmeraretede &solution, de convergence, deepision
et de cadit de calcul par rapport aux autregthodes existantes. L'article se termine par une discussiples
applications potentielles et la perspective de travauxut

2 Description de l'algorithme

Le champ scalaire de vortiéitpotentielle (VP); est de.compoé en une partie ‘adiabatique, conseree le
long des lignes matielles et une partie ‘diabatique; qui varie en éponse un terme source. On obtient ainsi
deuxéquations cevolution :

Dq, Dqq

Dt 0 ' Dt S @)
ou D/Dt = 0/0t + u - V désigne la érivation particulaire efS(x,t) repesente un terme sourteEn
les combinant, on retrouvedguation exacte satisfaite par la \ile. Dg/Dt = S. Ces deuxéquations sont
coupkes puisque le champ de vitesseest obtenu par l'inversion du champ total= ¢, + ¢5. Comme
pour I'algorithme CASL [3], la partie adiabatiqyg est mo@lisee par des contours permettant de éspnter
des ctails extraordinairement fins deetoulement pour une petite fraction du temps de calcul sepai
l'utilisation de méthodes spectrales [6, 7]. Dans ce cas, la dissipatiorengue provient essentiellement de
la regularisation des contours (‘chirurgie’ des contours [Biriervenanta uneéchelle bien plus petite que la
taille du maillage. En revanche, la partie non conservagjiva'est pas traéte correctement par les contours,
d’ou I'emploi des neéthodes spectrales dans CASL [4]. La nouveagside ici dans l'utilisation d’un ensemble

1. La sourceS peut étre de nature physique (pompage d’Eckman, relaxation thermiquejuodrique (Esidu issu de la
régularisation des contours [4]).
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de tourbillons ponctuela circulation variable pour satisfaire exactemegliationDg,;/Dt = S au niveau de

la grille.
La méthode de conversion du terme soufteers les tourbillons ponctuels est uné&timode iérative pour
inverser lequation
dgy,
Sij = Z Wik gy 2)
kEGij

ou dgy/dt désigne la variation de la circulatign = I'; AzAy du tourbillon ponctuek, S;; la valeur du terme
source au noeudi, j) du maillage,Gi;; le domaine compdsdes cellules entourant le noe(id;) et w; ;
les poids du sama d'interpolation (biligaire ici). La solution de (2) est checomme l'interpolation d’un
champ de VP inconni divisé par la densé locale de tourbillons ponctuels = w; j 1 D; j+wit1 5k Dit1,5+

Wi j+1, kD5 j41 + Wit j+1,kDit1,j+1, aveChD;; = Zkec” w; .1 la densié de tourbillons ponctuels au noeud

(i,4). La solution de (2) €crit :

dgx
Phgy = wi ik Fij +wir1 jeFiv1y + Wi ki + Wit g e Fivnj+1- 3

Partant d’une prergre estimation dé’, une matrice&siduR est initialie avec le terme sourée Le membre
de droite de (2) est soustrait agsiduR. Puis le membre de droite de (3) avEc= R, divisé par la densé
locale de tourbillons ponctuels,, est ajoug adg, /dt. Cette proédure est reproduitedtativement jusqé ce

que la normel, du résidu soit plus petite qu'une geision fixeeas = 107 ||S||,. Toute la difficul€ revient

a choisir convenablement la preame valeur deF” pour assurer une convergence rapide. Eregal la valeur
de F' au pas de temps @edent est utiliée, mais lorsque celle-ci est indisponible, la valeuraigtiest choisie
égalea (3) avect’ = S. Plusieurs tests ont moltgue cette prerare estimation grossie n’alourdit pas outre
mesure la convergence de la pedare iérative.

Initialement,m x m tourbillons ponctuels sont dispasselon un motifégulier dans chaque cellule du maillage
de mangérea ce qu’un tourbillon cimcide avec chacun des noeuds (voir figure 1). Cependant, ti¢ $eo
déesorganise progressivement sous 'action dedulement, rendant la predure d’inversion de (2) moins effi-
cace. En effe@a partir d'un champ sourcg aléatoire illusté en figure 1, I'influence d’un&placement &atoire

¢ (normali€ par la taille de la maille) des tourbillons se traduit pag angmentation significative du nombre
d’itérations avant convergence, en particulier pauge 2 (voir figure 1). Pour garantir une convergence rapide,
les tourbillons sont don@&organiés egulierement selon une cadence impepar l'intensi de I'ecoulement.
On c&finit le paranetre comme I'inegrale du maximum de vortiétrelative entre l'instant et la dernére

regularisatiora g, i.e. 7 = ft'; |w|maxdt. Chaque fois que 2 0.5, le motif des tourbillons ponctuels est

rearran@. Cette valeur seuil est issue de nombreux tests et cangtittompromis entre pcision et temps de
calcul.

L'utilisation des tourbillons ponctuels constitue la neaué principale de I'algorithme. Cependant quelques
autres araliorations mineures ainsi qu'urgtude exhaustive de l'influence de tous les pataes nurgriques
sur la pécision et I'efficacié de la néthode sont étailles dans [2].

50
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FIGURE 1 — Gauche : organisation initiale des tourbillons ponctuels au sein d’undecéilumaillage pour
m = 4, les noirs appartienneatla cellule dessiee et les blanc aux cellules voisines. Centre : cha®ataire
de VP utili€ pour tester la convergence de lathrode iérative d’inversion de (2). Droite : nombre @&rations
avant convergence fonction degpourm = 2 (trait solide),m = 3 (trait discontinu) etn = 4 (trait mixte).

3 Etude comparative

L’ étude comparative se base sur le cas test classique &ertassance libre d’'une turbulence bidimensionnelle.
Le syseme dynamique eségi par l'equationd,w — 0,9 0,w + 0,10yw = 0 ou la vorticite w et la fonction
courant) sont relees par la relation = Aq. L état initial est un champ de vortiéid phase &atoire dont le
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FIGURE 2 — Le champ de vorticgitw at = 0,5, 10,20 et 50 de haut en bas pour HCASL, CASL, PS et VIC
(respectivement en colonne 1, 2, 3 et 4). Un seil du domaine est riggené. Une palette de gris est utiis,
le blanc indiquant la valeur maximale et le noir la valeur minimale.

k 2
spectreenerggtique est (k) = ck23¢~P"VG)" ol k, est le centride d’enstrophignergiep est un entier
superieura 1l etc une constante ajust pour fixer le maximum de vortiéit une valeur dorge. Sauf mention
contraire kg = 4, p = 3 et la vorticieé maximale estr. Toutes les simulations soréali€es dans un domaine
périodique de taill@r x 27 pourt € [0, 500] avec un scéma temporel de Runge-Kutta d’ordre 4.
L’ évolution aux temps courts (de= 0 at = 50) du champ de vortic#t est illustee en figure 2 pour cha-
cune des rathodes et pour un@solution N = 256. Bien que le champ initial (icky = 16) soit identique,
les écoulements deviennent difents pagsle pic de palenstrophie autour de= 5. Lutilisation pour la
repesentation des contours d’'uéehelle de longueugghelle chirurgicale [8, 9]) seize fois plus petite que la
taille de la maille [2] donne une meilleurésolution pour HCASL et CASL compaea celle de PS et VIC.
Ce surcrit de resolution effective permét HCASL et CASL de mieux&krire les propétés de lecoulement
gue ne le font PS et VIC, comme par exemple les caretiques de la population de tourbillons. Une ana-
lyse treorique [10] base sur une population de tourbillons auto similaire engailbntre que la dengitdes
tourbillons est inversement proportionnedléeur airej.e.n(A) ~ A~'. La figure 3 compare cetteguliction



19©MeCongrs Frangais de Mcanique Marseille, 24-28 aéit 2009

10

@ ‘ © HcasL b ‘ © _HeasL
— - CASL --- CASL
4 --PS 4 --PS
10 vic ] 10+ VIC
10° 10°}
n(AIN, n(AN,

10° 10°}

1

10 10'}

\

. \
v \

0 LN j
107 -
10° 10° 10° 5 10° 10

0
107
10° 10" 10° , 107 10"

10°

FIGURE 3 —Moyenne temporelle de la deréstte tourbillons:(A) normali€e par le nombre total de tourbillons
Ny en fonction de l'aireA pour les quatre algorithmes. Les courbes correspondent aukescnlledes sur
la période (a) € [10,100] et (b)t € [100, 500].

théorique aux donees obtenues avec les simulations. Les courbeggeptent la moyenne temporelle de la
densié des tourbillons:(A) normali€e par le nombre total de tourbillod§, = [ n(A)dA sur deux inter-
valles distinctsa savoirt € [10, 100] ett € [100, 500]. Cette figure montre clairement la @rrité de HCASL

et CASL a reproduire correctement la population de tourbillonsrppport aux réthodes PS et VIC. Alors
que les esultats nurariques obtenus avec HCASL et CASL sont conforrada peédiction theorique pour

t € [100,500], la pente mesi@e est un peu plus raide qde ! pourt € [10,100]. Cette diference s’explique
par le fait que la distribution de tourbillons n’est pas coat@ment auto-similaire poure [10, 100]. En effet,
les tourbillons les plus larges n'apparaissent qu’aux telopgs suite aux fusions successives de tourbillons
plus petits. La comparaison des deux figures 3(a) et 3(b) mqon&da probabil# d’existence des larges tour-
billons augmente avec le temps. De plus, I'aire maximaleentable est dedx = 0.03 &t = 100 et elle
augmente jusqa Amax = 0.07 pourt = 500.

En ¢eréral, dans les applicationg&gphysiques, les simulationsédoulements sont faites pour de modestes
résolutions car une grande partie des ressources de cattudéstieesa d’'autres penonenes physiques tels
que les eactions chimiques ou les gahas de radiation. De fait, un algorithme performant d@spnter une
convergence rapide. Une comparaison visuelle directe d@ereergence de chaqueéthode est f@senge
en figure 4 par la repsentation des contours de vorécipour des &solutions croissantes (dé = 32 a
512) at = 5 quand les simulations sont encore comparables. Alors quedmdtristiques essentielles de
I’ écoulement sont captees par HCASL et CASL pouN = 64, la convergence ne semliére atteinte q@é
N = 512 pour les nethodes PS et VIC. De plugjso-€solution, les gradients de vortigisont bien plus raides
avec HCASL et CASL qu'avec PS et VIC. Ces figures montrent claintimee les deux algorithmes utilisant
les contours convergent plus rapidement que PS et VIC.

Un moyen de mesurer la geision des rathodes est de regarder leur cap@aéitconserver les aires entre
deux iso-contours de vortiét(congquence directe du &oeme de Kelvin). L'aire est calcgé comme fait
precedemment fait par [6]. Le champ de vort&igst divi€ en gionsR;, j € [—M, M], chacune assoeg

a un niveau de vortictw;. En theorie, l'aire A; de ces &gions doitétre conser@e mais en pratique, les
erreurs nurariques se traduisent par des variations de l'aire. Lléngent de vorticé# dw = wj;1 — w; est
choisi constant etgala 47 /20. Le nombre deé&gions en écoule directemente. M = (wmax — Wmin)/20w.
Pour chaque noeud du maillage, EgionR; a laquelle il appartient estetermiree par I'entier; tel que

(j — 3)0w < w < (j + 3)dw. La precision de la rathode est ensuite dode par I'erreur sur I'aire &finie
comme la valeur moyenne de la @ifence entrel;(t) et A;(0) normali®e par l'aire initiale :

M

M
s = 3 (40 -40) 7 2 40 @

j=—M j=—M

Le meilleur algorithme rétant pas simplement le plusgais, la pécision des rathodes doiétre accompagre
d’une information sur leur dit pour faire une comparaison juste entre lesedéhtes rathodes. Le dat est
ici donré par le temps de calcul (en secondes cpu) paé u@ttemps simék. La figure 5 grsente 'erreur

£4 aux temps = 5 et¢ = 10 en fonction du cét de calcul pour les quatre algorithmdsrésolutionegale,
I'erreur produite par HCASL et CASL est bien plus faible quélecelonrée par les rathodes PS et VIC.
Il faut augmenter laésolution jusqua N = 1024 pour que les deux athodes PS et VIC psentent une

4
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FIGURE 4 — Contours de vorticta ¢ = 5 dans une seizime du domaine pour degsolutions croissantes de
haut en bas/{ = 32,64, 128,256 et512) avec HCASL, CASL, PS et VIC (respectivement en colonne 1, 2, 3
et 4). L'incréement esAw = 47/5 = 2.513 et les lignes discontinues ré&sentent les valeurggatives.

précision au moinggalea celle obtenue avec HCASL et CASL padir= 64, et ce, avec un temps de calcul
respectivemen05 et 42 plus long. Une comparaison des deugthodes utilisant les contours montre la
superiorite de HCASL sur CASL : I'absence d’une contrainte CFL sur le pagohgps dans HCASL en raison

de sa nature Lagrangienne, le rend plus rapide que CASL loilag@solution augmente& la vue de ces
résultats, HCASL @sente les meilleures prop#s nunériques.

4 Conclusions

L'algorithme HyperCASL est une nouvelleathode Lagrangienne pour la simulation @esulements&ophy-
sigues, combinant éthodes vortex et advection de contours. La vo#ipivtentielle est&compoge en deux
champs : une partie conservative feggnée par les contours et une partie non conservativeetisée par des
tourbillons ponctuels dont la circulation varie dynamiost pour tenir compte de tout champ source. Cette
nouvelle technique permet de supprimer toute diffusiogyteu niveau de la maille de la grille, gjuant les
erreurs nurariquesa uneéchelle inérieurea celle-ci.
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FIGURES — Erreurs4 a (@)t = 5 et (b)¢t = 10 en fonction du c@t par unié de temps (en sec. cpu) pour les
guatre algorithmedl pour HCASL,A pour CASL,4 pour PS e# pour VIC). La taille des symboles augmente
avec la ésolution, deV = 32 a N = 512 pour HCASL et CASL, et dé&V = 32 a N = 1024 pour PS et VIC.

A l'aide du cas test de laatroissance libre d’une turbulence bidimensionnelle,aomeparaison de HCASL
avec d’autres mthodes existantes (CASL, PS et VIC) montre leésigitée de I'algorithme en terme de conver-

gence, de pcision et de temps de calcél.la lumiére de cesésultats, I'algorithme HyperCASL regsente
une nouvelle opporturétpour moéliser efficacement lescoulements @physiques complexes. Son exten-
siona un systme plus complet &quations est envisageable comme la prochetiage [11], et I'adaptation de
la méthodea la geonetrie splérique et aux ogans repEsente une opportugipour de futurs travaux. Enfin, de
par sa nature, HyperCASL n’est pas litnit la VP, il peut s’appliquea d'autres traceurs (espes chimiques
présentes dans I'atmos@ie) comme la vapeur d’eau dont une meilleure @ligdtion permettrait d’agliorer
les pevisions concernant les@ripitations [12].
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