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piézcelectrique. Application a un capteur de masse MEMS
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Résune :

L'objet de ce travail est de psenter les premiergsultats de madglisation et simulation du comportement vibratoire
non-linéaire d’'une plaque circulaire stratéfie munie de couches en @@dau piezelectrique,élement principal d’'un
capteur de masse MEMS. La nédidation permet de prendre en compte (i) le couplélgetrongécanique k a la pastille
piézeelectrique, (i) la structure stratiie des membranes, (iiigtat piecontraint au repos de la membrane et le flambage
éventuel et (iv) les vibrations non-8aires qui produisent un effet raidissant ou assouplisdamtmodale non-lireaire et

sa résolution, par rethode de continuation éguilibrage harmonique, seront @senés, pour @gager le comportement
de la membrane erégime foré.

Abstract :

This study proposes a model of a circular, non-symetridalfyinated, piezoelctric plate, subjected to non-lineag&a
amplitude vibrations. This model is built to simulate thbédéor of a MEMS bio-sensor, designed to detect, automitica
and autonomously, the presence of a given molecule in ancagusolution. Because of both the laminated structure
and the fabrication process, prestresses are observed, different signs and intensities from one layer to another.
This is responsible of a non-planar deformed geometry opthte at rest. Moreover, experimental results show that a
geometrically non-linear response is obeserved, with ediivegeuncy responses. A continuous non-linear modekof th
von-Karman type is used and discretized by an expansion of the solatito the mode shape basis of the plate without
prestresses. It's response is numerically computed by dragation method, in order to predict the system’s nondine
behavior.

Mots clefs : plaque stratifiee, non-linearies gometriques, flambage, vibrations, pezclectrique.

1 Introduction

Piezoelectric patches

FiG. 1 —Un bio-capteur constitué d'une matrize 2
de membranes résonantes FiG. 2 — Section droite d’'une membrane stratifiee.

Dans ce travail, on se propose d’étudier le comportemdmatoire non-linéaire d’une plaque circulaire stra-
tifite en matériau piézoélectrique. Il s’agit de masi#&l et de simuler le fonctionnement d’'un bio-capteur
MEMS (Micro-Electro Mechanical System) permettant deedédr, de facon automatique et autonome, la
présence d’une molécule donnée contenue dans unessoégueuse.

Le bio-capteur qu'il s’agit d’étudier est constitué deigieurs membranes circulaires, d’environ 260de
diametre et d’épaisseur de I'ordre g, inscrites dans une plate-forme de silicium (fig. 1). Cemimanes
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sont entrainées en vibration sur leur mode fondamenadega I'action d’'une pastille piézoélectrique. Elles
sont de plus recouvertes d’'une espéece biologique (le digaapable de reconnaitre et d'immobiliser une
molécule donnée (la biomolécule). Lorsque les memisaoat en contact avec une solution aqueuse conte-
nant des biomolécules, celles-ci sont captées par ladigales membranes s’en trouvent alors alourdies. En
détectant les vibrations des membranes, on peut meswarigion de frequence de résonance qui s’ensuit et
ainsi estimer la quantité de biomolécule présente dafiguide. Il est possible d’utiliser d’autres géomé&trie
de capteur, notamment en forme de poutre encastree/librelganmoins, le choix de membranes circulaires
parait etre prometteur, notamment en terme de facteuudlt@, et c’est ce qui motive la présente étude [2].
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FiG. 3— Géométrie flambée de la membrane au repo&iG. 4 — Réponse dynamique vibratoire non-linéaires
(résultats expérimentaux) (résultats expérimentaux)

A I'heure actuelle, alors que les technologies pour fal@igin tel systeme sont bien maitrisées [3], son com-
portement mécanique est encore mal connu et une mod@tisaécanique compléte est nécessaire pour affiner
sa mise au point [2]. La premiére difficulté vient de la stwure stratifiee des membranes (fig. 2). En effet, du
fait du procédé de fabrication, des précontraintestpesi et négatives, differentes d’une couche a I'agoat
présentes a I'état de repos. La seconde difficulte pravile la pastille piézoélectrique circulaire placée au
milieu de la membrane, qui est polaris@grésinsertion dans le systeme, produisant ainsi des prégioneis
additionnelles. La premiére conséquence de ces divpréesntraintes est que I'état de repos de la membrane
n'est pas plan (fig. 3). C’est cette position flambée qualgit de décrire en premier lieu.

Ensuite, le fonctionnement de la membrane consiste ailamen vibration sur son mode fondamental, grace
a la pastille piézoélectrique, pour mesurer une vamate frequence de résonance produite par un alourdis-
sement de la membrane, d0 a la capture de molécules a Hdesaodele que I'on cherche a établir doit donc
permettre d’évaluer les frequences de résonance deulztiste autour de la position de repos flambée.

Enfin, pour obtenir une mesure de variation de frequencesienance avec un rapport signal sur bruit cor-
rect, des premieres mesures ont montré qu'’il était s&aiee de faire fonctionner la membrane en réegime de
vibration non-linéaire de grande amplitude. Notammees, cburbes de résonance incurvées ont été observées
(fig. 4), montrant des effets raidissant (courbes incuswags les hautes frequences) et assouplissant (courbe
incurvée vers les basses frequences) non-négligeables

Dans cette étude, on se propose de mettre en place le cadéeatjde modélisation. Ensuite, des résultats
de simulations sont proposés, dans le cas d'une structatifiée symétrique dans I'épaisseur. La position
flambée des membranes, sous l'action d’une précontra@stesimulée, ainsi que la variation correspondante
des frequences propres et des déformées modales. &rdsuibmportement en vibration non-linéaires autour
de la position d’eéquilibre flambée est étudié, pour {@uss valeurs de la précontrainte. On montre en particulie
que le comportement des membranes est raidissant lorsgquentdrane n’est pas flambée, alors qu'il devient
assouplissant lorsque la membrane flambe.

2 Equations du mouvement

On considéere une plaque circulaire stratifiee munie encnire d’'une pastille circulaire piézoélectrique
(fig. 2). Les couches de silicium (Si), oxyde de silicium (§i@t les électrodes de titane/platine (Ti/Pt) sont
homogenes et isotropes. Ces deux électrodes, branah&egénérateur extérieur, permettent de créer dans
la couche de matériau piézoélectrique (PZT) un charaptédjue dirigé suivant. Cela permet d'une part de
polariser la couche PZT et d’autre part de la déformer dadgéction longitudinale (suivaat) pour entrainer

le systeme en vibration. La couche PZT est constituée ufiatériau homogéne et isotrope transverse dans le
plan normal &. Pour la partie mécanique, on utilise le modéle classapgeplaques stratifiees [4] avec des
déformations de type von Karman. Pour la partie élgai on suppose que le champ électrique est constant
suivantz. Tout point du plan moyen de la plaque est repéré par seslaooées polaireg-, §). La géométrie

du systéme est axisymétrique et composée de deux zameené circulaire central®; = [0, R1] x [0, 27| et

la zone annulaire périphériqu®, = [R;, R2] x [0, 27[. Le domaine de la plaque est nd¥®= D; U D,. La
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plaque est supposée encastrée sur son pourtour—eRs.
En supposant que la transformation que subit la plaque é&stra&trique, les déformations en un point de

coordonnéesr, 0, z) s'écrivente = {e, ey}T = € + zx, avece = {e. ¢y} ' etk = {K, k)" et
€r = Upp + 1/220727", €y = u?”/ra Ry = =Wy, kKo = _w,r/ra (1)

ou u, est le deplacement radial etle déplacement transverse d’'un point du plan moygnreprésente la
dérivée de> par rapport &. La loi de comportement s’écrit :

U:Q(E—I-ZR)—O'QP]., avec UOP—UO+%V( ) (2)

P

olioc = {o,09}7T est le vecteur des contrainted, est 'opérateur de Hooke at = {11}". o, représente
les précontraintes de fabricatiorig(t) est la difféerence de potentiel électrique entre lestadeles.es; est la
constante piézoélectrique/gf est I'épaisseur de la couche PZT. En intégrant I'équia(®) suivant I'épaisseur,

on obtient la loi de comportement, en terme des efforts de m@neN = {N, Ny}T et des moments
flechissanM = {M, My}" et des matrices\, B et D [4] :

N\ _ (A B € Nopl 3

M )=\ B D)\ k)| Mp1 ©)
ou Nyp et Myp sont créés par les précontraintes et les efforts gilentriques issus deyp. En inversant
I'équation (3), on obtient [5] :

€ A* B* N A+N0p1
()= (5 o) ()« (L @
avecA* = A™!, B* = ~A"'B, D = D + BB*, A" = A}, + A}y, Mop = B*Nop + Myp et BT =
Bj, +Bé|2 En |njectant les équations (4) dans I'equation d’ eﬁt&ltransverse et la condition de compatibilité,

apres adimensionnement et quelques calculs, on obtient :
Lp(w) +eLp(F)+ AMyp + eA(BT Nop) + mi = eL(w, F) + p, (5a)
La(F) — Lp(w) + A(AT Nop) = —1/2L(w, w). (5b)

ou L4, Lp et Lp sont des opérateurs differentiels qui tiennent comptia diiscontinuité des matrice4, B
etDenr = R1 ete un parametre adimensionné. Lorsque ces dernieres sd@péndantes de L 4(o) =
A7 AAo, Lp(o) = Bj,AAo et Lp(o) = Dj;AAo avecA l'opérateur laplacienZ(o, o) est 'opérateur
b|fnealre cIaSS|que associé aux equatlons dle von Kan®y]. m est la masse surfacique de la plaguest la
dérivée seconde de par rapport au temps gtune pression extérieur@’ est une fonction d’Alry, relié &N
parN, = F,/retNy = F,,

Les condltlons aux Ilmltes |mposent d’une part quet F' soient finis en- = 0 et d’autre part que sur le bord,
enr=1:w=0,w, =0,¢ =0ete — (reg) , =0.

3 Deéveloppement modal

De la méme maniere que dans [6], on cherche le déplacementa fonction d’Airy F' sous la forme des
développements sur les modes propres de la structure :

Ny Ny, Np
=D Wi(r)as(t), Flrt) =Y U;(r)a(t) + Y Ti(r)n(t), (6)

ou N,, est le nombre de modes transversed/gtle nombre de modes de membrane. (s, V;, w;) sont
précisémentles modes propres de la structure en cauticfl” = 0) et non précontrainteNyop = Myp = 0).
Ils sont solutions de :

Lp(®,) +eLp(V,) — mw?d, =0, (7)
LA(\IIS) - LB((I)S) = 07 (8)

associées de conditions aux limites encastrées(Tes;) sont solutions de :

La(¥y) — T =0, 9)

3
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associées de conditions aux limites appropriées.

Enintroduisant les équations (6) dans les équations diwvement (5a) et (5b) et en utilisant les propriétés d’or-
thogonalité des modes propres, on obtient le systemeausijivéerifié dont les inconnues sont les coordonnées
modalesy;(t),n;(t), i =1...Ny,j=1...Np:

77.7 __nO_nPV Z Gquqq7 (10a)
p,q=1
N, Ng
i + 26w + wiqs = PV - ZCZ My + Z Dyaydq+ Y Y Epyapng+ Qi (10b)
p,q=1 p=1q=1

Un terme d’amortissement modal a été ajoutéest le facteur d’'amortissement dtieme mode) Tous les
coefficients qui apparaissent dans les équations peettesl(ﬂ, nh, Gﬁ,q, Aj, AL, CZ q €t Elq) sont

des fonctions de§®;, i, wi, Ty ,(j), connues analytiquement, non précises ici par souci deision. Q;
correspond au forcage exterleur modal.

Les équations aux dérivées partielles initiales (Spgbth €té remplacées par le probleme discrétisé (1y,
(equivalent siN,, et Nr sont infinis) constitués d’équations differentiellesuplées par des termes non-
linéaires quadratiques. Ces termes, qui couplent lestems de flexion (10b) et les équations de mem-
brane (10a) représentent le couplage flexion/membramea@urce des non-linéarites géomeétriques du prohleme
On peut éliminer les coordonnées de membrignentre les deux équations et obtenir un probleme avec non-
linéarites quadratiques et cubiques ne faisant intengare lesg;, formulation classique des équations de
plaque et de coque de type von Karman [6, 7]. Ici, c’est$olition avec la méthode asymptotique numérique,
qui impose les non-linéarités quadratiques, qui nouslaita garder la formulation sous cette forme.

4 Reésolution

Pour résoudre le probleme et simuler a la fois le flambadesevibrations non-linéaires, on décompose les
variables en une partie statiqug, ();, ), qui représente la solution du probleme soumis a lagmé&ainte, et
en une partie dynamiqué;( 7;, V), qui se rapporte aux oscillations autour de cette solyii@eontrainte. On

écrit alors :
Qi(t) = (jz + (ji(t)v Wj(t) = ﬁj + ﬁj(t)v V(t) = V + V(t)> (11)

La partie statique de la solution est obtenue en inséragaations (11) dans (10a,10b) et en annulant tous les
termes dépendant du temps. On obtient alors un systéeaggiafions non-linéaires algébriques qui permet de
calculer lesj; et7); et ainsi le déplacement statiquiede la membrane a partir des équations (6), sous I'action

des précontraintes introduites par les termgset Aj (les précontraintes de fabricatiomy,,V et ALV (le

chargement statique piézoélectrique). Si une solutiomon-nulle est obtenue, alors il y a flambage. Ensuite, la

partie dynamique du probleme (l@g?) etr;(t)) est solution d’un systeme similaire aux équations (&6t

les coefficients dépendent dgset ;.

D’un point de vue pratique, la méthode de résolution suwast suivie. La premiere étape consiste a calculer

numériquement les coefﬁuenﬁ% nP, Gy Ab, AL, Ci, D, etE. . Pour cela, leg®;, U;, w;, T, (;) sont

calculés a partir d’expressions semi-analytiques (rzhrmbe fonctlons de Bessel), en considérant la structure

comme deux plagues annulaires connectés enk;. Dans une seconde étape, le systeme statique est résolu

par la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) [8] impléntee dans le logiciel matlab [9]. Cela permet

d’obtenir :

— la géomeétrie de la membrapeccontrainte

— les frequences propres et les déformées modales deutzuse précontrainte en diagonalisant la partie
linéaire du systeme dynamique.

La troisieme étape est le calcul de la solution en régione&f harmonique (leg;, 7;). Pour cela, le forcage

extérieur s’écrit soi);(t) = Qim cos Qt (si c’'est une force) oW (t) = V,, cos Qt (si le systéme est excité

par la couche piézoélectrique) et on cherche une solgiindique du systeme dynamique par équilibrage

harmonique, sous la forme :

H
= ql(o) + Z (qf(h) cos h§Qt + qf(h) sin th) . ni(t) = 77] —l— Z < Y cos hQt + njs-(h) sin th) .
=1

(12)
ou H est le nombre d’harmoniques retenues. En introduisargédestions précédentes dans le systeme dy-

namique, on obtient un systéme algébrique non- Ilne:dilre:onnueSq(O), qf(h), qf(h), 77( ), njc(h), n;(h) i =

1...Nw,j=1...Np,h=1...H, que l'on résout avec la MAN [10]. Cela permet d obtenir tesirbes de
resonance du systéme, présentees au paragraphetsuivan

4
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5 Premiers résultats : structure a stratification symeétrique

Silicium plate . Two piezo. patches
(3 layers) Ti/Pt electrodes (11 layers)

FIG. 5 — Schéma du systéeme

On s’intéresse a la structure représenté sur la figurare:plaque en silicium et oxyde de silicium munie de
deux éléments piézoélectriques similaires. La raégientrale est composée de 11 couches et la zone annulaire
de 3 couches. Ce systeme, bien que difficile a réaliser al@are pratique, est considéré ici en préliminaire

a des études futures, car sa stratification est symetriceiqui permet de simplifier les calculs (la matrice de
couplage flexion/membranB est nulle, ce qui impose aussSj = D, = 0). Le systeme est soumis a une
précontrainte statiqué’y, en imposant la méme difference de potentiel aux deuxhea®ZT. Ensuite, un
chargement sinusoidal sous la forme d’une pression unée(t) = pg cos (2t estimposé.

La réponse statique de la membrane est représentéefigura6. On montre que pour une valeur critique de
Ny (autour de 200), on observe un flambage de la structure. lofisspwbtenus pour plusieurs valeurs dg

sont aussi représentés, montrant I'influence non-géglile de la raideur des pastilles (on observe une brusque
variation de la pente du profil aux alentourside 0.3, le rayon des pastilles).

La réponse dynamique, en terme de courbe de résonancepesienté sur la figure 7, pour plusieurs valeurs
de Ny et depy. On obtient des courbes incurvées vers les hautes fregsgicomportement raidissant) en
dessous de la charge critique de flambage, lorsque la dééostatique est plane. On observe aussi que les
frequences propres diminuent lorsgi¥g augmente. Ensuite, lorsque la charge critique est depaskins

ce cas la premiére frequence propres passe par zéro e¢tsa augmenter ensuite), le comportement non-
linéaire devient assouplissant (courbe incurvée verbésses frequences). Cela est un résultat classique pour
les structures non-planes comme les coques [11].

Enfin, la figure 7 montre aussi les oscillations du centre dedenbrane au cours du temps, a la résonance, pour
une valeur deV, provoquant le flambage. On observe une certaine dissyamgtri se retrouve sur I'évolution

de profil de la membrane au cours d’une oscillation. Le diagna de convergence montre giie= 5 harmo-
niques etV,, = 3 modes sont suffisants pour simuler correctement le comperiedu systeme.
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