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Modelisation du frottement de Coulomb
en mécanique du contact

V. ACARY?, F. CADOUX?, C. LEMARECHAL?%, J. MALICK %P

a. Inria Rhone-Alpes, 655 avenue de I'Europe, 38334 Montbonnot
b. CNRS, LJK - BP 53, 38041 Grenoble cedex

Résune :

L’ étude tieorique et nur@rique des situations de contact unéadl entre des solides rigides o@fbrmables &cessite de
mockliser les pnongnes d’'impact qui se produisent lorsque deux corps entmemodision, et de frottement lorsque
ces corps restent en contact prol@gvec une vitesse relative non nulle. On €msse ici au pgnongne de frottement,
suppo& non-coksif, pour lequel de nombreux nigdds ontéte propogs par la communaétde la necanique depuis
Coulomb au 18me gkcle, mais aussi plugcemment par celle de I'informatique graphique avec dageaxies difrentes.
Il en résulte une profusion de melés &nomnés “de Coulomb” par leurs auteurs, et pourtant bien distmtds uns
des autres. Nous nous concentrerons partaneinent sur la formulation dite “impulsion-vitesse” qui egilisé depuis
longtemps avec sues en recanique des milieux granulaires. Ce netalmenea un probeme discetise difficile, pour
lequel nous pgsenterons ugventail de rathodes deé&solution possible. L'une d’entre elle, que nous propospasmet
d’obtenir un esultat d’existence de solution au prébie discetise sous des hypadises assez faibles.

Abstract :

The theoretical and numerical study of situations wherdati@ial contact takes place between solid or deformabledsod
requires to model the phenomena of impact which happen weehddies collide, and friction, when these bodies remain
in resting contact with nonzero relative velocity. We foousfriction only, assuming that it is not cohesive, for which
numerous models have been proposed by the community of Meslsitnce Coulomb in the 18th century, but also and
more recently by the community of Computer Graphics, witterdint objectives. This results in a profusion of models
all called “Coulomb friction” by their authors, and yet sigficantly different one from each other. We will focus on the
so-called “impulse-velocity” formulation which has beesed succesfully for a long time to study granular materials.
This model leads to a difficult discretized problem, for vahige will present several resolution methods. One of them,
which we propose, yields an existence result for the dizeetproblem under quite weak assumptions.

Mots clefs : contact, frottement, loi de Coulomb

1 Introduction

1.1 Domaines d’applications

La mécanique du contact [1] posséde de nombreuses appig&n robotique (robots manipulateurs, robots
marcheurs), génie civil (matériaux granulaires. . .Jpeobile (contact pneu-route, “crash-tests”), mais aussi
dans le domaine de l'informatique graphique industriegdlen(lateurs divers, interfaces haptiques) ou ludique
(jeux vidéos, films d’animation). Selon I'application &&s les modeles utilisés sont differents afin de trou-
ver dans chaque cas un compromis acceptable entre I'exagncealisme du modele et celle de facilité de
résolution du probleme auquel le probleme aboutit. Gypiment, les mécaniciens exigent plutdt des modeles
précis, au sens ou ils reproduisent bien les résultalesunle expériences, tandis qu’en informatique graphique,
les criteres principaux sont - outre le caractere viemedint plaisant de la simulation obtenue - la robustesse
de 'algorithme final, sa simplicité d'implémentationsat vitesse d’exécution.

1.2 Modele historique de Coulomb

On notexr etz les composantes tangentielle et normale d’'un vectear niveau du point de contact entre
deux corps. On se donne un parametre physigue0 appelé coefficient de frottement, et on introduit le cbne
du second ordre d’ouvertugeen dimensioni (d = 2 ou 3), notéK, par :

K := {z € R; ||lz7| < pan}. (1)



Le modele historique de Coulomb est le suivant. Aux poitsadntact actifs, que I'on suppose présents en
nombre fini dans le systeme, la forcexercée par un corpé sur un corpsB et la vitesse relativa de B par
rapport a4 au niveau du point de contact vérifient (au moins) 'une aegraintes suivantes :

— décollage r = 0 etuy > 0,

— adhérencer € K etu = 0,

— glissementr € 0K \ 0, uy =0, ur # 00opposé ar : da > 0, rp = —aur = —au.

De nombreuses techniques ont été proposées pour tramesfoe modeéle de frottement en temps continu en
modele a temps discret, en s’éloignant plus ou moins ddéetecoriginal. Par exemple, certaines formulations
remplacent le cbne du second ordre par un cone polyé&dimbl’aboutir a un probleme final sans non-linéarité.
D’autres ne traitent pas le cas de I'adhérence, etc. Laoge2t passe en revue un certain nombre de ces
variantes.

1.3 Probleme incremental

Pour formaliser un peu plus le probléme, introduisonsques notations. On se place d&f$(avecd = 2 ou
3), et pour chacun despoints de contact présents dans le systeme a un instanédon appelle arbitrairement
A et B les corps en contact et on se donne un vecteur uniigireormal a la surface de contact dirigé de
vers B pour pouvoir parler des composantes normales et tandestads vitesses et des forces. Le role de la
loi de frottement est de contraindre le coufiler), our est la force ou I'impulsion exercée parsur B etu la
vitesse relative dé par rapport 24. Le temps est discrétisgé, et a chaque pas de temps orheHercvaleurs
de trois vecteurs inconnus : les vitesses généraliseeR™, les impulsions aux points que I'on rassemble
dans un seul vecteurc R™, et les vitesses relativesc R auxn points de contacts. Dans le cadre d’'une
cinématique et d'une dynamique dicrétisée linéalessyitesses généralisées sont reliées aux vitedstises
par une relation “cinématique”

u=Hv+w (2)

ou H etw sont connus, et aux forces par une relation “dynamiqueéisée”
Mv+f=H'"r 3)

ou la matrice de massH et le vecteurf sont connus. La matrice de masse est supposée semi-gifgilise.
Enfin, on ajoute une troisieme contrainte, pour l'instargteaite

(u,r) e C (4)

ou C représente I'ensemble des couplesr) compatibles avec la loi de frottement. La définition pseaile

C est I'objet de la section suivante. A chaque pas de tempgspldéme incementalest de trouver un point
(v, u, ) qui satisfait les contraintes (2)-(3)-(4). Les deux preres étant linéaires, c’est le choix de la troisieme
(la loi de frottement) qui rend le probléme plus ou moin$idie.

2 Modeles

On ne considére ici que les modeles qui ont un rapport dineec la loi de Coulomb, en ignorant les modeles
plus simples, comme le frottement visqueux ou le frottendentresca, qui sont aussi utilisés en pratique. On
ne parlera pas non plus des modeles tribologiques plbs&a que la loi de Coulomb.

2.1 Formulation impulsion-vitesse

Cette discrétisation de la loi de Coulomb est la plus sebilau modeéle continu, et c’est celle qui nous
intéressera dans la suite. Elle est adaptée aux cas dynesyiquasi-statiques et statiques. Elle reprend direc-
tement la formulation continue :

ou:r=0etuy >0
(u,r)eC < < ourcKetu=0 (5)
ou:r € 0K\ 0, uy =0,3a >0, rp = —au.

Sous cette forme disjonctive, la contrair(ie, r) € C semble difficilement exploitable pour résoudre le
probléme incréemental (2)-(3)-(4). Cependant, on veaasda section suivante que cette contrainte n’'est pas
une disjonction de trois cas sans rapport les uns avec lessaatais qu’elle possede au contraire beaucoup de
structure grace a laquelle on parvient souvent a résoeffectivement le probleme incréemental.

2.2 Difficultés

L'une des raisons pour lesquelles de nombreuses varianpsfiees de la loi de Coulomb sont utilisées est
que ce modele historique présente de nombreuses di#ciBans entrer dans les détails, on peut dire qu'il a
les propriétés suivantes.



— Il peut souffrir de I'absence de solution en temps contiansdes espaces usuels ; un exemple célebre est le
“paradoxe” de Painleveé [2, 3]. En s’'inspirant de I'exemgéePainleve, on peut aussi construire un probleme
discrétisé pour la formulation impulsion-vitesse (2)-(5) qui n'admet pas de solution, méme en dimension
2.

— Il peut exister de multiples solutions, isolées ou soaniéode continuum [4].

— En un certain sens, il est plus général que la prograromatiadratique (QP) ; d’'ailleurs, en I'absence de
frottement {, = 0), le probleme du frottement peut étre formulé comme ufYB].

— Enun certain sens, le probleme du frottement est NP-catrfgil

— Lorsqu’'on utilise la formulation impulsion-vitesse (pteme (2)-(3)-(5)), il n’existe pas a I'heure actuelle
d’algorithme qui converge a coup sOr vers une solutiors(atréte en prouvant la non-existence de solution).

Cette liste de propriétés décourageantes expliquestdaute pourquoi, au moins en informatique graphique

ou la robustesse et la vitesse des algorithmes sont desifactéterminants, ce n’est pas le modele impulsion-

vitesse (pourtant le plus proche du modeéle original de @ub) mais des versions simplifiees qui sont souvent
utilisées en pratique. Cependant, I'expérience acdbjsavec le modele impulsion-vitesse prouve qu’en pra-
tique, on peut mener a leur terme des simulations de tailfmitante sans tomber dans le cas défavorable ou
aucun algorithme ne trouve de solution au probleme diséré

2.3 Autres mockles

Il en existe beaucoup d’autres : le modele dit “gap-foraefigpté aux cas quasi-statiques et statiques, consiste a
négliger les accélérations et a écrire la complérm@itentre le gap (défini comme la distance entre les cdrps
et B) et la forcer. Sa structure mathématique est similaire a (5). Les tesgFoposés par Anitescu et Potra [6]
remplacentle cdne du second ordre par un céne polyéilralase ramener a un LCP (“linear complementarity
problem”, ou probleme de complémentarité linéaire&nstructuré pour lequel des algorithmes efficaces sont
disponibles. Dans le domaine de I'informatique graphi@seaff [7] a proposé un modele dans lequel le statut
d'un contact (adhérence, décollement, glissement) ggbasé connu a l'avance en utilisant I'information
du pas de temps précédent, ce qui permet d’éliminer lactare disjonctif de la loi de frottement. Il existe
encore de nombreuses autres variantes, plus ou moinsfé@plinous prendrons pourtant le parti d’utiliser la
formulation impulsion-vitesse, avec I'idée que malgre difficultés citées ci-dessus, il n’est pas déraisblena

de s’attaquer au probleme incréemental. En effet, geasa tiche structure, il possede de bonnes propriétés
théoriques (section 4) et de nombreuses approches pasdadre sont envisageables (section 3).

3 Probléme discitise et resolution

On s'intéresse maintenant a la résolution de (2)-(3)€®st a dire le probleme incréemental dans lequel la loi
de Coulomb est discrétisée en utilisant la formulatiopufsion-vitesse.

3.1 Approche disjonctive, ouénumeérative

Puisque la loi de frottement est formulée comme une carigraisjonctive a trois cas pour chacun des

contacts, on peut envisager de tester chacurddess. Ceci devient impraticable des quédépasse quelque

unités. Heureusement, il est possible de reformuler laramme (5) de maniere plus pratique,

— soit comme I'ensemble des zéros d’'une fonction (apprémieionnelle),

— soit comme I'argmin d’un probleéme d’optimisation (apgie par minimisation),

— soit, en faisant un changement de variables, comme uneagtrtde complémentarité conigue (approche
par complémentarité).

Ces trois idées sont illustrées ci-dessous par trois plem la méthode d’Alart et Curnier pour I'approche

fonctionnelle, la méthode de De Saxcé pour la minimisat&t une nouvelle technique que nous proposons

pour I'approche par complémentarité.

3.2 Approches fonctionnelles

On illustre cette idée avec la formulation d’Alart et Cn|8]. On fixe deux constantesy > 0 etpr > 0
(disonspy = pr = 1), on notePg la projection sur le convexg, et B(0, ) la boule euclidienne de rayen
centrée er). On définit ensuite la partie normale de la fonction d’AktrCurnier :

{R xR —R (6)
N
(u,r) = Pr+(ry — pyun) — 7N
et la partie tangentielle de la fonction d’Alart et Curnier
R? x RY — RZ!
T (7
(u> T) — PB(O,MTN)(TT - PT UT) —Trr
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avec par conventiowy € R4!, Py(y) = 04_;. Alors, on peut reformuler (5) de la maniére suivante :
(u,r) € C <= [fn, fr|(u,7) = 0. (8)

Les formules pourfy et f sont explicites et peuvent étre difféerenciées sur umdgode leur domaine (pas
partout car ce sont des fonctions non-régulieres), cepgunet d'utiliser des algorithmes de Newton non-
regulier pour rechercher leurs zéros. La justificaticgotique de cette technique est délicate, et les points de
non-régularité posent probléme. En ces points, Eitde Newton n’est pas défini ; on peut cependant généralis
la méthode de Newton avec des arguments d’analyse nen@igsthodes dites “non-smooth Newton”, “semi-
smooth Newton” dans la littérature). Malgré les diffi@sglthéoriques, cette technique fonctionne souvent bien
en pratique [8, 9].

3.3 Approches par minimisation

Dans cette sous-section, on présente une approche pmpasDe Saxcé [10] qui consiste a écrire la contrainte
(5) comme I'argmin d’'une fonction non-réguliére. On oduit le bipotentielpar

blu,r) =7 (u+ pllurllen) 9)
ol ey est le vecteur unitaire normal orienté devers B. On a alors une nouvelle formulation de la contrainte

(5):

C = argmin b(u,r) (10)

un>0,reK

Le probleme incrémental peut donc &tre attaqué en assal résoudre le probleme de minimisation (10)
sous les contraintes linéaires additionnelles (2)-(8jt€Capproche nécessite de gérer la contrainte noatlaé
r € K et la fonction objectif non-réguliere a cause du tetme||. De plus, en I'absence de bonne propriété
comme la convexité, I'algorithme de minimisation peut keber dans un minimum local (seuls les minimaux
globaux, dont la valeur est zéro, sont solution). Cependamite approche est aussi utilisée avec succes en
pratique [10].
Remarque : en réalité, ce qui précede est plutdt unptatian de la méthode de De Saxcé; la définition du
bipotentiel est legerement differente et on parle deimisation pour résoudre le probleme, plutdt que de
I'algorithme de recherche de point-selle d’'Uzawa.

3.4 Approches par compémentarité
On remarqgue qu'aprés le changement de variable «, inspiré par le bipotentiel de De Saxcé et défini par
it = u+ pllurlen (11)
la formulation impulsion-vitesse (5) de la loi de Coulombrierit :
K'salreK (12)

ouK* estle cone dual dK. Notre approche [4] consiste a exploiter trois élemelatselation de complémentarité
(12), le caractere semidéfini positif de la matrice de massle fait que la matricél intervient a la fois dans

(2) et dans (3). On peut remarquer que cette structure nésuflisée dans les approches citées ci-dessus
(Alart et Curnier, De Saxcé). On reformule le probleme@meental sous la forme suivante, en considérant
gu'ily a un seul contact dans le systeme pour ne pas alolelirotations :

Mv+f=H"r
u=Huv+w+pusey (13)
KsualrekK.

ou la nouvelle variable est définie par
s = [|lur]. (14)

L'intérét de cette double manipulation (changement delbée « — u et fixation dej|ur|| dans (13) sous la
forme d’'un parametre) est la propriété suivante : le probleme (13) constitxeceement les conditions d’op-
timalité d’'un probleme d’optimisation quadratique cere sur le cone du second ordre (plus précisément :
de deuxproblemes quadratiques convexes sur le cone du secorgl drdls I'un de l'autre). Autrement dit,
on peut voir (13) comme un probleme d’optimisation paraigée (sa solution dépend du paramefyeela-
tivement facile, possédant d’excellentes propriét@®tiques (a commencer par la convexité) et qui peet etr
résolu en utilisant directement les solveurs existastssigle la communauté de I'optimisation. Ceci étant dit,
il reste “seulement” a résoudre I'équation (14) qui mpréenforme d’'une équation de point fixe, ag est une
fonction des via le probleme d’optimisation parameétrique (13) :

s = [[ur(s)|.- (15)
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Ce probleme de point fixe peut maintenant étre attaquéidelde la méthode de Newton. Ceci qui pose de
nouveau des problemes de non-régularité et nécessddfdrencier.(s) a l'aide du theoreme des fonctions
implicites, de sorte que la justification théorique deeefpproche est délicate. Cependant, elle est robuste
en pratique et la convergence de l'algorithme de Newtonersarquablement rapide : quelques itérations
suffisent pour atteindre une trés grande précision. Elo#apt beaucoup plus la structure du probleme que les
approches existantes, on se ramene a chercher un za®fduction en dimension assez petitele nombre

de contacts) et pour laquelle on constate empiriquementlg@st trés peu non-linéaire, au sens ou la méthode
de Newton parvient a I'annuler trés efficacement. En pliset intérét pratique, la nouvelle méthode possede
un intérét théorique qui est expliqué plus loin dansdasssection 4.2 : elle fournit une preuve d’existence
(non constructive) d'une solution au probleme du frottatrevec la formulation impulsion-vitesse sous des
hypothéses assez faibles.

3.5 Remarque sur les diférentes approches

La distinction entre les approches fonctionnelles, parimisation et par complémentarité est, dans une cer-
taine mesure, arbitraire. En théorie, on peut souvengpass’recherche de zéro” a "minimisation” de maniere
équivalente en considérant que annylerest pas trés different de minimisgf||2, ou que minimiserf n’est

pas tres different de chercher les zérosesi f est suffisamment réguliere. De méme, on peut remplacer la
contrainte de complémentarité (12) par le probleme titigation

min -4 sur K x K*

(approche de De Saxcé) ou par une équafianr) = 0 ou f est une fonction de mérite quelconque adaptée au
probléme de complémentarité du second ordre (par exergfonction de Fischer-Burmeister). En théorie,
on peut donc souvent passer d’'une technique a l'autre. Etiqpe, cependant, I'efficacité des differentes
approches est tres variable.

4 Resultats d’existence

En s’inspirant de I'exemple classique de Painlevé, il estsible de construire des exemples ou le probleme
incremental (2)-(3)-(5) ne possede pas de solution.tlhassi facile de construire des exemples ou plusieurs
solutions existent, isolées ou sous forme de continuumEd]pratique, il arrive que les algorithmes utilisés
échouent a résoudre le probleme incrémental, san$@usache s'il existe une solution (que I'on n'a pas
trouvée) ou s'il n’en existe pas. Une question théoriqiirambrtance est donc de trouver des conditions sulffi-
santes a I'existence de solution au probleme (2)-(3)-(5)

4.1 Resultats existants

En dimensior2, le probleme (2)-(3)-(5) peut étre formulé comme un LEBEes arguments spécifiques s'ap-
pliquent, mais a notre connaissance il n'existe pas ddtedsi’existence général pour le probleme (2)-(3)-(5)
tridimensionnel. Alart [11] propose des résultats tigoes sur la méthode de Newton généralisée, mais re-
connait qu'il ne s’appliquent pas au probleme du frottetr@ar leurs hypothéses, de type monotonie d'un
certain opérateur, sont trop restrictives. Alart noteatefant que “si la convergence monotone n’est pas établie
rigoureusement pour les problemes de contact unilaténgbratique, I'algorithme suit un tel comportement”.
Stewart [12] mentionne que “the existence of solutions lierion-lineat version can be shown using Brou-
wer’s fixed point theorem”, mais il ne précise ni la sourckesihypothéses du résultat. La sous-section suivante
décrit un tel résultat obtenu avec notre approche, eisait Egalement le theoréme de Brouwer.

4.2 En utilisant notre formulation

Pour prouver I'existence d’une solution au probleme eneental (2)-(3)-(5), il suffit de prouver I'existence
d’'une solution a (15), c’est a dire de montrer que l'apgdiien s — ||u(s)|| définie par le probléeme d’optimi-
sation paramétrique (13) est bien définie et possede im fixe. Lorsque cette application est bien définie,
I'existence d’un point fixe résulte du theoreme de Brouampliqué a sa restriction sur un compact suffisam-
ment grand. Le probléme est donc de montrer que I'apphinadst bien définie, c’est a dire que le probleme
d’optimisation paramétrique (13) admet une solution gout s € R’}. On peut montrer que ceci a lieuibi
existe des vitesseségeraliseesw telles qu’en tout point de contact,u € K*. Cette condition tres simple
suffit a assurer I'existence de solutions. De plus, on @estur un exemple simple de type “paradoxe de
Painlevé” gu’elle est également nécessaire (ce n'esupahéoréme général : il existe aussi des cas ou cette
condition n’est pas vérifiee et ou une solution existe).

Notre approche permet donc de donner une preuve courte gepenique d’existence sous une hypothese
faible. De plus, cette hypothése est vérifiable en pratiqusuffit de trouver un point dans l'intersection d’'un

par opposition aux modéles ot le cone du second ordrerstiacé par un cone polyédral.



espace affine et d’'un produit de cdnes du second ordre,gnebtonnu en optimisation conique et que I'on
sait resoudre efficacement (voir par exemple [13] pour ypeache duale).

Conclusion

La formulation dite impulsion-vitesse est certainemerditxrétisation de la loi de Coulomb qui est la plus
fidele au modéle continu, mais elle est souvent remplengeatique par des formulations differentes : en effet,
elle méne a un probléme incréemental assez difficiksaudre. Pourtant, grace a sa riche structure, ce pneble
incréemental permet d’envisager de nombreuses approel@sdiution utilisant des outils de I'optimisation et
de I'analyse non-lisse. Il posseéde des liens directs asepiroblemes d’optimisation non-différentiable et les
problémes de complémentarité du second-ordre. Aloeslesi approches fonctionnelles et par minimisation
sont connues et utilisées depuis longtemps, tout commpriehe par LCP pour le probleme bidimensionnel,
'approche par complémentarité non-linéaire est pkrente en dimensiod. Elle permet d’envisager des
algorithmes de résolution nouveaux, comme celui que noyogons, et des outils théoriques differents qui
permettent par exemple d’attaquer le probleme d’exigtelecsolution.
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