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Problemes de contact avec frottement
dans les structures mince&lastiques
et solutions faibles de processus de rafles

P. BALLARD

Laboratoire de M:canique et d’Acoustique,
31, chemin Joseph Aiguier, 13402 MARSEILLEIEX 20

Résune :

Leséquations cdquilibre lintarisces de fil€lastiques rectilignes, poutres droites, membranes oguaaélastiques ne
couplent pas les composantes normales et tangentielledéadgcements. Lors deévolution quasi-statique au-dessus
d’'un obstacle rigide et fixe en gsence de frottement de Coulomb,&pldhcement normal est gouvérpar une igquation
variationnelle tandis que le&@blacement longitudinal @it & un processus de rafle, dont le&tbrie aéte developgge par
Moreau dans les arées 70. Dans certains cas, le convexe mobile sous-jacéittala condition de etraction borree

et le processus de rafle peéitre résolu par application directe de€sultats de Moreau. Cependant, dans beaucoup
d’autres cas, la condition dettraction borrée n’est pas satisfaite et on montre que c’'ésali’existence spontare de
discontinuies mobiles de vitesse longitudinale. Dans ces aaklsolution ne peut satisfaire la loi de Coulomb au sens
ponctuel et I'on ne dispose que de solution faible du praceds rafle sous-jacent.

Abstract :

The linearized equilibrium equations for straight elasdicings, beams, membranes or plates do not couple tangentia
and normal components. In the quasi-static evolution agegrabove a fixed rigid obstacle with Coulomb dry friction,
the normal displacement is governed by a variational indiggisvhereas the tangential displacement is seen to obey a
sweeping process, the theory of which was extensivelyafmaelby Moreau in the 70s. In some cases, the underlying
moving convex set has bounded retraction and, in these ctimesweeping process can be solved by directly applying
Moreau'’s results. However, in many other cases, the boungteaiction condition is not fulfilled and this is seen to be
connected to the possible event of moving velocity distoitigs. In such a case, there are no strong solutions and we
have to cope with weak solutions of the underlying sweemocgss.

Mots clefs : Frottement de Coulomb, structures minces, processus de rafl discontinuites mobiles

1 Position du probleme

L'équilibre sans frottement d’un fil ou d’une poutre élgae (ou membrane ou plaque) au-dessus d’un obs-
tacle rigide fournit un exemple archétypal d’inéquati@riationnelle, dont la theorie a été développée dans
les années 70. On s'intéresse ici a la situation ou kkefnoent sec entre la structure élastique et I'obstacle doi
également étre pris en compte. Plus précisément, @sseindra a la circonstance ou les équations d’éxaili
linéarisées sont utilisables et on considérera le grabld’'évolution quasi-statique associé a la loi detdrot
ment de Coulomb. Une spécificité (confortable) de ceslprobs est que les équations d'équilibre linéarisées
ne couplent pas les composantes transverses et longieslohes déplacements. Il en résulte que le probleme
gui gouverne le déplacement transverse est le méme qudelans sans frottement, a savoir une inéquation
variationnelle a chaque instant. Sa résolution foumitdmposante normale de la réaction exercée par I'obs-
tacle et donc le seuil de la loi de frottement de Coulomb, @pehd naturellement, en général, de la position
et du temps. On constate alors que le probleme d’'évolgiimvernant le déplacement longitudinal fournit un
exemple archétypal de processus de rafle dans un espackee Kin 'occurrencdf!), dont la théorie a été
développée par Moreau [1] dans les années 70, en vuetddé de I'évolution des systemes élasto-plastiques.

2 Forme générale du probleme dévolution

Considérons un fil élastique, uniformément tendu dam®sfiguration de référence, et une base orthonormale
(es, ey) telle quee, soit colinéaire a la direction du fil. Un obstacle rigidefige est décrit par la fonction
y = 9(x). Le fil est chargé par une distribution de force extériefieg + g e,, tandis que les déplacements
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up €, +v) €y, uj e, 40} e, sont prescrits aux extremités= 0, 1. On noteu e, +v e, le champ de déplacement
etre, + se, la distribution de force de réaction exercée par I'odstaar le fil. I%n supposant les équations
d’équilibre linéarisées legitimes, I'évolution ggisstatique du fil au-dessus de I'obstacle avec contacit@ndl

et frottement de Coulomb, est gouvernée, sur l'intervadléempst, 7], par :

W+ f+r=0, dans]o, 1[ x [to, T,

r(t— ) 4+ ps(|a] — o) >0, VaeR, dans]o,1[x [to,T],

u(0) = uf, u(l) = uf, danstg, T,

v +g+s=0, dans]o, 1[, @
v—1 >0, >0, s(v—1)=0, dans]|0, 1[ x [to, T,

v(0) = v}, v(1) =f, danstg, T'.

ou u est le coefficient de frottement, supposé donné.

Les trois dernieres lignes du systeme (1) gouvernentifgposante transversedu déplacement, et ne sont pas
couplées avec les autres équations du systeme (1). Dxétce dbéit, a chaque instant, a la méme inéquation
variationnelle que dans le cas plus usuel d’absence detinetit. Supposant ce probléme résolu, la composante
normales de la réaction est maintenant une donnée dans I'étudeatilgme longitudinal, c’est-a-dire, celui
des trois premiéres lignes du systeme (1). L'analysaii&t du probleme transverse gouverné par I'inequati
variationnelle permet d'établir la régularité que I'paut attendre pour. Comme on le verra dans la suite, la
régularité des joue un rdle crucial dans I'analyse du probleme longitadli

Introduisant, pour tout € [t, T], le sous-ensemble convexe ferméfdie(0, 1; R) defini par :

)
et Vp € H}, <u” + f,<P>Hf1 i < <,us, ]cp]>H71 Hl}’

et munissant ' du produit scalaire :

1 J—
(619 = [ #)F (@) s+ 6(0)0(0) + 1) ¥11),
ou : )
?(x) = p(x) = 9(0) — 2(p(1) — ¢(0)) € H,
le probleme d’évolution qui gouverne le déplacemenglardinalw peut s’écrire [2] sous la forme concise :

—a(t) € Ology[u(t)],

apres élimination de la force de réaction inconnu®ans cette inclusion différentielle, on a natg,[| la
fonction indicatrice d€(¢) (qui vaut0 en tout point d&(t) et+oco ailleurs), etdl¢,[-] son sous-differentiel

au sens du produit scalaire d&* défini ci-dessus, c’est-a-dire, le cone de toute les atemsortantes &(t)
(qui est vide en tout point n'appartenant pa¥8), et est réduit §0} en tout point intérieur, s'il y en a).

2.1 Solutions faibles de processus de rafle

Soit H un espace de Hilbert €{¢) une application multivoque définie sur l'intervalle de fesTt,, 7'] et dont
les valeurs sont convexes fermées non vide. Un processadieest le probleme d’évolution défini par :

—u(t) € Olewylu(t)], dans[tg, T,

u(to) = uo,

ouwug € C(tp) est une condition initiale donnée. Ce probleme d’évolutibstrait a té introduit et étudié par
Jean Jacques Moreau [1] en vue de I'analyse des systeasts-plastiques. En termes cinématiquks) est
un convexe mobile et(t) un point dans cet ensemblg(f) € C(t) puisquedlc () [] est vide en tout point hors

deC(t)). Le probléme d’évolution en jeu a donc une interprétaiéomeétrique particulierement claire lorsque
C(t) estd'intérieur non-vide. En effet, lorsque qu) est un pointintérieug) /e, [u(t)] est reduit g0} etle
pointu(t) reste au repos jusqu’a ce qu'il soit rejoint par le bord’de. Il avance alors suivant une direction

2
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normale intérieure, comme poussé par la frontier€ @¢ de maniére a rester dans le convexe. Le nom de
« processus de rafledonné par Jean Jacques Moreau, se réfere a cette axpliagsrprétation géomeétrique.
Pour discuter de I'existence de solution d’un processusifle, il faut se donner des hypothéses de régularité
pour I'application multivoque(¢). En fait, cette régularité n’est requise que dans lesghas le convexe
C(t) se rétracte, entrainant alors potentiellement le pgiit Jean Jacques Moreau a défini et étudié la classe
des applications multivoque&Xt) a rétraction borree[1]. En particulier, les applications multivoquéét) a
rétraction bornée admettent une limite a gau€lre-), au sens de Kuratowski, pour tout |to, 7| et une
limite & droiteC(t+), pour toutt € [to, .

Si on se donne une subdivision (partition finie en intergatle toutes sortes) arbitraiféde [ty, 7], et notant

I; les intervalles correspondants (indicés suivant I'oslrecessif) d’origing; (extrémité gauche appartenant
ou non al;), on construit 'approximation constante par morceégpdeC a I'aide de la définition :

C(tz) sit; € I,

Cr(l;) =C; = .
pli) =Ci C(ti+) sit; €I

I'Etanf[ donnée la condition initiale, € C(tp), l'algorithme de« rattrapage s’appuie sur les projections suc-

cessives :

i1 = proj(u;, Ciy1),
pour construire 'approximation constante par morceagx [ty, 7] — H, définie par :

up(l;) = ;.

Il s’agit tout simplement d’'une version de I'algorithme dlEr implicite adapté a l'inclusion difféerentielle
en jeu. Supposant I'application multivoq@ét) a rétraction bornée, Moreau montre dans [1] que la suite
généraliséeip (P parcourant toutes les subdivisions [dg 7']), convergefortementdansH, uniformement
pourt € [tg, T], vers une fonctiom : [ty, T] — H que Moreau baptissolution faibledu processus de rafle. |l
prouve ensuite que cette solution faille [tg, 7] — H est avariation bornée et est solution du processus de
rafle au sens desmesures differentielles[1]. SiC(¢) est non seulement a rétraction bornée, mais a réracti
absolument continue, alors la solutian [to,7] — H est absolument continue et est alors solution forte du
processus de rafle au sens ou :

—u(t) € Oley[u(t)], pour presge tout € [tg, 1.

L'évolution quasi-statique du fil elastique au-dessusabstacle rigide en présence de frottement de Coulomb
fournit un exemple naturel de processus de rafle dans I'espaHilbertd = H'. Dans certains cas, il
s’avere que le convexe mobile du processus de rafle soestjaatisfait la condition de rétraction bornée,
et les résultats de Moreau garantissent la convergencalderithme de rattrapage vers une solution faible
qui est aussi forte, au sens des mesures differentielles.itéressant, il est facile d’exhiber un probléeme
d’évolution pour le fil élastique ou le convexe mobile sgacentne satisfait pada condition de rétraction
bornée. Conservantle point-de-vue du calcul numéridegsls exemples requierent I'extension de la définition
de solution faible de processus de rafle pour une classel@apn multivoqueC(t) plus large que celles a
rétraction bornée. Comme I'algorithme de rattrapageiezt|’existence d’une limite a droité(¢+), il sS’avere
que la classe de3(t) appropriée pour définir la notion de solution faible degassus de rafle en général est
exactement la classe des applicatiGfs a valeurs convexes fermées admettant une limite a gawaheens
de Kuratowski, pour tout € |tq, T'] et une limite a droite (t+), pour toutt € [ty, T'[. De telles applications
sont caractérisées par la condition que, pour togtH, la fonction :

t 1 projla; C ()]

est réglée (c’est-a-dire, limite uniforme d’'une suiefdnctions constantes par morceaux, ou bien—et c’est
équivalent—admettant une limite & gauche et a droitoahgoint). Ces applications multivoques sont exac-
tement les applications multivoques réglées pour unelogje métrisable et compléete sur la classe des parties
convexes fermées non-vides He appelée topologie de Wijsman (c’est la topologie la méditde engendrée
par les fonctions d’ensembie — d(x, C') quandx parcourtH). On les appellera, en bref, applications multi-
voques Wijsman-réglées.

Les solutions faibles de processus de rafle basés sur diésaipps Wijsman-réglées satisfont a toutes les
propriétés générales établies par Moreau dans le loasgstreint des applications multivoques a rétraction
bornée. Un exemple de solution faible de processus de adkedur une application Wijsman-réglée, qui n'est
pas une fonction a variation bornée sera donnée danstéadrice texte. En revanche, on peut exhiber des
applications Wijsman-réglé€¥t) telles que le processus de rafle associé puisse ne pas ewailution faible

[2].



19€MeCongrs Francais de Mcanique Marseille, 24-28 aat 2009

3 Problemes de contact avec frottement pour le figlastique

On rappelle que le déplacement longitudinal du fil élastig@st gouverné par un processus de rafle par le
convexe mobile (2). On peut montrer [2] qu’une conditiorfisahte pour que cette application multivodi(e)
soit a rétraction bornée est :

’ng, url) € BV([t07 T]a R)7

feBV([to, T HY),
s € BV([to, T|; M)

Si les deux premieres lignes concernent la régularigedidgnées du probleme d’évolution, la derniere ligne
concerne la régularité de la solution du probleme trarset ne peut donc &tre controlée directement. Il peut
néanmoins arriver qu’elle soit satisfaite et dans ce cagelsultats de Moreau fournissent une unique solution :

u € BV([to, T); H').

Sila régularité des données permet de remplagariation bornée partout pak absolue continuité, alors il

en est de méme pour la solution, et dans ce cas, la viiessedansHl(O, 1;R), pour presque toute [to, T,

et est donc spatialement continue.

Cependant, il peut arriver que la conditiore BV/([ty, T']; M) tombe en défaut. Un exemple est fourni par le
probléme suivant. On considere un fil rectiligne tendtgasi-dessus d’un fil plat. Lextrémité amant= 0 est
encastrée. Une force ponctuelle d’amplitude unité essaxercée au milieu du fil. Supposant le coefficient de
frottement assez grand (supérieur a 2), un déplacemam dnité vers I'aval est prescrit sur I'autre extréanit”
x = 1 dufil. La force ponctuelle est alors déplacée vers I'angovitesse constante (voir la figure 1).

<~

@

® X . J O

FiG. 1 — Contact frottant d’un fil élastique sur un sol rigide.

Plus précisément cela revient a étudier le probléemBé&bolution quasi-statique du fil avec les données sui-
vantes 3 = 0, uf) = v = v} = 0 etu} estla fonction qui prend la valeGra¢ = 0 et1 pour toutt > 0. On
considere egalement(]a dlstnbutlon d1 force extédeur

[= z=1/2—t-
L'unique solution du probleme transverse est donnéevpar 0, qui entraines = — f. Comme, pour tout
t1 <te€]0,1]:
H5t2 _5t1||/\/( = 27

10, = 0t | p—r = Via —tin/1— (ta —t1),

on dispose pous de la régularité suivante :

s & BV([0,1/3; M), s ¢ BV([0,1/3); H 1),
s ¢ C°([0,1/3]; M), s € C%([0,1/3; H ).
Cette regularité n'est pas assez forte pour garantir gnmlkessus de rafle sous-jacent soit a rétraction bornée

et donc pour utiliser les résultats de Moreau. Il est cepphibujours possible de considérer une subdivision
arbitraire defty, T, de procéder aux projections successives de l'algorithenmttrapage, puis d’essayer de

passer a la limite sur les subdivisions. Dans I'exempleeen pn obtient une convergence forte dan,
uniforme par rapport &, 7], vers la fonction :

0, si0<x<1/2—t,

w(z,t) = | z4t—1/2

si1/2—t<x<1.
tr1/2 [2-tszs
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qui est donc solution faible du processus de rafle. Cependasitamp des vitesses associé :

0, si0<z<1/2-—t,

. sil/2—t<xz<]1,

(t+1/2)2 / v

présente une discontinuité spatiale localisée soubdage (voir la figure 2). De ce fait, cette solution faible
n'estpasdan8V([0,1/3]; H'), et 'application multivoqué () sous-jacente ne peut donc pas étre a rétraction

bornée dans I'espace de Hilbéit'. Notons au passage que la valeur de la vitesse juste souargeahent
n'est pas définie, de sorte que I'on ne peut vérifier queildddCoulomb est satisfaite ponctuellement.

FiG. 2 — Déplacement et vitesse longitudinaux a I'instarttahit a un instant ultérieur (pointilles).

Le concept de solution faible correspond a I'introductitensubdivisions de l'intervalle de temps et aux posi-
tions discretes de la charge associées a ces subdwisiormaniére alternative de procéder«gttaler» un
peu la charge, au moyen d’une convolution spatiale avec ppizgimation de I'identité. Cela suffit a obtenir
s € BV([to,T]; M) et donc a garantir que le convexe mobile sous-jacent estraction bornée (et méme
lipschitzienne) et donc a assurer I'existence d’'une swiuforte, dont la vitesse est, en particulier, ddns

(et donc continue) a chaque instant. Cela pose natureliglamguestion de I'existence d’une limite, lorsque la
régularisation tend vers l'identité, et de I'éventt@lijue cette limite coincide avec la solution faible, ta&s
dire la limite des problemes discrétisés en temps.

A ce sujet, considérons I'exemple d’'un chargement d’aimgé 1/(2c), homogéene sur l'intervalle spatial
[1/2 -t —¢,1/2 -t +¢€],000 < ¢ < 1/6. On vérifie facilement que la solution forte du processus de
rafle sous-jacent est :

0, Si0 <2 < ae(t),
H 2 ) 1
Us(xyt) = 4_€($_x€(t)) ) S|l’5(t) <z< 5 —t+e,
1 1
1+2—/Z(§—t+s—wg(t))(x—1), s|§_t+5§w§1_

ou :

1 2 4e 1 1
ze(t) =1— <§—|—t—€) +;€ §—t—5,§—t—|—s.

On constate alors sur cet exemple gue&onverge vers quands tends ta), fortement dangf!, uniformément
par rapport & € [0,1/3].

L'étude deu. fournit une explication d’'une particularité étonnanedasolutioru du probléme non-régularisé :
bien que le coefficient de frottement ait été choisi assand) pour empécher tout glissement, I'eénergie
élastique associéewadécroit strictement au cours du temps. Ce fait peut sigupl de la maniére suivante.
La solutionu,. du probleme régularisé présente toujous du glissene¢mn peut vérifier que la dissipation
accumulée (I'intégrale sur le temps de la puissance der¢ fde frottement) tend, quaad— 0, non pas vers
zéro, mais vers une valeur finie. Il est donc cohérent qeeliation faiblew du problemex limite » conserve
une trace de cette dissipation, bien que ne présentanegsdement elle-méme.
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4 Remplacer le fil par une poutre

Remplacer le fil par une poutre élastique dans le probléawehlition (1) laisse inchangées les trois premieres
lignes, les modifications n’affectant que le probleme gwoant le deplacement transvetseEn particulier,
I'equation d’équilibre satisfaite parest maintenant d’ordre 4. La composante norreae la force de réaction,

qui est maintenant obtenue par la résolution d’'une inkoi@ariationnelle associéelapérateur biharmo-
nique peut dorénavant étreune masse de Dirac mobitealors méme que toutes les données du problemes
sontC'> par rapport a I'espace et au temps (comme dans I'exemplegepté sur la figure 3). Cela signifie en

FiG. 3 — Contact frottant d'une poutre simplement appuyée.

particulier que, dans le cas de la poutre, il faut s’atted@pparition spontanée de discontinuités mobiles de
vitesse longitudinale alors méme que les données sosit@ggllieres que I'on veut.

L'utilisation de résultats fins sur la régularité desusimins d’inéquation variationnelle associée a I'gpiéur
biharmonique permettent d’établir que si les données :

ub, ul, vl of e, T] — ]R{,_l
f?g : [t()vT] — H )

sont des fonctionsegéees alors le convexe mobilé(t) associé au processus de rafle gouvernant le probleme
longitudinal, est Wijsman-réglé, de sorte que I'on pextqr le probleme de I'existence d’éventuelle solution
faible. Ce résultat vaut d’ailleurs aussi bien dans le eaBldjue de la poutre. Cependant, ces hypothéses de
régularité sont trop faibles pour permettre de garaitkistence d’'une solution faible.
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