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Analyse à cœur des champs de déplacement obtenus sur une 

éprouvette fissurée 
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Laboratoire de Mécanique des Solides, Université de Poitiers, CNRS UMR 6610, SP2MI, Boulevard Marie 
et Pierre Curie, Téléport 2, BP 30179, 86962 Futuroscope Chasseneuil Cedex, France 

Résumé : 
L’objet de cette étude est de montrer la validité de l’approche théorique 2D pour caractériser le 
comportements d’une éprouvette SEN tridimensionnelle fissurée et chargée en mode I,. Des comparaisons de 
champs de déplacements théoriques et expérimentaux 3D sont entreprises. Les trois composantes de 
déplacement ont été mesurées à travers le volume par la méthode de corrélation volumique couplée à la 
micro-tomographie à rayons X. Les résultats obtenus par l’approche théorique présentent des différences 
importantes avec ceux obtenus expérimentalement et ne sont donc pas totalement représentatifs de ces 
derniers. L’écart entre ces deux approches permet de visualiser la zone d’effets 3D proche du front de 
fissure à travers l’épaisseur du volume. 

Abstract : 
The aim of this study is to show  the validity of the 2D theory  on the behaviour of  a SEN threedimensional 
cracked specimen loaded in mode I. Displacement fields are compared between theory and 3D experiments. 
The three displacement components all over the volume were measured by means of Digital Volume 
Correlation coupled with X-ray micro-computed tomography. Theoretical approach provides results 
different from the ones obtained experimentally, showing that this theory is not relevant to experiment. 
Differences between these two approaches allow the visualisation of the 3D effect zone at the vicinity of the 
crack front along the thickness of the volume. 

Mots clefs : Eprouvette fissurée SEN, Corrélation volumique, Micro-tomographie rayons-X, zone 
d’effets 3D 

1 Introduction 
Les premiers travaux réalisés en mécanique de la rupture ont permis de caractériser le champ de contraintes 
et de déformations proche de la pointe de fissure pour des cas bidimensionnels [1,2]. Les premières 
expériences montrent une bonne concordance entre les résultats obtenus expérimentalement et ceux obtenus 
à partir de ces caractérisations théoriques [3,4]. Cependant, l’amélioration des méthodes de mesure a permis 
plus tard de révéler des différences au voisinage de la pointe de fissure [5], celles-ci mettant en évidence la 
présence d’effets tridimensionnels dans cette zone. Par la suite, des travaux de recherche portant sur l’étude 
expérimentale des déplacements hors-plan à la surface libre de matériaux fragiles ont confirmé ces 
différences. Ceux-ci ont permis d’établir des formulations empiriques des déplacements hors-plan, dans le 
cas de fissures stationnaires par l’utilisation de méthodes interférométriques [6,7]. A la surface libre, les 
composantes des champs de déplacements dans le plan ont pu être mesurées au voisinage de la pointe de 
fissure par des méthodes de mesure 2D [8,9]. Ce type de mesure montre également des différences entre la 
théorie et l’approche expérimentale [10]. 

Cependant, avec ces méthodes, les composantes de déplacement ne peuvent être accessibles qu’au niveau de 
la surface libre. Afin de rechercher ces composantes à travers le volume, l’acquisition de données à cœur est 
nécessaire. La méthode des réseaux de Bragg [11] permet de réaliser des mesures au cœur d’éprouvettes 
fissurées mais ne peut fournir les champs complets de déplacements. 

Pour réaliser les mesures des trois composantes de déplacement au sein d’un matériau, la méthode de 
corrélation d’image volumique (Digital Volume Correlation, DVC) a été développée. Celle-ci est l’extension 
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de la méthode de corrélation 2D (Digital Image Correlation, DIC) utilisée pour mesurer les composantes 
planes de déplacement. Afin d’obtenir des informations volumiques, plusieurs méthodes tomographiques 
peuvent être couplés à la DVC comme la micro-tomographie par rayons X (XµCT) [12-15]. Cette méthode a 
déjà été utilisée dans un cas de fissuration pour mesurer la composante de déplacement suivant l’axe de 
chargement sur un acier XC48 proche de la pointe de fissure [16]. 

Dans cette étude, les mesures 3D sont réalisées sur une éprouvette fissurée SEN (Single Edge Notch) 
sollicitée en mode I. Une comparaison est alors effectuée entre les résultats obtenus expérimentalement et 
ceux obtenus par la théorie des contraintes planes, ceci permettant également d’observer la zone des effets 
3D en pointe de fissure correspondant aux écarts entre les champs de déplacements théoriques et 
expérimentaux suivant la direction z. 

2 Champs théoriques de déplacements 
En élasticité plane, deux approches donnent des formulations pour les champs de déplacements et les champs 
de contraintes, celles-ci étant appelées déformations planes et contraintes planes. Wastergaard [1] proposa 
une expression mathématique des champs de déplacements dans le plan. Ces deux champs de déplacements 
caractérisent les déplacements dans le plan dans une zone proche de la pointe de fissure. En se basant sur ces 
formulations, Williams [2] exprima les champs de contraintes et de déplacements par le biais de 
développement limités.  

Pour cette étude, le premier et le second terme de la série de Williams ont été choisis pour calculer les 
déplacements théoriques par l’approche des contraintes planes, car ce sont les deux termes identifiés 
physiquement en fonction des paramètres mécaniques et géométriques.  
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Le système de coordonnées cylindriques (r,θ,z) est centré sur la pointe de fissure au point (x,y,z)=(0,0,0). Le 
plan z=0 correspond à la demi-épaisseur de la plaque.  

µ=E/(2(1+υ)) est le second coefficient de Lamé (aussi appelé module de cisaillement), σ le chargement 
extérieur, E le module d’Young et υ le coefficient de Poisson du matériau. 

La formulation choisie pour le facteur d’intensité de contraintes KI est basé sur les modifications de Tada 
[17] apportées sur les travaux d’Irwin : 

 )(
W

a
faK I σ=   (2) 

Où f est une fonction dépendant de la longueur de fissure (a) et de la largeur de l’éprouvette (W). 

3 Mesure de champs de déplacements au cœur du solide 
Afin de mesurer les champs de déplacements au cœur du solide, nous utilisons la DVC en association avec la 
XµCT. 

La DVC est une extension de la DIC au cas 3D pour laquelle les images sont des volumes présentant une 
variation 3D de niveaux de gris. Elle utilise deux images tridimensionnelles de l’échantillon étudié à deux 
états mécaniques différents (un état de référence et un état déformé). Ces deux images sont corrélées en 
plusieurs points d’une grille virtuelle 3D disposée au sein du volume étudié. A chaque point de cette grille, 
un sous-volume D est défini par les niveaux de gris voisins et est composé de plusieurs voxels (dénomination 
du pixel en 3D). Une intercorrélation de chacun des sous-volumes entre les deux états donne ensuite une 
estimation des déplacements de chacun des points de la grille virtuelle. 

Considérons X et x les coordonnées en voxels d’un même point dans les deux états mécaniques, ainsi qu’une 
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transformation matérielle φ liant ces deux configurations x=  φ (X). Pour un sous-volume D centré sur le point 
X0 à l’état de référence, φ est estimé par son développement au premier ordre correspondant à un mouvement 
de solide rigide combiné à un gradient homogène : 

)).(()()()( 000 XXX
X

u
XuXXuXX −

∂
∂++≈+=φ  (3) 

Le déplacement u(X0) de D définit les paramètres de la translation de solide rigide (u,v,w). Le gradient de 
déplacement prend en compte la rotation de corps rigide et la déformation homogène locale du sous-volume. 

La détermination de la position finale est réalisée par le biais d’une minimisation premier gradient. Pour 
calculer les variations de niveaux de gris  entre deux voxels adjacents, une interpolation trilinéaire est utilisée 
sur l’image correspondant à l’état déformé. De cette manière, il est possible d’atteindre une précision 
subvoxel pour la détermination de la position du sous-volume. La précision de cette technique est 
équivalente à celle obtenue par DIC [15]. 

Pour notre étude, nous appliquons ce principe sur des images volumiques acquises sur un micro-tomographe 
de laboratoire nous permettant d’obtenir une résolution spatiale minimale de 10µm. La technique consiste à 
enregistrer avec une caméra CCD l’intensité des rayons X transmis à travers le matériau pour différentes 
positions angulaires. A partir de ces images, une image volumique est reconstruite par une technique de rétro 
projection filtrée [18]. La distribution des niveaux de gris, provoquée par les différences locales de densité, 
est utilisée par la DVC pour suivre les mouvements locaux au sein de l’éprouvette. Cependant, tous les 
matériaux ne présentent pas naturellement un contraste aux rayons X suffisant. Alors, l’inclusion de 
particules de plus forte densité dans le matériau pendant l’élaboration de l’éprouvette est nécessaire.  

4 Spécifications expérimentales 
Le choix du matériau constituant l’éprouvette s’est porté sur le polyuréthane afin de répondre à trois critères. 
Premièrement, l’éprouvette a été conçue à partir d’une résine liquide afin de faciliter l’ajout et le mélange 
des particules denses donnant le contraste aux rayons X suffisant. Ensuite, le matériau choisi se devait de 
présenter un faible module d’Young pour permettre d’avoir des valeurs de déformation suffisamment 
importantes afin d’être supérieures de la précision de la DVC. Enfin, pour rester dans les hypothèses 
élastiques utilisées pour l’établissement des formulations théoriques, le matériau devait présenter un 
comportement élastique même en cas de fortes déformations.  

Le choix du matériau pour les particules, suite à une étude précédente [15], s’est porté sur des particules de 
cuivre (calibrées à 150µm) afin d’obtenir un meilleur contraste aux rayons X. Ces particules ont été incluses 
à hauteur de 10% de la masse totale de l’éprouvette. Les gradients mécaniques créés par ces particules sont 
considérés comme étant localisés à l’échelle de la particule, ceci impliquant que le comportement de 
l’éprouvette reste homogène à notre échelle de mesure [19]. 

Les caractéristiques de l’éprouvette ainsi conçu ont été obtenues expérimentalement par la méthode de suivi 
de marqueurs [20] : module d’Young E=3,56±0,02MPa et coefficient de Poisson υ=0,48±0,02. 

L’éprouvette présente les dimensions géométriques suivantes : longueur L=70mm, largeur W=29mm, 
épaisseur h=21mm et une longueur de fissure a=7,5mm. Un voxel a pour dimensions 45x45x45µm3 et un 
sous volume 31x31x31voxels3. Avec ces paramètres, et selon [15], l’incertitude sur la mesure de 
déplacement est de 0,05voxels, soit 2,5µm. 

5 Confrontation entre résultats expérimentaux et formulations théoriques 
L’essai présenté correspond à un chargement de 19N. Les résultats pour ux, uy et uz pour les approches 
expérimentales et théoriques sont représentées en figure 1. 

Pour ux et uy expérimentaux, seule la représentation à z=h/2 est affichée étant donné que les mesures 
volumiques montrent de très faibles variations de ceux-ci le long de l’axe z. Les formulations théoriques de 
ces deux composantes de déplacement n’étant pas dépendantes de z, celles-ci sont tracées sur un plan.  

Pour uz expérimental et théorique, les résultats sont présentés à différents z à travers l’éprouvette afin de 
montrer l’évolution de cette composante de déplacement à travers l’épaisseur. Le tracé est effectué entre la 
surface libre (z=h/2) et le plan médian (z=0) étant donné que pour l’approche théorique et celle 
expérimentale les résultats obtenus montrent une symétrie selon le plan médian.  
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Figure 1 : Résultats obtenus pour ux, uy et uz pour la théorie des contraintes planes et l’expérimental 

 

A la vue de la figure 1, l’approche théorique des contraintes planes et l’approche expérimentale pour ux et uy 
donnent des résultats différents lorsque l’on s’éloigne de la pointe de fissure, en particulier à l’arrière de 
celle-ci. Pour uz, les résultats semblent différer entre les deux approches au niveau de la pointe de fissure. 

Afin de réaliser une analyse quantitative de ces résultats, les différences entre les deux approches sont 
représentées en figure 2 pour les trois composantes de déplacement. Les tracés sont effectués sur une moitié 
de l’éprouvette selon l’axe de chargement afin de visualiser l’évolution de ces différences selon l’épaisseur 
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pour chacune des composantes de déplacement. De même, cette représentation permet d’observer la zone des 
effets 3D sur la figure des différences pour uz.  

 

Différences sur ux Différences sur uy Différences sur uz  

   

 

 

Figure 2 : Différences entre la théorie des contraintes planes et l’expérimental pour les trois composantes de 
déplacement sur la moitié de l’éprouvette. Représentation de la zone des effets 3D. 

 

La figure 2 montre que pour uy les différences entre les deux approches se situent en arrière de fissure, alors 
que pour ux et uz celles-ci sont localisées à la fois en arrière et en avant de fissure (uz présentant ses écarts les 
plus importants au niveau du front de fissure).  

Pour ux, les valeurs expérimentales sont inférieures à celles obtenues par la formulation théorique (équation 
1). Ces différences sont principalement dues à l’hypothèse de plaque infinie utilisée pour l’établissement des 
formulations théoriques. Par conséquent, les déplacements ux calculés à partir de la formulation de Williams 
ne représente pas correctement un cas réel de structure finie et fissurée. De plus, une variation des 
différences peut être observée à travers l’épaisseur de l’éprouvette et à l’avant de la fissure, celle-ci pouvant 
être associée à des effets 3D. Cependant, il convient de rester prudent car son amplitude est de l’ordre de la 
précision de mesure.  

Pour uy les écarts sont moins importants, ceci indiquant que cette composante est peu sensible à la présence 
d’effets 3D locaux et aux différences de conditions aux limites entre l’expérience (modèle fini) et la 
formulation théorique (modèle infini). 

Pour uz, les différences en pointe de fissure correspondent à la zone d’effets 3D déjà observée en surface à 
partir de mesures 2D en surface libre [5]. Dans notre travail, cette zone d’effets 3D peut être observée à 
travers l’épaisseur de l’éprouvette. Celle-ci présente une évolution selon l’épaisseur, étant plus large aux 
surfaces libres qu’à cœur. Pour une meilleure visualisation de l'étendue de cette zone d’effets 3D, une 
isosurface est tracée en figure 2. Afin de rester dans la précision de mesure de la méthode, la valeur de l’écart 
entre les deux approches a été choisie à 0,015mm, ce qui correspond à un rapport r/h de 0,13 à la surface 
libre de l’éprouvette.  

6 Conclusion 
La DVC couplée à la XµCT s’avère être un moyen efficace pour extraire les champs de déplacements au sein 
d’un matériau fissuré et permet donc d’étudier la répartition de ceux-ci  dans le volume. 

La comparaison entre les résultats obtenus par la théorie 2D en contraintes planes et ceux obtenus 
expérimentalement nous permettent d’évaluer les limitations du modèle dans l’estimation des champs de 
déplacement pour une éprouvette fissurée SEN chargée en mode I.  
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Les résultats obtenus par la théorie 2D présentent des différences avec ceux obtenus expérimentalement, ceci 
indiquant que la théorie 2D n’est pas totalement représentative du comportement mis en évidence par 
l’expérience. Ces différences sont plus importantes en arrière de fissure pour ux et uy, alors que celles-ci sont 
plus importantes en pointe de fissure pour uz. Ces écarts ont permis la visualisation de la zone d’effets 3D 
autour du front de fissure et à travers le volume. Ceux-ci ont également confirmé le fait que deux termes des 
séries de Williams sont suffisants pour définir correctement uy en avant de fissure, mais qu’il est nécessaire 
d’en prendre plus en compte pour l’arrière de fissure quelque soit la composante de déplacement, ainsi que 
pour définir correctement ux et uz en avant de fissure.  
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