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Résuḿe :
Dans ce document, l’objet de l’étude est la v́erification en dynamique. Pour un problème de ŕef́erence donńe, une so-
lution approch́ee est obtenuèa l’aide d’une ḿethode deśeléments finis en espace et d’un schéma d’int́egration de
Newmark en temps. Dans un premier temps, un estimateur d’erreur globale de la famille des erreurs en relation de
comportement est́etudíe afin de quantifier la fiabilit́e de la solution approch́ee. Ainsi, la reconstruction de champs ad-
missibles satisfaisant leśequations cińematiques et l’́equilibre dynamique est nécessaire. Pour le schéma de Newmark
des acćelérations lińeaires, le param̀etre CFL est choisi tel que l’estimateur d’erreur soit minimal. Ensuite, une ḿethode
utilisant un probl̀eme adjoint est d́evelopṕee afin de calculer des bornes garanties sur une quantité d’intérêt, par exemple
la contrainte moyenne en temps et en espace sur une certaine zone de la structure. Les premiers exemples numériques en
dynamique sur un problème 2D sont pŕesent́es. Le mod̀ele viscóelastique lińeaire de Maxwell est considéré.

Abstract :
This paper deals with verification in dynamics. A given reference problem is solved with a finite element discretization
in space and a Newmark scheme integration in time. First, a global error estimator based on the constitutive relation
error is used to evaluate the reliability of the approximatesolution. Thus, reconstruction of admissible fields verifying
the kinematic equations and the dynamic equilibrium is needed. For the linear acceleration Newmark scheme, the CFL
parameter is chosen such as it minimizes the error estimator. Then, a method introducing an adjoint problem is employed
to compute guaranteed error bounds on a given quantity of interest, such as the mean stress over a prescribed space-time
domain. First illustrations are shown on a 2D academic problem in dynamics along with a linear viscoelastic Maxwell
model.

Mots clefs : Estimateur d’erreur, Quantit é d’int érêt, Dynamique

1 INTRODUCTION
En ingénierie mécanique, l’estimation de la qualité d’une solution approchée obtenue par exemple à l’aide
d’une méthode des éléments finis est un point crucial. “Lavérification de modèle” quantifie l’erreur commise
entre la solution exacte du problème de mécanique des milieux continus, qui est la plupart du temps inconnue,
et la solution approchée. De nombreux estimateurs d’erreur globale ont été développés au cours des trois
dernières décennies mais l’information apportée demeure insuffisante.
Les ingénieurs sont plus intéressés par la maı̂trise du calcul de quantité d’intérêt, comme la contrainte moyenne
en temps et en espace dans une zone donnée de la structure, ledéplacement en un certain point, etc...
Dans ce papier, un estimateur d’erreur local basée sur le concept d’erreur en relation de comportement est
appliqué en visco-dynamique.À partir de la quantité d’intérêt, un problème adjoint est défini. Après avoir
résolu les deux problèmes, les champs admissibles associés sont construits. Ensuite, la méthode permettant
d’obtenir des bornes inférieure et supérieure garantiessur la quantité d’intérêt est présentée. Pour plus de
détails concernant la méthode, on peut se référer à [1].
Dans cette présentation, une structure 2D est étudiée envisco-dynamique linéaire. Le modèle viscoélastique
linéaire de Maxwell est considéré. La quantité d’intérêt retenue est la contrainte “moyenne” sur un domaine
donné en espace et en temps. On peut retrouver cet exemple dans [2].
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2 LE PROBLEME DE REFERENCE
La structure étudiée occupe initialement un domaineΩ, le bord de celui-ci est noté∂Ω. On considère les hy-
pothèses de petites perturbations, de transformation isotherme et de contraintes planes. Le domaine temporel
de l’étude est noté[0, T ]. Pour toutt ∈ [0, T ], un déplacementUd sur le bord∂1Ω et un effort surfaciqueF d
sur le bord∂2Ω sont imposés (∂1Ω ∪ ∂2Ω = ∂Ω, ∂1Ω ∩ ∂2Ω = ∅). Le problème qui caractérise l’évolution de
la structure sur[0, T ] est :

Trouver le champ de déplacementU(M, t) et le champ de contrainteσ(M, t), avect ∈ [0, T ] et M ∈ Ω, qui
vérifie :

• les contraintes cinématiques et les conditions initiales:

U ∈ U
[0,T ] ; U |∂1Ω(t) = Ud(t) , ∀t ∈]0, T [ (1)

U(t = 0) = 0 ; U̇ (t = 0) = 0

• les équations d’équilibre (principe des puissances virtuelles) :

σ ∈ S
[0,T ] ;∀t ∈]0, T [ ∀U∗ ∈ Uad,0

−

∫

Ω
Tr

[

σǫ(U ∗)
]

dΩ +

∫

Ω
f

d
· U∗dΩ +

∫

∂2Ω
F d · U

∗dS =

∫

Ω
ρ

d2U

dt2
· U∗dΩ

(2)

• les relations de comportement :
{

équation d’état: σ = Kǫe

loi d’évolution : ǫ̇p = Bσ
, ∀t ∈ [0, T ] ∀M ∈ Ω (3)

ǫ(U) représente la déformation linéarisée associée au déplacementU
(

ǫ(U)ij = 1
2(Ui,j + Uj,i)

)

. U
[0,T ] et

S
[0,T ] sont des espaces de régularité assurant des solutions à ´energie finie.Uad,0 est l’espace vectoriel des vi-

tesses virtuelles. Les opérateursK etB sont linéaires, symétriques, définis positifs ; ils caractérisent le modèle
viscoélastique linéaire de Maxwell.ǫe et ǫp sont la partie élastique et anélastique de la déformation ǫ. Enfin,ρ
représente la masse volumique du matériau.
Une solution approchée du problème de référence est notée(Uh, σh).

3 ESTIMATEUR D’ERREUR LOCALE

3.1 La quantité d’int érêt choisie et le probl̀eme adjoint assocíe
La quantité d’intérêtα est une quantité locale. Elle peut s’écrire sous la forme :

αex =

∫ T

0

∫

Ω

{

Tr[σexδ ˙̃Σ] + ρU̇ exδΓ̃Σ

}

dΩ dt (4)

où l’extracteur est :(δ ˙̃Σ, δΓ̃Σ) over[0, T ] × Ω. “ex” représente la solution exacte du problème de référence.

Le problème adjoint est similaire au problème de référence, excepté qu’il est rétrograde en temps

(t′ = T − t). δ ˙̃Σ et δΓ̃Σ représentent la prédéformation et la préaccélération du problème. Une solution
approchée du problème adjoint est notée(δŨh, δσ̃h).

3.2 Champs admissibles et erreur en dissipation
L’erreur en dissipation, qui est un estimateur d’erreur globale mesurant la non-vérification de la loi d’évolution,
est défini par :

ECRE(˙̂ǫp, σ̂) = ||σ̂ − B
−1 ˙̂ǫp||B (5)

où la norme énergétique est|| ⋆ ||2B =
1

2

∫ T

0

∫

Ω Tr
[

⋆ B ⋆
]

dtdΩ.

Afin de calculer cet estimateur d’erreur, la construction d’une solution admissible notée avec un chapeau “•̂”
et satisfaisant l’ensemble des équations excepté la loi d’évolution est nécessaire.
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On choisit de prendre l’accélération admissible égale `a l’accélération éléments finis à chaque piquet de temps.
Ensuite, une interpolation linéaire est réalisée sur chaque pas de temps. Par intégration temporelle de l’accél´eration
admissible, on en déduit la vitesse et le déplacement admissibles. De plus, à partir de l’accélération admissible,
un champ de contrainte admissible est construit tel que le couple (accélération-contrainte) vérifie les équations
d’équilibre et les conditions initiales. Pour plus de détails concernant la construction des champs admissibles,
on peut se reporter à [3].

3.3 Obtention de bornes inf́erieure et suṕerieure garanties
Des bornes inférieure et supérieure sur la quantité d’intérêt sont définis par :

α̂h + α̂hh − Eh
CRE Ẽh

CRE ≤ αex ≤ α̂h + α̂hh + Eh
CRE Ẽh

CRE (6)

où

{

α̂h =
∫ T

0

∫

Ω

{

Tr[σ̂hδ ˙̃Σ] + ρ
˙̂
UhδΓ̃Σ

}

dΩ dt

α̂hh = 1
2

∫ T

0

∫

Ω Tr[(δ ˙̃̂ǫp,h − Bδ ˆ̃σh)B−1(˙̂ǫp,h − Bσ̂h)]dΩdt
(7)

α̂h est la quantité d’intérêt approchée issue de la solution admissible,̂αhh est un terme correcteur dépendant
des quantités du problème de référence et du problème adjoint. ECRE et ẼCRE sont les erreurs en dissipation
de ces deux problèmes.
On remarque qu’une résolution fine du problème adjoint permet d’améliorer la précision des bornes.

4 Exemple nuḿerique

4.1 Le problème de ŕeférence et l’erreur en dissipation associée
Le problème de référence est illustré sur la Figure 1. Concernant les paramètres matériaux, on choisit le module
d’Young E = 109Pa, le coefficient de Poissonν = 0, 3 et la masse volumiqueρ = 103kg/m3. L’opérateur
B est choisi tel queB = (τK)−1 où le temps de relaxation estτ = 10−3s. Le chargement le long de l’arrête
située en haut à droite de la structure augmente linéairement en fonction du temps deN0 = 0 à t = 0 s à
N0 = 107Pa à t = T = 10−2s.

N d

N d

N 0

tT

˙̃
yy

tt0 t0b
t1b

t1 T

1

mes( ) .( t1 − t0)

Σ

ω

FIG. 1 – Problème de référence et domaine d’intérêtω (gauche), extracteur (droite)

Afin de résoudre ce problème, on utilise une méthode des éléments finis avec des éléments quadrangle à 4
nœuds et le schéma d’intégration de Newmark des accélérations linéaires, qui est conditionnellement stable. A
partir du paramètreβ, on obtient le pas de temps∆t tel que :

β =
∆t

∆tc
(8)

où∆tc est le pas de temps critique.

Pour fixer le paramètre CFLβ, l’erreur en dissipation relativeǫCRE , définie ci-dessous, est analysée sur la
Figure 2.

ǫCRE =
||σ̂ − B

−1 ˙̂ǫp||B

||σ̂ + B
−1 ˙̂ǫp||B

(9)
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Quandβ est supérieur à0, 87, l’estimateur d’erreur globale est élevé. Sinon, lorsqueβ est plus petit que0, 82,
l’erreur relative est quasi-identique. Par conséquent, le paramètre CFL retenu estβ = 0, 61.
Dans la partie suivante, la discrétisation du problème deréférence est fixée à 400 éléments en espace et 200
pas de temps.

FIG. 2 – Erreur relative du problème de référence

4.2 Bornes inf́erieure et suṕerieure
La quantité d’intérêt retenue est la contrainte “moyenne” sur[t0, t1] × ω. Ainsi, les extracteurs sont :

δ ˙̃Σ =

[

0 0

0 δ ˙̃Σyy

]

, δΓ̃Σ = 0 (10)

oùδ ˙̃Σyy est représentée sur la Figure 1.

On introduit les bornes adimensionnées inférieure et supérieure sur la quantité d’intérêt :














ξ̄+ =
αh + αhh + Eh

CRE Ẽh
CRE

αex

ξ̄− =
αh + αhh − Eh

CRE Ẽh
CRE

αex

(11)

La quantité d’intérêt exacteαex est calculée en prenant une discrétisation très fine.

Sur la Figure 3, les évolutions des bornes adimensionnéesinférieure et supérieure (ξ̄−, ξ̄+) sont représentées
en fonction de la discrétisation du problème adjoint. Avec une discrétisation de 10000 éléments en espace et
1000 pas de temps pour résoudre le problème adjoint, des bornes adimensionnées à 15% sont obtenues.
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FIG. 3 – Bornes adimensionnées inférieure et supérieure surla quantité d’intérêt

5 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
1. Cette méthode permet d’obtenir des bornes inférieure et supérieure sur une quantité d’intérêt en dyna-

mique.

2. La précision des bornes peut être améliorée en raffinant uniquement le problème adjoint.

Différentes possibilités sont envisagées pour améliorer la qualité des bornes :
– un raffinement local en espace et en temps peut être utilis´e.

– la construction des champs admissibles peut être améliorée.

– des nouvelles bornes prenant en compte le terme d’énergiecinétique, qui a été négligé dans un premier
temps, peuvent être construites en utilisant le théorème de Brun.

– des nouvelles bornes peuvent être obtenues en utilisant l’inégalité de Legendre-Fenchel à la place de l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.
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