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B. K ADOCH1 , D. KOLOMENSKY 1 , W.J.T. BOS2 , K. SCHNEIDER 1 & P. A NGOT 3

1 M2P2–UMR 6181 CNRS CMI, Aix-Marseille Université, Marseille, France
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Résuḿe :
L’influence de paroi sur le transport et le mélange d’un scalaire passif dans unécoulement turbulent bidimensionnelle
en d́eclin estétudíee. Il a ét́e mis enévidence pŕećedemment que les parois ont une forte influence sur les statistiques
lagrangiennes. Un domaine bipériodique et un domaine circulaire avec des conditions aux limites de non glissement pour
la vitesse et de flux nul pour le scalaire, sont considérés. Des simulations nuḿeriques directes sont utilisées dans ce sens.
Une ḿethode de ṕenalisation impĺement́ee dans un code pseudo-spectral permet de prendre en compte les conditions aux
limites. Cettéetude montre que le ḿelange du scalaire est plus important dans la géoḿetrie confińee duà la production
du gradient du scalaire que dans la géoḿetrie biṕeriodique.

Abstract :
We study the influence of solid boundaries on the scalar transport and mixing in two-dimensional decaying turbulence.
It was shown previously that walls have a strong influence on the Lagrangian statistics. Two distinct geometries are
considered : a biperiodic and a circular domain with no-slipboundary conditions for velocity and no-flux for the scalar.
Direct numerical simulations are performed. A penalization method is used in a pseudo-spectral code to take into account
the boundary conditions. Our study shows that mixing is morepronounced in the confined case due to the stronger
production of scalar gradient than in the periodic case.

Mots clefs : Mélange, scalaire passif, turbulence, confinement

1 Introduction
Le transport et le mélange dans des domaines confinés est unproblème important qui a des multiples ap-
plications industriels, comme les réacteurs chimiques. Il a été étudié à de nombreuses reprises pour une tur-
bulence homogène isotrope [1, 2]. De plus, beaucoup de problèmes, comme le mélange de polluants dans
l’atmosphère, peuvent être considérés en première approximation comme des écoulements bidimensionnels.
Dans notre étude, on s’intéresse à l’influence de parois sur le transport et le mélange dans une turbulence bi-
dimensionnelle en déclin. Dans [3], l’influence de paroi non glissante sur les statistiques lagrangiennes a été
étudiée dans une géométrie circulaire. Il a été mis enévidence que la création de tourbillons à la paroi et le
décollement de ces derniers, ont une forte influence sur lesstatistiques de l’accélération lagrangienne. On se
demande ici si la présence de paroi a un effet sur le transport et le mélange d’un scalaire passif. Les méthodes
de pénalisation [4] permettent d’ajouter des géométries complexes dans des schémas numériques en géométrie
cartésienne. L’étude sera donc réalisée en utilisant une méthode de pénalisation afin de prendre en compte les
différentes géométries et conditions aux limites aux bords dans un code Fourier pseudospectral.

L’organisation du manuscrit est la suivante :
Dans un premier temps, le modèle physique et la méthode numérique seront expliqués. Les paramètres phy-
siques et les conditions initiales utilisées, qui caract´eriseront les écoulements, seront ensuite décrits. Enfinles
résultats sur la partie eulérienne de l’écoulement, surle mélange du scalaire passif et sur le transport lagrangien
seront discutés. Finalement une conclusion et quelques perspectives seront exposées.

2 Modèle physique et ḿethode nuḿerique
Dans cette partie, les équations utilisées, ainsi que le modèle physique pour assurer les conditions limites aux
bords de paroi, sont décrites. Afin de mettre en évidence l’effet des parois, deux géométries différentes sont
considérées : un domaine carré de longueur2π avec des conditions aux limites périodiques et un domaine
circulaire de rayonR avec des conditions aux limites de non glissement pour la vitesse et de flux nul pour le
scalaire passif. Ce domaine circulaire est immergé dans ledomaine périodique. Les équations de Navier-Stokes
incompressible écrites sous sa forme adimensionnée danssa formulation vorticité-vitesse, sont :
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∂ω

∂t
+ ~u · ∇ω − ν∇2ω = − 1

ηu

∇× (χ · ~u) (1)

∇ · ~u = 0, (2)

où ~u = (u1, u2) est la vitesse,ω = ∇ × ~u la vorticité etν la viscosité cinématique. Le terme de droite dans
(1) correspond au terme de pénalisation, qui permet d’imposer des conditions aux limites de non glissement
[4, 5], et qui n’est pas présent dans le cas périodique. La fonction masqueχ vaut1 à l’extérieur du domaine
fluide et vaut0 dans l’écoulement où les équations de Navier-Stokes sont rétablies. La perméabilitéηu est
choisie suffisamment petite pour unν donnée [5] afin d’assurer la convergence de la méthode de p´enalisation
en volume. L’idée physique de la pénalisation est de considérer le milieu solide comme un milieu poreux et de
faire tendre sa porosité vers zéro, ainsi la vitesse est nulle à la paroi.

Pour étudier le mélange, l’équation d’advection-diffusion pénalisée d’un scalaire passif est considérée :

∂θ

∂t
+ ((1 − χ)~u) · ∇θ = ∇ · ([κ(1 − χ) + ηθχ]∇θ), (3)

où θ est le scalaire passif qui peut être par exemple la concentration ou la température,κ est la diffusivité du
scalaire, etηθ est le paramètre de pénalisation. Le terme de droite dans (3) correspond au terme de diffusion
pénalisé, qui est responsable des conditions aux limitesde flux nul à la paroi [6]. Dans le cas périodique le
terme de droite se ramène àκ∇2θ. La pénalisation est différente par rapport au premier cas. Pour assurer une
condition de flux nul à la paroi, on considère une diffusivité faible dans la partie solide.

Le schéma numérique utilisé est basé sur une méthode pseudospectrale classique avec une résolution de
N = 5122 et une intégration en temps semi-implicite avec∆t = 10−4 [5]. Les paramètres de pénalisation
sont égales àηu = 10−4 etηθ = 10−7 dans les équations (1) et (3) respectivement.

3 Paramètres physiques et conditions initiales
Deux simulations différentes ont été performées, une pour un domaine carré de longueur2π et une pour un
domaine confiné qui est un disque centrée dans le domaine carré de rayonR = 2.8. La viscosité cinématique
est égale à10−4.

Dans les deux cas, la condition initiale est un champ aléatoire gaussien corrélé avec une enstrophie ini-
tiale Z = 1/2〈ω2〉 = 55.8, où 〈.〉 est la moyenne spatiale. Le temps de retournement d’un tourbillon est
Te = 1/

√
2Z = 0.096 et la microéchelle de Taylor estλ =

√

E/Z = 0.095, oùE = 1/2〈u2〉 est l’énergie
cinétique initiale. Le nombre de ReynoldsRe = S

√
E/ν est autour de45000 et de40000 pour le domaine

périodique et le domaine circulaire, respectivement.S est une longueur caractéristique du domaine fluide :
S = 2π dans le cas périodique etS = 2R dans le cas circulaire.

La condition initiale pour le scalaire passif est une tâchecentrée dans le domaine avec un profil gaussien. Son
rayon caractéristique est de un dans le cas périodique. Lerapport entre la surface fluide et la tâche est constante
pour les deux géométries et vaut1/(4π). Le nombre de SchmidtSc = ν/κ est égal à l’unité, oùν = κ = 10−4.

4 Résultats

4.1 Statistiques Euĺeriennes
La figure 1 montre l’évolution de l’énergie et de l’enstrophie. L’énergie décline très faiblement et très lente-
ment pour les deux cas. Par contre, pour des temps longs, l’énergie décline plus vite dans le cas du cercle. Les
différentes valeurs absolues d’énergie àt = 0 entre le cas périodique et confiné, sont dues au fait que tout le
domaine de calcul est pris en compte. Au départ, l’enstrophie des cas périodiques et circulaires déclinent de
la même façon, les deux courbes se superposant, puis on voit apparaı̂tre les effets des parois sur l’écoulement
avec une enstrophie plus forte dans le cercle. Ceci expliquele déclin plus rapide de l’énergie dans le cercle, en
effet son taux de décroissancedtE est égal à la dissipation−2νZ. De plus, le déclin de l’enstrophie dans le
domaine périodique se fait de manière monotone tandis quepour le domaine circulaire l’enstrophie décline en
présentant des oscillations dues à la production de la vorticité et des gradients de vorticité à la paroi. En effet,
les conditions aux limites de non glissement à la paroi créent une couche limite turbulente qui se déstabilise.
Ensuite la couche limite se détache et s’enroule, injectant ainsi des structures cohérentes. Les champs de vor-
ticité présentés dans la figure 2 illustre ce phénomène. Le terme de pénalisation dans l’équation (1) peut être
vu comme un terme de production à la paroi. Le lecteur pourratrouver dans [7] une étude eulérienne plus
complète pour un écoulement similaire.
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FIGURE 1 – Evolution de l’énergie (gauche) et de l’enstrophie (droite) en fonction du temps pour les géométries
périodiques et circulaires.

4.2 Scalaire passif
Fig. 2 montre également des visualisations du champ scalaireθ à t = 104Te pour les deux géométries. Le sca-
laire est advecté par les structures cohérentes présentes dans l’écoulement et a tendance à glisser au niveau de
la paroi. Cependant, au centre de l’écoulement, le comportement dans le cercle est similaire au cas périodique
avec un scalaire qui est étiré et replié. Le scalaire subit également de la diffusion.
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FIGURE 2 – Champ de vorticité (gauche) et champ scalaire (droite) `a t = 104Te pour la géométrie périodique
(haut) et pour la géométrie circulaire (bas). La ligne en trait plein représente la limite du domaine circulaire.

Dans Fig. 3 (gauche) l’évolution en temps de la variance du scalaire définie parσ2(t) = 〈(θ(t) − 〈θ(t)〉)2〉,
montre que le mélange du scalaire est plus important dans lecas circulaire. En effet la variance décline plus
vite à partir det ∼ 10Te, ce qui correspond au temps où les parois commencent à agirsur la tâche. Néanmoins,
l’évolution en temps de la dissipation du scalaire, Fig. 3 (droite), définie parΛ(t) = 〈|∇θ(t)|2〉 , est proche pour
les deux cas au début de l’écoulement mais est légèrement plus faible dans le cas du cercle aprèst = 211Te.
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Cette dernière quantité donne une indication sur le taux de décroissance de la courbe d’évolution de la variance
du scalaire.

On peut noter que dans un régime chaotique caractérisé par un nombre de Reynolds petit [8], cet effet est
différent, le mélange est plus faible en présence de parois. Ceci est expliqué par le fait que dans des écoulements
turbulents la vorticité joue un rôle primordial dans le m´elange de scalaire et que la production de vorticité est
augmenté par la présence de paroi.
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FIGURE 3 – Evolution de la variance du scalaireσ2 (gauche) et de la dissipation du scalaireΛ (droite) pour la
géométrie périodique et pour la géométrie circulaire.

La production du gradient du scalaireΓ est tracée dans Fig. 4 et est définie parΓ(t) =
∫

γ(~x, t)d~x, où la
production locale du gradient du scalaireγ = 1/2|∇θ|s cos 2α est proportionnelle à l’angleα que fait le
gradient du scalaire et le vecteur propre du tenseur de contraintes =

√
s1

2 + s2
2 avecs1 = ∂xu1 − ∂yu2 et

s2 = ∂xu2+∂yu1 [9, 10]. La production du gradient du scalaire permet de quantifier principalement l’étirement
et le repliement de l’interface des zones non mélangées. La production est au début beaucoup plus importante
dans le cercle, puis à partir det ∼ 300Te la production dans les deux cas est très similaire.
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FIGURE 4 – Evolution de la production du gradient du scalaire pour les cas périodiques et circulaires. Inset :
production du gradient du scalaire pourt/Te ǫ [0, 100].

4.3 Statistiques Lagrangiennes
Le point de vue lagrangien utilisé ici nous permet de regarder l’influence des parois sur le transport. En effet
il n’y pas de phénomène de diffusion dans l’équation de particules passives :~uL(t) = d~x/dt = ~u[~x(t), t]
ce qui correspond à un nombre de Schmidt infini. Les quantit´es lagrangiennes sont obtenues en interpo-
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lant les quantités eulériennes et sont intégrées en temps en utilisant un schéma de Runge-Kutta du second
ordre. L’accélération lagrangienne est définie par la somme du gradient de pression et du terme diffusif
~aL = −∇p + ν∇2~u. Les quantités lagrangiennes sont ensuite obtenues en moyennant l’ensemble sur10000
particules, réparties uniformément au départ sur la tâche de scalaire, pour l’intervalle de temps[0, 190Te].
Comme la turbulence est en déclin, on divise les quantitéslagrangiennesL(t) par leur écart type instantané
σL(t) calculée à chaque pas de temps sur l’ensemble des particules [3]. Toutes les statistiques lagrangiennes
sont ainsi rendues stationnaires. Afin de ne pas alourdir la notation, les quantitésL(t)/σL(t) seront notéesL(t).

Trois trajectoires types sont montrées dans Fig. 5. Diverses comportements sont observés : les particules
peuvent avoir des trajectoires rectilignes ou en spirales,ou suivre la paroi avant d’être réinjectées avec une
forte accélération lagrangienne dans le centre du domaine.
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FIGURE 5 – Trois trajectoires dans la géométrie périodique (gauche) et circulaire (droite). Les cercles indiquent
la position initiale des particules. Chaque trajectoire est coloriée avec le module de son accélération lagran-
gienne, normalisé par sa valeur maximum :|~aL(t)|/max(|~aL|) où de haut en bas par rapport à sa position ini-
tiale pour le cas périodiquemax(|~aL|) = 4.6, 4.3, 1.8 et pour le cas circulairemax(|~aL|) = 4.98, 15.33, 2.78.

Les PDFs (PDF : densité de probabilité) de la vitesse lagrangienne, Fig. 6 (gauche), sont similaires pour les cas
périodiques et circulaires avec un comportement quasi-gaussien. Un petit pic apparaı̂t dans le cas avec paroi.
Cette plus forte probabilité d’obtenir des vitesses nulles est due à la condition de non glissement à la paroi.

La figure 6 (droite) montre les PDFs de l’accélération lagrangienne. Les comportements sont similaires par
rapport à [3]. En effet, le cas circulaire montre des évènements extrêmes par rapport au cas périodique, par la
présence d’ailes lourdes. Ces dernières sont causées par la capture de particules dans des tourbillons générées
par la paroi Fig. 5. Ces résultats sont similaires à ceux obtenues dans [3] où la répartition initiale des particules
se fait dans tout le domaine fluide, cette répartition initiale ne joue donc pas un grand rôle dans le transport.
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où σuL
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oùσaL

= 〈aL
2〉xt.

5
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5 Conclusion
En conclusion, deux simulations numériques directes d’unécoulement turbulent en déclin, incompressible et
bidimensionnelle ont été étudiées pour deux géométries distinctes : un domaine carré et un domaine circulaire.
Pour ce dernier, la méthode de pénalisation permet d’imposer des conditions aux limites de non glissement
pour la vitesse et de flux nul pour le scalaire à la paroi, dansun code Fourier pseudospectral. Le mélange d’un
scalaire passif et le transport lagrangien des particules ont été examinés et quantifiés.

Cette étude nous a permis de montrer qu’il existe une nette influence des parois sur le transport et le mélange. En
effet l’advection joue un grand rôle dans le transport et lemélange ce qui est visible surtout pour l’accélération
lagrangienne. Toutefois, les statistiques d’ordre deux liées au scalaire passif sont moins sensibles à la présence
de paroi, mais le mélange reste plus rapide dans le cercle.

Un travail sur le transport et le mélange dans un mixeur mod´elisé par un domaine confiné circulaire avec des
pales en rotation, est en cours. En effet, la pénalisation permet de prendre en compte des obstacles mobiles
avec les mêmes conditions aux limites que l’étude présentée ici. La Fig. 7 montre des champs de scalaire passif
dans un mixeur pour un régime laminaire avec un nombre de Schmidt de un. Les pales du mixeur forment une
croix composée de deux rectangles et tournent dans le sens horaire. La condition initiale pour le scalaire est
une tâche. Cet exemple montre que les techniques de pénalisation permettent d’étudier le mélange dans des
configurations complexes et ont de multiples applications en génie des procédés.
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