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Résuḿe :
Cette communication présente une approche semi-analytique permettant l’étude de la propagation d’ondes dans les sols
multicouches poróelastiques en ŕegime transitoire. L’approche théorique est baśee sur la ḿethode de matrice de raideur
exacte adapt́eeà la théorie de Biot, d́evelopṕee dans le domaine des nombres d’ondes et coupléeà une technique de condi-
tionnement matriciel. Effectivement, les méthodes classiques peuvent fournir des systèmes matriciels mal conditionnés.
La technique de conditionnement appliquée ici au cas poróelastique permet de traiter n’importe quelle configuration de
problèmes, y compris ceux impliquant de hautes fréquences, de grandes valeurs de nombres d’ondes ou encore de fortes
épaisseurs de couches. Différents types de milieux et d’excitations peuvent alorsêtreétudíes. L’efficacit́e de la technique
ainsi que l’influence de l’h́et́eroǵeńeité multicouches sont présent́ees dans cette communication. Enfin, les techniques
semi-analytiques d́evelopṕees peuvent servir de benchmark aux outils de simulation en poroélasticit́e.

Abstract :
The authors propose a semi-analytical approach to study wave propagation in multilayered poroelastic grounds due to
transient loads. The theoretical development is based on the exact stiffness matrix method relative to the Biot theory,
developed in the wavenumber-frequency domain, coupled to a matrix conditioning technique. The usual methods provide
poorly-conditioned numerical systems due to the presence of mismatched exponential terms. In this paper, exponential
terms with positive argument are not explicitly calculated. The method can thus be applied in a wide field of configurations,
without restriction concerning high frequency, large Fourier transform parameter or layer thickness. Efficiency of the
proposed method and effects of the layering on the solid and fluid displacements are discussed. This approach can be of
interest for the validation of numerical tools.

Mots clefs : milieu poroélastique multicouches, ḿethode de matrice de raideur exacte, th́eorie de
Biot, conditionnement de matrices, ŕegime transitoire

1 Introduction
L’ étude de la propagation d’ondes en milieux poreux est un sujet d’importance dans de nombreux domaines en
mécanique. Les premières approches théoriques traitant de la propagation d’ondes en poroélasticit́e d’un point
de vue macroscopique ontét́e d́evelopṕees par Biot. Le milieu est modélisé par un milieu continùa deux phases
compośe d’un squelette solide poreux déformabléelastique et d’une particule fluide. Durant les trois dernières
décennies, et dans le cas de régimes transitoires, plusieurs approches semi-analytiques ontét́e d́evelopṕees :
Paul [1] pour des comportements non dissipatifs, Gajo et Mongiovi [2] pour des cas 1D, Carcione et al. [3]
avec unéetude compl̀ete des ondes de compression pour des milieux poreux viscoacoustiques, Degrande et
al. [4] pour des milieux poreux secs, partiellement ou totalement saturés, et plus ŕecemment Gerasik et Statna
[5] par int́egration dans le domaine des nombres complexes. Ces travaux sont basés sur les d́ecompositions de
Helmholtz, les transforḿees de Fourier et/ou Hankel sur les variables temporelle et/ou spatiales. Ils conduisent
à un formalisme matriciel exact. Les solutions analytiques en déplacements sont dévelopṕees dans le domaine
fréquentiel et des nombres d’ondes. Pour le cas particulier des configurations multicouches, plusieurs tech-
niques peuvent̂etre utiliśees : les ḿethodes de matrice de transfert, de matrice de raideur exacte ou encore
de matrice de transmission et réflexion (TRM). En poróelasticit́e, une ḿethode de matrice de raideur exacte a
ét́e d́evelopṕee par Rajapakse et Senjuntichai [6] pour des problèmes harmoniques 2D et par Degrande et al.
[4] pour des milieux saturés ou non. Tous ces auteurs insistent sur les problèmes de conditionnement des ma-
trices raideurs, en particulier pour les grandes valeurs des nombres d’ondes et de pulsations, et aussi les fortes
valeurs d’́epaisseur de couches. Pour résoudre ce problème, Rajapakse et Senjuntichai [6] utilisent les outils
de math́ematique symbolique pour obtenir des matrices exactes analytiques mieux conditionnées. La ḿethode
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TRM aét́e ŕecemment adaptée aux milieux poroviscóelastiques dans le cas d’une géoḿetrie axisyḿetrique, Lu
et Hanyga [7]. Une technique similaire peutêtre impĺement́ee dans les approches de matrice de raideur exacte,
et c’est ce qui est proposé dans cette communication.

2 Approche théorique
L’approche semi-analytique est basée sur la th́eorie macroscopique complète de Biot, traditionnellementécrite
à l’aide des d́eplacements des phases solide et fluide−→u et

−→
U . Le probl̀eme se ŕesume sous la forme suivante :

σij,j = (1− φ)ρsüi + φρf Üi (1)

p,i = − φ

K
Υ(t) ∗ (U̇i − u̇i) + ρf (a∞ − 1)üi − a∞ρf Üi (2)

pour leséquations du mouvement, et pour les deux lois de comportement :

σij = λ0εkkδij + 2µεij − βpδij (3)

−φ (Uk,k − uk,k) = βuk,k +
1
M

p (4)

Dans leséquations pŕećedentes, nous utilisons les notations usuelles de mécanique. Pour l’aspect spécifique
de la poróelasticit́e, φ repŕesente la porosité, K la perḿeabilit́e, a∞ la tortuosit́e, p la pressionβ et M les
coefficient de Biot etρs et ρf les masses volumiques solide et fluide respectivement. Le modèle JKDΥ de
la perḿeabilit́e dynamique áet́e pris en compte et implément́e dans le domaine fréquentiel. Les principales
étapes du d́eveloppement th́eorique sont, cf. Lefeuve-Mesgouez and Mesgouez [8] :
1) Une charge impulsionnelle verticale de type ondelette de Ricker est appliquée en surface d’un massif
poróelastique semi-infini multicouches. Chaque coucheétant homog̀ene, il y a ind́ependance par couche des
param̀etres ḿecaniques vis̀a vis des variables spatiales : ainsi, la dérivée spatiale des lois de comportement est
intégŕee dans leśequations du mouvement.
2) Pour des raisons de simplifications, nous retenons ici la formulation en déplacement solide - déplacement
relatif {−→u ,−→w = φ(−→U −−→u )}.
3) Une d́ecomposition de Helmholtz sur les déplacements solide et relatif, combinéeà une triple transforḿee de
Fourier sur le temps (notée∗, de param̀etreω) et sur les variables spatiales de surface (notée ,̄ de param̀etres
γ et ζ) conduit à d́efinir les matrices masse[M ], raideur[K] et amortissement[C] assocíees au problème
poróelastique.
4) Nous obtenons alors le système matriciel diff́erentiel ordinaire suivant :

((
d2

dz2
− γ2 − ζ2

)
[KP ] + ω2[M ]− iω[C]

){
ϕ∗
ϕr∗

}
=

{
0
0

}
(5)

En notantkPj les nombres d’onde verticaux issus du déterminant associé au syst̀eme (5) (j = 1 pour l’onde
P1 et 2 pour l’ondeP2), les potentiels scalaires de Helmholtz s’expriment sous la forme suivante :

{
ϕ∗

ϕ
∗r

}
=

{
1

F1

}
Φ
∗I
1 eikP1z +

{
1

F1

}
Φ
∗R
1 e−ikP1z +

{
1

F2

}
Φ
∗I
2 eikP2z +

{
1

F2

}
Φ
∗R
2 e−ikP2z

I repŕesente l’onde “incidente” etR l’onde “réfléchie”. En consid́erant la ǵeoḿetrie choisie (axez vertical as-
cendant), la condition de radiationà l’infini est vérifiée pour=m{kPj} < 0, j = 1, 2. De plus, la propagation
a lieu selon lesz décroissants pour les ondes “incidentes”, ce qui fixe<e{kPj} > 0 pourω > 0. Les potentiels
vecteurs de Helmholtz s’expriment avec des expressions similaires. Le champ des déplacements transforḿes

s’écrit alors sous la forme suivante, avec le vecteur des constantes d’intégration< Φ∗I
, Φ∗R

>t :

< u∗z >t=< u∗x, u∗y, iu∗z, iw∗z >t = [MatIZI(z), MatRZR(z)] < Φ∗I
, Φ∗R

>t (6)

MatI =




iγ iγ 1 0
iζ iζ 0 1

−kP1 −kP2
−iγ
kS

−iζ
kS

−kP1F1 −kP2F2
−iγ
kS

G −iζ
kS

G


, ZI = Diag[eikP1z, eikP2z, eikSz, eikSz]
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MatR =




iγ iγ 1 0
iζ iζ 0 1

kP1 kP2
iγ
kS

iζ
kS

kP1F1 kP2F2
iγ
kS

G iζ
kS

G


, ZR = Diag[e−ikP1z, e−ikP2z, e−ikSz, e−ikSz].

En consid́erant la couche “n”, et en introduisantzn−1 et zn les limites suṕerieure et inf́erieure de la couche,
avechn = (zn − zn−1) < 0, il vient :

{
u∗z=zn−1

u∗z=zn

}
=

[
MatIZI

z=zn−1
MatRZR

z=zn−1

MatIZI
z=zn

MatRZR
z=zn

]{
Φ∗I

Φ∗R

}
= [Q]

{
Φ∗I

Φ∗R

}
(7)

Le point probĺematique dans la formulation préćedente est le conditionnement de la matrice[Q] : cette matrice
est connue pour̂etre mal conditionńee, ce qui rend les résultats nuḿeriques peu fiables et entachés d’erreurs,
surtout pour de grandes valeurs d’épaisseur de couche et/ou de fortes valeurs de nombres d’ondes et/ou de
fréquences. Pour aḿeliorer le conditionnement de[Q], les termes exponentiels positifs sont “transféŕes” dans
le vecteur des constantes d’intégration, qui ne sera pas détermińe explicitement. Il s’agit d’une réécriture des
syst̀emes matriciels (7) et (8) qui ne concerne au final que la matrice résultante, sans autre implication. Cette
technique de conditionnement conduità un syst̀eme nuḿerique bien mieux conditionné, avec une nouvelle ma-
trice [Q′]. Il n’y a alors plus aucune restriction concernant la résolution du système matriciel pour de grandes
valeurs d’́epaisseur de couche et/ou de fortes valeurs de nombres d’ondes et/ou de fréquences. Ceci est par-
ticulièrement important en ce qui concerne l’étude des ŕegimes transitoires pour lesquels les paramètres de
transforḿees de Fourier peuvent présenter de fortes valeurs numériques.

Le nouveau vecteur des constantes d’intégration (i.e. modifíe pour le conditionnement)Φ′∗I/R
1 , Φ′∗I/R

2 , ψ
′∗I/R
Sx ,

ψ
′∗I/R
Sy et ψ

′∗I/R
Sz se d́eduit des conditions aux limites du problème consid́eŕe, ce qui d́efinit la matrice[S] de

telle sorte que

[S] < Φ∗I
,Φ∗R

>t=< Σ∗
z=zn−1

,−Σ∗
z=zn

>t, cf. [8] (8)

On en d́eduit alors les expressions analytiques du champ de déplacements pour une couche “n” :
[

SI SRZ′(hn)
−SIZ′(hn) −SR

] [
MatI MatRZ′(hn)

MatIZ′(hn) MatR

]−1 {
u∗z=zn−1

u∗z=zn

}
=

{
Σ
∗
z=zn−1

−Σ
∗
z=zn

}
(9)

Un assemblage classique entre les différentes couches est ensuite effectué, en v́erifiant la continuit́e des contrain-
tes et d́eplacements aux interfaces entre les différentes couches. Le cas de l’espace semi-infini en dessous de
la dernìere couche est traité śepaŕement puis assemblé. Effectivement, seules les ondes “incidentes” doivent
être conserv́ees et la formulation matricielle s’en trouve réduite. Les d́eplacements transforḿes du massif
poróelastique multicouches se présentent alors de manière analytique dans le domaine transformé des nombres
d’ondes et de pulsations. Le retour dans le domaine spatio-temporel s’effectue de manière nuḿerique. L’́evalua-
tion des int́egrales est réaliśee soit par une ḿethode sṕecifique (ḿethode de quadrature de type Filon adaptéeà
la gestion des intégrales pouvant présenter de fortes oscillations et des variations brusques de forme, ce qui est
notre cas ici), ou bien par un algorithme de transformée de Fourier rapide (IFFT) avec des valeurs appropriées
pour la discŕetisation et les valeurs de troncature.

3 Résultats nuḿeriques et ḿecaniques obtenus

Deux types de milieux poreux seront considéŕes ici : tout d’abord, un sol poreux de type “Grés de Berea”
satuŕe (totalement) d’eau ainsi qu’un sol de type sableux (Sand of Mol)également saturé d’eau. Une ondelette
excitatrice de Ricker est appliquée sur une bande de largeur finieà la surface du sol, et présente deux fréquences
centrales d’excitation respectivementà basse et haute fréquences, afin d’illustrer une large gamme de réponses
du milieu poreux :fc1 = 400Hz et fc2 = 400kHz. Les ŕesultats propośes ontét́e obtenus par l’interḿediaire
d’une IFFT avec8192 × 2048 points et des valeurs appropriées pourγmax et ωmax : ce choix émane de
tests nuḿeriques plus que de l’utilisation de critères purement mathématiques dans la mesure où l’absence de
recouvrement de spectres et la bonne discrétisation (i.e. absence de sensibilité) dans le domaine transformé sont
les points clefs̀a vérifier.
La Figure 1 pŕesente l’́evolution de la norme matricielle des matrices[Q] et [Q′] préćedemment d́efinies en
fonction de la pulsation, pour une valeur fixée deγ = 1.5. La norme matricielle est définie par :
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FIG. 1 – Variation de la norme matricielle de[Q] ou [Q′] en fonction de la pulsation

‖QM,N‖1 = max(1≤j≤N)(
M∑

i=1

|Qij |) (10)

Deux configurations de sol y sont traitées : une couche (30 m) sur espace semi-infini avec ou sans condition-
nement de matrice et deux couches identiques (15 m chacune) sur espace semi-infini sans conditionnement de
matrice.
De tr̀es fortes valeurs de‖Q‖1 sont obtenues du fait de la présence des termes exponentiels positifs. Une
diminution de l’́epaisseur de la couche conduità des valeurs de normes plus acceptables, mais la diminu-
tion de l’épaisseur de la couche ne solutionne pas le problème du mauvais conditionnement et ne permet pas
l’obtention de ŕesultats nuḿeriques fiables. De plus, la subdivision de couches en sous-couches pour réduire
l’influence du mauvais conditionnement conduità des syst̀emes matriciels plus importants et plus lourdsà
gérer nuḿeriquement : le temps d’exécution nuḿerique peut s’alourdir considérablement. Gr̂aceà la technique
de conditionnement présent́ee dans cette communication, la norme matricielle reste stable pour toutω, ce qui
conduità des ŕesultats nuḿeriques fiables et précis.
La Figure 2 pŕesente 4 sous-figures illustrant l’évolution temporelle des déplacements solide et relatif pour
diff érents sols poróelastiques et pour un point situé en profondeur. Chaque sol est constitué de 2 couches
(d’épaisseurs identiques ici) sur un espace semi-infini. L’épaisseur des couches est de 20 m et 0.02 m pour les
fréquences centrales de l’ondelette de Rickerfc1 et fc2. Les quatre configurations de sol (notés cas 1 jusqu’à
4) sont : les cas 1 et 4 correspondentà des sols homogènes de type “mou” (Sand of Mol) et “dur” (Berea
Sandstone). Pour le cas 2, la première couche est sableuse, la seconde et l’espace semi-infini sont plus durs.
Pour le cas 3, il y a inversion des couches 1 et 2, de telle sorte qu’une couche “molle” est incluse entre deux
couches plus dures. Pour toutes les configurations, le même facteur de correction fréquentielle est appliqué, et
le même amortissement (de type hystéŕetique) est pris en compte pour le squelette solide. Rappelons que cet
amortissement hystéŕetique est un amortissement indépendant des fréquences excitatrices. Une valeur de 1%
est consid́eŕee ici. Uneétude similaire pourrait̂etre meńee sans amortissement ou avec un amortissement de
type Kelvin-Voigdt ou de type Rayleigh.
Le point d’observation choisi ici est situé à (x, z) = (+10m,−10m)/(+0.01m,−0.01m) pour fc1 et fc2

respectivement. Les déplacements solides et relatifs sont normés vis à vis du d́eplacement maximal solide
obtenu pour le cas 1. Les figures présentent une première śerie de pics (forme issue de l’ondelette de Ricker)
dueà l’ondeP1 qui est la plus rapide. Des pics d’amplitude plus faible sont ensuite observés pour les cas 2
et 3, issus des réflexions des ondesP1. Ensuite, on voit apparaı̂tre des pics relatifs̀a l’ondeS, prépond́erante
dans cette configuration (observation en profondeur sur le déplacement vertical). Il apparaı̂t clairement sur les
courbes que l’onde de cisaillement est prépond́erante dans tous les cas de figures. Les temps d’arrivée des ondes
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de cisaillement (i.e. temps centraux d’arrivée) sont donńes par, cf. Figures 2(a-b) :

tcas3−4
S =

√
200/1741 + 2.5× 10−3 = 10.6× 10−3s

tcas1−2
S =

√
200/236 + 2.5× 10−3 = 62.4× 10−3s

où les valeurs devS sont obtenues par l’interḿediaire des relations de dispersion (non présent́ees dans cette
communication) et2.5× 10−3 est le d́ecalage temporel de l’ondelette de Ricker.
Les m̂emes temps d’arriv́ee sont obtenus pour les cas homogènes et h́et́erog̀enes car le point d’observation est
situé dans la première couche des sols hét́erog̀enes. La diff́erence de ŕeponse se visualise alors en fonction
des ŕeflexionséventuelles observées, ce qui est visible pour les cas 2 ou 3. La prise en compte de la réponse
du d́eplacement relatif est particulièrement importante, car elle apporte une information supplémentaire par
rapport aux cas purementélastiques et non poroélastiques. Pourfc1 (basse fŕequence), les d́eplacements relatifs
présentent de faibles amplitudes, avec un maximum pour l’onde de cisaillement de l’ordre de 1.7%. Pourfc2

(haute fŕequence), le d́ecouplage entre les composantes solide et fluide du milieu poreux est plus marqué : la
Figure 2(d) montre un d́eplacement relatif perceptible pour les deux types de sols, avec une amplitude plus
conśequente (par rapportà la basse fŕequence, et par rapport au sol de type Berea Sandstone) du déplacement
relatif pour le sol constitúe de Sand of Mol et pour le point d’observation considéŕe (cas 1 et 2). Le d́eplacement
relatif peut ainsi atteindre des valeurs de 23%. Plus le d́ecouplage est important entre les deux phases, plus
l’amplitude du d́eplacement relatif est marquée, car la partie fluide du milieu ne se déplace pas seule (i.e. sans
couplage)̀a l’arrivée de l’ondeS. Enfin, la visualisation de l’ondeP2 est effective sur la Figure 2(d) : de fait,à

(a) (b)

(c) (d)

FIG. 2 – Déplacements verticaux solides (a-c) et relatifs (b-d) pour un point d’étude sitúe à (x, z) =
(+10m,−10m)/(+0.01m,−0.01m) pourfc1 (a-b) etfc2 (c-d) respectivement
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haute fŕequence et pour un massifà dominante “molle”, l’ondeP2 géǹere un d́eplacement relatif observé de 7%
juste avant l’arriv́ee de l’ondeS et conformèa la vitesse de propagation attendue de l’ondeP2. Si on compare les
résultats obtenus entre les deux fréquences d’étude, l’allure des d́eplacements solides est relativement similaire,
et ce sont les d́eplacements relatifs qui diffèrent de façon nette puisque le découplage est plus marqué pourfc2

que pourfc1 (23% contre 1.7%). Il est d’autant plus marqué qu’on met en relief ici l’ondeS “symbole” du
couplage / d́ecouplage entre les phases solide et fluide. Si on compare les réponses entre les deux types de sols,
ce sont principalement les vitesses des ondes et les amplitudes engendrées qui diff̀erent.

4 Conclusion

Une ḿethode de matrice de raideur exacte coupléeà une technique de conditionnement de matrice sont présen-
tées dans le cadre de la poroélasticit́e et pour des régimes transitoires. L’efficacité de la technique de condi-
tionnement est́evalúee en d́eterminant la norme des matrices classiquement mal conditionnées. L’influence
de l’hét́eroǵeńeité du milieu poreux (sous forme d’un multicouches) est visualisée par l’interḿediaire des
déplacements solides et relatifs pour différents types de sols poreux.
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