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Propagation d’ondes dans un milieu por@lastique
multicouches

A. MESGOUEZ, G. LEFEUVE-MESGOUEZ

UMR EMMAH, Universig d’Avignon et des Pays de Vasculose,
Faculte des Sciences,
33 rue Louis Pasteur, 84000 AVIGNON
arnaud.mesgouez@univ-avignon.fr

Résune :

Cette communication psente une approche semi-analytique permettémtde de la propagation d’ondes dans les sols
multicouches porelastiques en&gime transitoire. L'approche #orique est ba&e sur la nethode de matrice de raideur
exacte adayitea la theorie de Biot, 8velop@e dans le domaine des nombres d’ondes et éadplne technique de condi-
tionnement matriciel. Effectivement, legtodes classiques peuvent fournir des&ysts matriciels mal conditioBs.

La technique de conditionnement appkguici au cas porélastique permet de traiter n'importe quelle configuration de
problemes, y compris ceux impliqguant de hautésgjfrences, de grandes valeurs de nombres d’ondes ou encore de fortes
épaisseurs de couches. Bifénts types de milieux et d’excitations peuvent adtrsétudés. L'efficacié de la technique

ainsi que l'influence de l'attrogeréité multicouches sont psenkes dans cette communication. Enfin, les techniques
semi-analytiques&velop@es peuvent servir de benchmark aux outils de simulation e asticié.

Abstract :

The authors propose a semi-analytical approach to study wave propagation in multilayered poroelastic grounds due to
transient loads. The theoretical development is based on the exact stiffness matrix method relative to the Biot theory,
developed in the wavenumber-frequency domain, coupled to a matrix conditioning technique. The usual methods provide
poorly-conditioned numerical systems due to the presence of mismatched exponential terms. In this paper, exponential
terms with positive argument are not explicitly calculated. The method can thus be applied in a wide field of configurations,
without restriction concerning high frequency, large Fourier transform parameter or layer thickness. Efficiency of the
proposed method and effects of the layering on the solid and fluid displacements are discussed. This approach can be of
interest for the validation of numerical tools.

Mots clefs : milieu poroélastique multicouches, néthode de matrice de raideur exacte, taorie de
Biot, conditionnement de matrices, Egime transitoire

1 Introduction

-

L’ étude de la propagation d’ondes en milieux poreux est un sujet d’'importance dans de nombreux domaines en
mécanique. Les premies approcheséloriques traitant de la propagation d’ondes en @lasticieé d’'un point

de vue macroscopique ogte cevelopgees par Biot. Le milieu est métisé par un milieu contina deux phases
compog d’'un squelette solide poreugfdrmableglastique et d’'une particule fluide. Durant les trois deres
décennies, et dans le cas dgjimes transitoires, plusieurs approches semi-analytiquestitodivelopes :

Paul [1] pour des comportements non dissipatifs, Gajo et Mongiovi [2] pour des cas 1D, Carcione et al. [3]
avec unettude compmite des ondes de compression pour des milieux poreux viscoacoustiques, Degrande et
al. [4] pour des milieux poreux secs, partiellement ou totalementéstat plus&cemment Gerasik et Statha

[5] par integration dans le domaine des nombres complexes. Ces travaux sessbakes dcompositions de
Helmholtz, les transforées de Fourier et/ou Hankel sur les variables temporelle et/ou spatiales. lls conduisent
a un formalisme matriciel exact. Les solutions analytiqueségtettements sonédelopees dans le domaine
frequentiel et des nombres d’ondes. Pour le cas particulier des configurations multicouches, plusieurs tech-
niques peuvenétre utili®es : les rathodes de matrice de transfert, de matrice de raideur exacte ou encore
de matrice de transmission éflexion (TRM). En porélasticie, une néthode de matrice de raideur exacte a

ete developpee par Rajapakse et Senjuntichai [6] pour des @mlels harmoniques 2D et par Degrande et al.

[4] pour des milieux sat@s ou non. Tous ces auteurs insistent sur les prob$ de conditionnement des ma-

trices raideurs, en particulier pour les grandes valeurs des nombres d’ondes et de pulsations, et aussi les fortes
valeurs dépaisseur de couches. Poasoudre ce probme, Rajapakse et Senjuntichai [6] utilisent les outils

de matmatique symbolique pour obtenir des matrices exactes analytiques mieux comreitiona nethode
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TRM aéte recemment adapé aux milieux porovis@lastiques dans le cas d’'uneayretrie axisynétrique, Lu
et Hanyga [7]. Une technique similaire pé&itte impEmenée dans les approches de matrice de raideur exacte,
et c’est ce qui est propéglans cette communication.

2 Approche théorique

L'approche semi-analytique est Ig&ssur la teorie macroscopique congté de Biot, traditionnellemestrite
al'aide des éplacements des phases solide et flaitlet U . Le probEme se&sume sous la forme suivante :

i = (1 — @)psiis + opsUs; (1)

pi= —%T(t) s« (U — 115) + praoo — 1)ii; — aoopri 2

pour lesequations du mouvement, et pour les deux lois de comportement :
ij = Aockrdij + 2uei; — Bpdi; 3
1
~& (Uk = ukj) = Burp + 7p 4)

Dans lesequations prcedentes, nous utilisons les notations usuelles deamique. Pour I'aspect agfique
de la porelasticig, ¢ repesente la poro®t K la perneabilite, a., la tortuosié, p la pressionsd et M les
coefficient de Biot ep, et p; les masses volumiques solide et fluide respectivement. Lel@d&D Y de

la perrmeabilitt dynamique @t pris en compte et impimené dans le domaineéguentiel. Les principales
étapes du éveloppement #orique sont, cf. Lefeuve-Mesgouez and Mesgouez [8] :

1) Une charge impulsionnelle verticale de type ondelette de Ricker est aplemu surface d’'un massif
porcelastique semi-infini multicouches. Chaque couetamnt homogne, il y a in@pendance par couche des
paranetres nécaniques vig vis des variables spatiales : ainsi, &idee spatiale des lois de comportement est
intégtee dans leéquations du mouvement.

2) Pour des raisons de simplifications, nous retenons ici la formulatioe@aatment solide -ablacement
relatif {7, W = (U — W)}

3) Une cecomposition de Helmholtz sur leéplacements solide et relatif, combéea une triple transforée de
Fourier sur le temps (nee*, de parargtrew) et sur les variables spatiales de surfacegeqtde pararatres

v et ¢) conduita c&finir les matrices mass@/|, raideur[K| et amortissemeniC] assoddes au prol@me
porcelastique.

4) Nous obtenons alors le sggtie matriciel diferentiel ordinaire suivant :

(i) (£)-{3)

En notanttp; les nombres d’'onde verticaux issus det@minant assoeiau systme (5) { = 1 pour I'onde
P1 et 2 pour 'ondeP2), les potentiels scalaires de Helmholtz s’expriment sous la forme suivante :

2 _ 1 | §# ikpy= 1 | R —ikpy= 1 | s* ikpaz 1 | %*B _—ikpyz
{a*r }_{Fl }<I>1e + I P, e + o Dy e + £ P, e

| repesente I'onde “incidente” &R I'onde “réflechie”. En considrant la @omrétrie choisie (axe vertical as-
cendant), la condition de radiatiar’infini est \erifiee poursm{kp,} < 0, j =1, 2. De plus, la propagation
a lieu selon les décroissants pour les ondes “incidentes”, ce quiftx¢kp, } > 0 pourw > 0. Les potentiels
vecteurs de Helmholtz s’expriment avec des expressions similaires. Le champpiiesedhents transfoés

e . L —+I xR
s'écrit alors sous la forme suivante, avec le vecteur des constantégditibn< " , " t:

*[ =R _ ¢

<ul >'=<u, w, W, iwy > = [Mat'Z'(z), Mat"Z%(2)] <@, @ > (6)
iy 1y 1 0
ic iC 0 1 _ _ o
Mat! = —iry —iC VL = Diag[emplz, eihpaz oiksz e’ksz]
—kp1 —hpr 72 S

; k
“kmF —kmB 0G5
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7y 1y 1 0
i ic 0 , . , ,
MatR — kP kp i i ,ZR — Diag[e_lkplz, e—’Lk’ng’ e—zksz’ e—zksz].
1 2 @ E

kp Ry kpaFy £G SG
En consi@rant la couche “n”, et en introduisant_; et z, les limites suprieure et inérieure de la couche,
avech, = (zn, — zp—1) < 0, ilvient:

—x =1 =1
e Mat'zI_, — Mat®ZE P — Q] P 7)
u Mat'zI_,  MatRZE P P

Z=2zn

Le point probématique dans la formulationgrédente est le conditionnement de la matfi@é: cette matrice
est connue pougtre mal conditionae, ce qui rend lessultats nur@riques peu fiables et enta@shd’erreurs,
surtout pour de grandes valeurgpaisseur de couche et/ou de fortes valeurs de nombres d’ondes et/ou de
fréquences. Pour atiorer le conditionnement d€)], les termes exponentiels positifs sont “tra@mes” dans
le vecteur des constantes dégtration, qui ne sera pagtrmire explicitement. Il s’agit d’'une&criture des
systmes matriciels (7) et (8) qui ne concerne au final que la magmdtante, sans autre implication. Cette
technique de conditionnement conduiin systme nunérique bien mieux conditior@ avec une nouvelle ma-
trice [Q']. Il N’y a alors plus aucune restriction concernantédaalution du systme matriciel pour de grandes
valeurs dépaisseur de couche et/ou de fortes valeurs de nombres d’'ondes et/égquinées. Ceci est par-
ticulierement important en ce qui concernetlide deségimes transitoires pour lesquels les parars de
transfornees de Fourier peuventgsenter de fortes valeurs narigues.

—1x[/R —1xI/R —/xI/R

Le nouveau vecteur des constantes égnation (i.e. modié pour le conditionnemend); ', @, ', ¥g,
@S;/R et @SZI/R se ceduit des conditions aux limites du prébte consiéré, ce qui @finit la matrice[S] de

telle sorte que

5] < 8 & st=c T T st ef. (g 8)

2=2Zp—1" 2=2n

On en eduit alors les expressions analytiques du champegi&adements pour une couche “n” :

ST SRZ (hy) Mat' Mat®Z' (ha) 17" Uieey | _ [ e, ©
—517' (hy) —SE Mat'Z' (hy) Mat® u; I . >

z=znp z=2zp

Un assemblage classique entre lesddhtes couches est ensuite effécan erifiant la continuié des contrain-

tes et @placements aux interfaces entre lesaléhtes couches. Le cas de I'espace semi-infini en dessous de
la dernire couche est tréitepaément puis assenthl Effectivement, seules les ondes “incidentes” doivent
étre conser®es et la formulation matricielle s’en trouveduite. Les @placements transfoés du massif
porcelastique multicouches segsentent alors de mamme analytique dans le domaine transferdes nombres
d’ondes et de pulsations. Le retour dans le domaine spatio-temporel s’effectue deemangrique. Lévalua-

tion des inégrales estaali€e soit par une Bthode spcifique (néthode de quadrature de type Filon aéapt

la gestion des iigrales pouvant psenter de fortes oscillations et des variations brusques de forme, ce qui est
notre cas ici), ou bien par un algorithme de transfeerde Fourier rapide (IFFT) avec des valeurs appeegri

pour la discetisation et les valeurs de troncature.

3 Reésultats nunerigues et necaniques obtenus

Deux types de milieux poreux seront corésab ici : tout d’abord, un sol poreux de type ‘&rde Berea”
satugé (totalement) d’eau ainsi qu’un sol de type sableux (Sand of &g)ement satérd’eau. Une ondelette
excitatrice de Ricker est appliga sur une bande de largeur finita surface du sol, et @sente deux équences
centrales d’excitation respectivemeénbasse et hautegfiquences, afin d’illustrer une large gamme &gonses
du milieu poreux f.; = 400H z et f.o = 400k H z. Les ©sultats propds ontéte obtenus par l'intergdiaire
d'une IFFT avec8192 x 2048 points et des valeurs appropeis poury,q.: €t wmqr : C€ choixémane de
tests nurariques plus que de l'utilisation de @&res purement matmatiques dans la mesure babsence de
recouvrement de spectres et la bonne éigsation (i.e. absence de sensibjlilans le domaine transfoensont
les points clefa \érifier.

La Figure 1 pesente Evolution de la norme matricielle des matridé€s et [Q'] precedemment éfinies en
fonction de la pulsation, pour une valeuréixdey = 1.5. La norme matricielle estéfinie par :

3
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FIG. 1 — Variation de la norme matricielle d@] ou [Q’] en fonction de la pulsation

M
QN1 = ma:ﬁugjgjv)(z Qijl) (10)
i=1

Deux configurations de sol y sont ti@dts : une couche (30 m) sur espace semi-infini avec ou sans condition-
nement de matrice et deux couches identiques (15 m chacune) sur espace semi-infini sans conditionnement de
matrice.

De trés fortes valeurs déQ||; sont obtenues du fait de lagsence des termes exponentiels positifs. Une
diminution de lepaisseur de la couche condaitdes valeurs de normes plus acceptables, mais la diminu-
tion de I'épaisseur de la couche ne solutionne pas le probldu mauvais conditionnement et ne permet pas
I'obtention de ésultats nurériques fiables. De plus, la subdivision de couches en sous-couchesgoine r
l'influence du mauvais conditionnement condaides sys&mes matriciels plus importants et plus lougds
gérer nuniriguement : le temps d’écution nungrique peut s’alourdir consilablement. Gicea la technique

de conditionnement psengée dans cette communication, la norme matricielle reste stable pous,toatqui
conduita des esultats nur@riques fiables et pcis.

La Figure 2 pesente 4 sous-figures illustranéVolution temporelle deséplacements solide et relatif pour
différents sols poidastiques et pour un point séiten profondeur. Chaque sol est constitle 2 couches
(d’épaisseurs identiques ici) sur un espace semi-infigpaisseur des couches est de 20 m et 0.02 m pour les
frequences centrales de I'ondelette de Rickeret f.». Les quatre configurations de sol (éstcas 1 jusga

4) sont : les cas 1 et 4 correspondanties sols homames de type “mou” (Sand of Mol) et “dur” (Berea
Sandstone). Pour le cas 2, la prénei couche est sableuse, la seconde et I'espace semi-infini sont plus durs.
Pour le cas 3, il y a inversion des couches 1 et 2, de telle sorte qu’une couche “molle” est incluse entre deux
couches plus dures. Pour toutes les configurationsglaerfacteur de correctionequentielle est applidy et

le meme amortissement (de type hsistique) est pris en compte pour le squelette solide. Rappelons gue cet
amortissement hystétique est un amortissement émendant des éiquences excitatrices. Une valeur de 1%
est consiérée ici. Uneétude similaire pourraigtre mege sans amortissement ou avec un amortissement de
type Kelvin-Voigdt ou de type Rayleigh.

Le point d’observation choisi ici est séa (z,z) = (+10m, —10m)/(+0.01m, —0.01m) pour f.; et fe
respectivement. Leséplacements solides et relatifs sont néswisa vis du é&placement maximal solide
obtenu pour le cas 1. Les figurepentent une pregrie €rie de pics (forme issue de I'ondelette de Ricker)
duea I'onde P1 qui est la plus rapide. Des pics d’amplitude plus faible sont ensuite dsspour les cas 2

et 3, issus desflexions des ondeB1. Ensuite, on voit appaitae des pics relatifa I'onde S, prepondrante

dans cette configuration (observation en profondeur suepéadement vertical). Il appdtalairement sur les
courbes que I'onde de cisaillement egpondrante dans tous les cas de figures. Les temps céardes ondes
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de cisaillement (i.e. temps centraux d'aég®) sont don@s par, cf. Figures 2(a-b) :

£0534 — \/200/1741 + 2.5 x 1073 = 10.6 x 10 35

£ 72 = v/200/236 + 2.5 x 107 = 62.4 x 10735

ou les valeurs ders sont obtenues par l'interadiaire des relations de dispersion (noaganées dans cette
communication) e2.5 x 1073 est le d:calage temporel de I'ondelette de Ricker.

Les némes temps d’'arrée sont obtenus pour les cas hoogs et Bterogenes car le point d’observation est
situé dans la prengire couche des sol€®rogenes. La diference deé&ponse se visualise alors en fonction
des Eflexionséventuelles obseees, ce qui est visible pour les cas 2 ou 3. La prise en compte épdage

du céplacement relatif est particalement importante, car elle apporte une information supehtaire par
rapport aux cas puremeglastiques et non poetastiques. Pouf,; (basse fequence), les@blacements relatifs
présentent de faibles amplitudes, avec un maximum pour I'onde de cisaillement de I'ordr&d®auf f .o
(haute fEquence), le &couplage entre les composantes solide et fluide du milieu poreux est plueméqu
Figure 2(d) montre uné&placement relatif perceptible pour les deux types de sols, avec une amplitude plus
congquente (par rappoét la basse &quence, et par rapport au sol de type Berea Sandstoné&pthcdment
relatif pour le sol constiteide Sand of Mol et pour le point d’observation cobgédcas 1 et 2). Le&placement
relatif peut ainsi atteindre des valeurs d&23lus le &couplage est important entre les deux phases, plus
I'amplitude du @&placement relatif est marge, car la partie fluide du milieu ne sepace pas seule (i.e. sans
couplageh I'arrivee de I'ondeS. Enfin, la visualisation de I'ond®, est effective sur la Figure 2(d) : de fait,

- 0,020
o Onde P1: Berea Sandstone cas 1 | cas 1
' Onde S: Berea Sandstone --%--cas 2 0,015 4 --x--cas 2
---0---cas 3 i ---o0---cas 3
054 e cas 4 oot0d L cas 4
0,005
—~ ’ "
2 0.0 ] i w)&‘ XK M E 1 ﬁﬁ i [
e | £ 0,000 ,;’fy, S g
05 ]
-0,005 - V‘ )\l
Onde P1: reflexions Sand of Mol ]
-1,0 4 -0,010
0,015 -
15 Onde P1: Sand of Mol Onde S: Sand of Mol Onde P1: Sand of Mol Onde S: Sand of Mol
» T T T T T T T T T T T T T T
0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,000 0,025 0,050 0,075 0,100
t t
(a) (b)
‘o Onde P1: Berea Sandstone cas 1 1Onde S: Berea Sandstone cas 1
Onde S: Berea Sandstone --X--cas 2 02 --X--cas 2
-0 cas 3 ’ --o--cas 3
- cas 4 1 - cas 4
0,5
0,1
:::N 0.0 - . oo X ox ] X EN [\‘
l:(tl:) é 0.0 Nh A "’)\j W
-0,5 4
-0,1 4
1,0
02 Onde P2: Sand of Mol
15 Onde P1: Sand of Mol Onde S: Sand of Mol Onde P1: Sand of Mol Onde S: Sand of Mol
o T T T T T T T T T T T T T T
0,00 2,50x10° 5,00x10° 7,50x10° 1,00x10 0,00 2,50x10° 5,00x10° 7,50x10° 1,00x10
t t
() (d)

FIG. 2 — Déplacements verticaux solides (a-c) et relatifs (b-d) pour un poitudé sité a (z,z) =
(+10m, —10m)/(+0.01m, —0.01m) pour f.; (a-b) etf., (c-d) respectivement
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haute fequence et pour un masaitlominante “molle”, 'onde?, gérere un @placement relatif obseevde 7%
juste avant I'arriee de I'onde5 et conforme la vitesse de propagation attendue de I'oRgleéSi on compare les
résultats obtenus entre les deldduences @&tude, I'allure des&placements solides est relativement similaire,
et ce sont les&blacements relatifs qui défent de fagcon nette puisque lkeaduplage est plus margpour f.o
que pourf.; (23% contre 1.7%). Il est d’autant plus marguqu’on met en relief ici 'onde' “symbole” du
couplage / @couplage entre les phases solide et fluide. Si on compareplesses entre les deux types de sols,
ce sont principalement les vitesses des ondes et les amplitudes exegequirdiferent.

4 Conclusion

Une nethode de matrice de raideur exacte céeplune technique de conditionnement de matrice s@sgI-
tees dans le cadre de la pélasticik et pour deségimes transitoires. L'efficaétde la technique de condi-
tionnement esévallee en éterminant la norme des matrices classiquement mal condi@snn influence
de I'héterocgeréite du milieu poreux (sous forme d’'un multicouches) est visaalipar I'internédiaire des
déplacements solides et relatifs pour @iffnts types de sols poreux.
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