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Modeélisation de la transition vers la turbulence
dans des écoulements en conduite de fluide rhéofluidifiant :
approche par calcul d’ondes non linéaires

NICOLAS ROLAND, EMMANUEL PLAUT ET CHERIF NOUAR

LEMTA, Nancy-Université & CNRS, 2 avenue de la Forét de Haye, 54516 Vandeeuvre cedex

Résumé :

Une nouvelle approche a émergé récemment pour affronter le probleme difficile de la modélisation de la transition vers
la turbulence dans des écoulements en conduite cylindrique. Elle repose sur des calculs, réalisés en plusieurs étapes,
de solutions numériques ondes non linéaires. Cette approche a déja donné des résultats intéressants en fluides newto-
niens [1, 2]. Nous la mettons en place dans le cas de fluides rhéofluidifiants. Les résultats obtenus pour des structures
faiblement symétriques, de nombre d’onde azimutal de base égal a 1, montrent que les premieres étapes du procédé de
calcul des ondes sont fortement modifiées par les effets de rhéofluidification. En particulier le nombre d’onde critique q.
de instabilité inflexionnelle des structures trés cohérentes bidimensionnelles forcées diminue de facon sensible lorsque
Uindice de rhéofluidification n diminue, i.e. lorsque les effets de rhéofluidification deviennent plus forts.

Abstract :

Recently, new ideas have come out to tackle the difficult problem of modelling the transition to turbulence in pipe flow :
a multi-step process has been set up to compute traveling wave solutions. This approach has already given interesting
results in the case of newtonian fluids [1, 2]. We implement this approach in the case of shear-thinning fluids, for which
the viscosity p diminishes with the rate of strain v according to the Carreau model (6). For this purpose an ad-hoc
pseudo-spectral code has been constructed. Poorly symmetric structures, of fundamental wavenumber in the azimuthal
direction my = 1, are studied. The first steps of the wave computation process, as defined in [3], are strongly influenced
by shear-thinning effects. In particular the critical value q. of the axial wavenumber q at onset of the inflexional instability
of the forced exact coherent structures (figures 2 and 3) decreases significantly when the shear-thinning index decreases,
i.e. when shear-thinning effects become stronger (figure 4c).

Mots clefs : instabilités & bifurcations, structures cohérentes

1 Introduction

L’étude de la transition vers la turbulence dans des écoulements en conduite cylindrique de fluides new-
toniens pose des problemes de modélisation redoutables, 1’écoulement laminaire de Hagen-Poiseuille étant
linéairement stable. Une approche intéressante a émergé récemment, avec 1’idée de calculer des ondes non
linéaires qui constitueraient des solutions instables sur lesquelles s’ organisent les écoulements turbulents [1, 2,
3], ou encore qui sépareraient 1’attracteur turbulent de I’attracteur laminaire [4]. Cette idée a pu se concrétiser
grace au développement de modeles ou I’on force I’équation de Navier-Stokes (forcage d’amplitude F') afin
d’induire des « structures trés cohérentes » bidimensionnelles, constituées de « rouleaux » et de « jets ». Ces
jets sont susceptibles de subir une bifurcation sous critique par instabilité inflexionnelle, qui peut elle méme
mener a des solutions ondes non linéaires tridimensionnelles a forgage nul ' = 0, qui sont les seules a avoir
une véritable signification physique ; ces solutions sont calculées par des méthodes de continuation [3, 5]. La
pertinence de cette approche a été confirmée par des études expérimentales [2]. Dans le cas de fluides non
newtoniens rhéofluidifiants, pour lesquels la viscosité diminue avec le taux de cisaillement (cf. par exemple la
loi de Carreau 6), I’écoulement laminaire est aussi stable, et il semble donc intéressant d’appliquer la méme
approche. Alors qu’en fluides viscoélastiques plusieurs études de ce type ont déja vu le jour, en géométrie plane
toutefois, [6, 7, 8], a notre connaissance cette approche n’a jamais été appliquée a des fluides rhéofluidifiants,
dans quelque géométrie que ce soit. L’ objet de cette communication est de présenter les premiers résultats d’un
code pseudo spectral construit pour le calcul d’ondes non linéaires en écoulements en conduite cylindrique de
fluides rhéofluidifiants.
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2 Modele utilisé : rhéologie, géométrie, méthodes numériques

Nous utilisons le modele de Carreau de fluide rhéofluidifiant [9]. L’ écoulement a lieu dans un tuyau cylindrique
de rayon a, et est décrit en coordonnées cylindriques (7,0,z). Les paramétres de contrdle sont la vitesse axiale
W;(0) en r = 0 de I’écoulement laminaire, la viscosité dynamique a cisaillement nul i, la viscosité dyna-
mique a cisaillement infini [i, le temps caractéristique du fluide \ et I’indice de rhéofluidification n. Aprés

adimensionnements utilisant la longueur a, la vitesse W;(0), la viscosité fig, on fait apparaitre un nombre de
Reynolds

Re = apWy(0) /7o (1)

avec p la masse volumique du fluide. En notant sans chapeau les quantités adimensionnées, 1’équation de la
quantité de mouvement prend la forme

oy + ¥v-v = —Vp + Re~! divt )

avec v (resp. p) le champ de vitesse (resp. pression), T le tenseur des contraintes visqueuses

T = ,ui . 3)
Dans cette équation
=Y+ (W) 4)
est le tenseur des taux de déformations, dont le second invariant
yo= R /2)Y? S))
La viscosité dynamique
o= 1) = e+ (L= o) (14 A% 07D/2. ©)

Dans tous nos calculs nous avons utilisé (1o, = Jioo/fio = 1073. A priori le paramétre \ s’écrit sous la forme

A = AW(0)/a = (Nio/pa®) Re . (7)

S’il est nul, ou si n = 1, la loi de comportement (3), (6) redonne celle d’un fluide newtonien. Pour simplifier,
nous avons considéré dans tout ce qui suit que A = 2. Le fluide étant supposé incompressible,

divw = 0. ()

Afin d’étre capable de calculer des solutions ondes de I’équation de la quantité de mouvement (2), qui est
fortement non linéaire du fait de la loi de comportement (6), un code pseudo spectral original a été écrit. La
méthode numérique de codage des équations (2), (8) est celle de [10], qui s’intéressaient toutefois a des fluides
newtoniens. Cette méthode repose sur un développement spectral du champ de vitesse de la forme

2N+1

+M 4L
Vo= Z Z Z ArmiVnmi (1) expli(mmob + lqo(z — ct)] 9)

n=0 m=—M I=—L

pour les solutions les plus complexes calculées, i.e. des ondes fortement non linéaires (cf. la section 6 pour une
définition des parametres my, qg et ¢). Le parametre de troncature radial N détermine le degré le plus élevé en
r des polyndmes utilisés dans les champs de base v,,,,,;(7), de ’ordre de 2NV ; plus précisément deux familles
différentes de champs de base sont utilisées pour chaque valeur de m et [, cf. [10]. Des valeurs typiques des
parametres de troncature IV, M et L des développements radial, azimutal et axial sont données dans la Iégende
de la figure 5. Par projection, i.e. produit scalaire puis intégration volumique, sur des champs tests a divergence
nulle, le terme de gradient de pression fluctuant (hors pression de base p;, liée a I’écoulement laminaire W})
est éliminé, et un systéme algébrique est obtenu pour les coefficients de développement a,,,,;. L’ intégrale
volumique est calculée par une formule de quadrature de Gauss-Lobatto pour I’intégrale en r, par des formules
du trapeze pour les intégrales en 6 et z, en utilisant des points de collocation (7, 6, z;). D autres précisions
seront données au fur et a mesure de la présentation des études effectuées. La seule hypothese de symétrie
utilisée pour réduire le nombre de coefficients spectraux dans (9) est celle de I’invariance vis-a-vis du miroir
Yy — —you

(7", 9a Z) = (7", - 07 z+ W/QO) ) (Um Vg, Uz) = (Ura — Vg, Uz) ) (10)

qui a aussi été utilisée par [3].
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FIG. 1 — Vitesse axiale (a) et viscosité (b) des écoulements laminaires de base pour n = 1 (trait noir tireté), 0,7 (trait noir
continu), 0,5 (trait bleu) et 0,3 (trait rouge).

3 Ecoulements laminaires de base

Un développement spectral de la composante axiale W3 (r) du champ de vitesse unidirectionnel de ces écoule-
ments est utilisé. Apres projection, le terme de gradient de pression survit puisque le champ de pression est non
périodique dans la direction axiale. On rajoute donc la condition W;(0) = 1 aux équations obtenues pour les
coefficients du développement spectral de W;(r) afin d’obtenir un systeéme non linéaire bien posé. Celui-ci est
résolu par une méthode de Newton. Des résultats typiques sont présentés sur la figure 1. On constate que lorsque
le fluide devient plus fortement rhéofluidifiant, lorsque n diminue, I’écoulement tend a devenir uniforme au
centre du tuyau, tandis que le cisaillement tend a se concentrer pres des parois, ou la viscosité diminue. Cette
diminution de viscosité peut étre mesurée expérimentalement en mesurant la contrainte pariétale (grace a des
prises de pression). On introduit souvent, en conséquence, le nombre de Reynolds basé sur la viscosité a la

paroi iy,

Re, = apW(0)/1t, = Re/p, > Re. (11)
Les gradients de pression de base associés aux écoulements de la figure 1 s’écrivent de fagon dimensionnelle
. Rir.
Vb = —f=~e (12)
a
avec f le coefficient de perte de charge,
f Re, = 64pourn =1, 655pourn =0,7, 68,4 pourn=20,5 76,4 pourn =0,3, (13)

W\d la vitesse débitante,
—~ 2 [P~
Wa = (12/0 Wy (7)rdr,
W
1;(0)

= 0,5pourn =1, 0,534 pourn = 0,7, 0,567 pourn = 0,5, 0,616 pourn =0,3. (14)

4 Structures trés cohérentes bidimensionnelles forcées

Suivant la méthode imaginée par [5], et son implantation effective dans le cas d’écoulements de fluides new-
toniens en conduite cylindrique par [3], nous réalisons dans un premier temps une étude de la stabilité linéaire
des écoulements laminaires vis-a-vis de perturbations bidimensionnelles « rouleaux » ne dépendant pas de z,
de la forme (I’indice f signifiera forcage, cf. I’équation 18)

v = us(r)cos(mob)e, + vp(r)sin(mob)eg . (15)

Cette analyse de stabilité est réalisée en se ramenant numériquement a un probléme aux valeurs propres
généralisé. Comme dans le cas newtonien, le mode le moins amorti correspond a mo = 1 (cf. la table 1
de [3]). Une autre raison nous poussant a nous concentrer, dans un premier temps, sur le cas d’un nombre
d’onde azimutal égal a 1, est le fait que ce nombre d’onde correspond a celui observé expérimentalement par
[11] dans le cas de fluides trés fortement rhéofluidifiants. Le mode linéaire (15) le moins amorti, normalisé
grice a la condition

maxus(r) = 1, (16)

est alors introduit comme terme de forcage dans I’équation de la quantité de mouvement (2), avec une ampli-
tude de forgage F'. On cherche ensuite a équilibrer ce terme avec des « rouleaux » et des « jets », c’est-a-dire
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FIG. 2 — Structures trés cohérentes forcées pour n = 1, Re = 200 (a), n = 1, Re = 2000 (b), n = 0,5, Re = 2000 (c).
Dans tous les cas 1’amplitude de forcage F' = 10~%. Les fleches représentent le champ transverse U,.e,. 4+ V.eq associé aux
« rouleaux » ; pour les cas présentés max U, = 0,00143 (a), 0,0137 (b), 0,0145 (c). Les niveaux de couleurs représentent
la correction de vitesse axiale W associée aux « jets » ; ils sont espacés de — min WW; /10 ; pour les cas présentés min W; =
—0,00876 (a), —0,459 (b), —0,536 (c). Le niveau tracé avec un trait noir épais est le niveau W; = 0 qui sépare le jet lent
du jet rapide.

Ve S SN

FIG. 3 — Structure trés cohérente forcée pour n = 0,3, Re = 2000, ' = 10~*. On a max U, = 0,0243, min W; =
—0,605. On peut noter que les rouleaux deviennent trés véloces pres des parois dans la région du jet rapide (6 ~ +50°).

que I’on calcule une structure tres cohérente de la forme (I’indice b signifie base, r signifie rouleaux, j signifie
Jjets)
v = Wy(rle. + Ui(r,0)e, + Vi(r,0)es + Wi(r,0)e. (17

solution de
Yyv.v = -Vp, — Vp + Re~! divt + Fvy. (18)

Dans cette équation le champ de pression pj est le champ de pression de base défini par (12), tandis que la
correction de pression p est indépendante de z. Ce probleme non linéaire est résolu par une méthode de Newton.
Des exemples de structures ainsi calculées sont montrés sur la figure 2. Les rouleaux calculés ressemblent aux
rouleaux du forcage, et induisent par advection du fluide rapide situé prés du centre un jet rapide, par advection
du fluide lent situé pres des parois un jet lent. Dans le cas newtonien a faible nombre de Reynolds (figure 2a)
les jets sont quasiment symétriques par rapport au miroir x +— —x ou

(Ta 9) Z) = (Ta ™= 97 Z) ) (U’M Vg, vz) — (_'Ura Vg, — UZ) . (19)

Lorsque le nombre de Reynolds est augmenté (figure 2b), les effets d’advection deviennent plus fort d’ou une
déformation des jets lent et rapide conduisant a une structure disymétrique. En fluide rhéofluidifiant on peut
noter un élargissement du jet lent (figure 2¢) et un écrasement du jet rapide pres de la paroi (figure 3). Dans le
méme temps, de grandes vitesses transverses sont atteintes pres de la paroi.

Signalons que, méme en fluides newtoniens, 1’étude de ce cas mg = 1 avec un forcage aussi simple (15),
caractérisé lui aussi par mg = 1 n’a jamais fait 1’objet de publications. En effet [3] par exemple ont alors
utilisé un forgcage mp = 2, méme si ensuite les ondes ont été calculées avec my = 1; ce forcage mg = 2
produit des structures dont le champ moyen est plus compliqué, avec plusieurs jets rapides et lents au lieu
d’un jet rapide et un jet lent. Dans d’autres travaux rapportés par exemple dans [4], des forcages encore plus
compliqués, avec plusieurs harmoniques azimutales (de m = 1 a 7), ont été introduits.
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FIG. 4 — (a) : Partie réelle de la valeur propre de stabilité des structures trés cohérentes vis-a-vis de perturbations ondes
tridimensionnelles, en fonction du nombre d’onde axial de celles-ci, pour n = 1 (trait noir tireté), 0,7 (trait noir continu),
0,5 (trait bleu) et 0,3 (trait rouge). Dans chaque cas I’amplitude de forcage a été réglée a sa valeur critique, montrée sur la
figure (b). L’évolution des nombres d’ondes critiques en fonction de n est montrée sur la figure (c). Dans tous les cas le
nombre de Reynolds Re = 2000.

5 Instabilités des structures tres cohérentes forcées

En suivant toujours la méthode de [5, 3], nous réalisons une analyse (numérique) de stabilité des structures
tres cohérentes forcées (17) vis-a-vis de perturbations prenant la forme d’ondes tridimensionnelles, de nombre
d’onde axial g. Une instabilité structurante est observée lorsque 1’amplitude de forcage F' excéde une valeur
critique Fp, pour un nombre d’onde critique g. > 0. Des exemples de valeurs propres en fonction de ¢ sont
montrées sur la figure 4a. Dans le cas newtonien n = 1, on obtient une courbe proche de celles obtenues
sur leur figure 2 par [3], qui correspondait toutefois a d’autres valeurs du nombre d’onde azimutal, mg = 2
et 3; a notre connaissance dans le cas newtonien des courbes de valeurs propres pour mg = 1 n’ont jamais
été publiées. On observe sur les figures 4b,c une forte diminution de I’amplitude de forcage critique F, et du
nombre d’onde critique ¢, lorsque n diminue. Ceci indique une augmentation de la longueur d’onde critique
Ae = 2m/q. lorsque le fluide devient rhéofluidifiant. Cet effet peut étre mis en parallele avec le fait que la
structure cohérente observée expérimentalement par [11] présente une trés grande échelle axiale, méme si
d’autres études devront étre menées pour affermir cette comparaison.

6 Ondes non linéaires forcées

En I’absence d’autres études publiées sur le cas mg = 1 avec forcage my = 1, nous étudions le scénario
de bifurcation vers des ondes non linéaires en choisissant un nombre d’onde axial de base ¢y = 1, valeur
représentative des nombres d’onde critiques de la figure 4c. On se place a une amplitude de forgage F' tres
légeremment supérieure a celle a laquelle la bifurcation a lieu, i.e. o,-(go,F') = 0. On perturbe alors la structure
tres cohérente avec le mode linéaire déterminé par I’analyse de stabilité présentée en section 5, et une méthode
de Newton est utilisée pour déterminer une solution numérique de la forme (9) de 1’équation de la quantité de
mouvement forcée,

Oy + Vv.v = —cO,yv + ¥v-v = —-Vp, — Vp + Re! divt + Fvy. (20)

Dans cette équation le champ de pression pj est le champ de pression de base défini par (12), tandis que la
correction de pression p est périodique sous z — z + 27 /qg. La vitesse de phase inconnue ¢ est déterminée
grice a une condition de phase du type Re[a111] = 0, qui empéche les ondes de dériver sans fin dans le tuyau.
La premiere solution obtenue présente typiquement des modes [ = 0 proches de la solution bidimensionnelle
(17). On suit par continuation la branche bifurquée avec une approche de prédiction-correction de type Euler-
Newton. Cette branche est paramétrée soit par un coefficient du développement spectral bien choisi, soit par
une abscisse curviligne (cf. [12]). Par analogie avec la définition (5.1) de [3], nous définissons une « amplitude
tridimensionnelle » des ondes par une norme des coefficients correspondant au mode tridimensionnel a priori
le plus important, i.e. le mode m = mg = 1,1 =1,

A= 1)

La figure 5 présente en noir les amplitudes tridimensionnelles de solutions ondes obtenues dans le cas d’un
fluide newtonien, d’indice n = 1. On observe sur la figure 5 une bifurcation sur-critique. C’est encore le cas
pour un fluide faiblement rhéofluidifiant d’indice n = 0,9, avec les données présentées en rouge. Dans les deux
cas les vitesses de phase varient peu, et sont de I’ordre de ¢y = 0,5.
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FIG. 5 — Amplitude tridimensionnelle A des ondes bifurquant par instabilité des structures trés cohérentes forcées en
fonction de I’amplitude de for¢age I, pour un nombre de Reynolds Re = 2000, dans les cas newtonien n = 1 (noir)
et faiblement rhéofluidifiant n = 0,9 (rouge). Le nombre d’onde axial de base ¢y = 1. Les parametres de troncature
utilisés sont (N,M,L) = (28,8,5) (disques noirs), (30,9,6) (étoiles noires), (30,12,3) (disques rouges), (32,14,4) (étoiles
rouges).

7 Conclusions et perspectives

Cette étude représente les premiers résultats d’un nouveau code pseudo-spectral en cours de mise au point au
LEMTA, dont on peut signaler qu’il a fait I’objet d’une validation par rapport a [3] dans le cas d’ondes plus
symétriques, de nombre d’onde azimutal de base mg = 2 et 3 ; nous avons alors reproduit les diagrammes de
bifurcations des figures 4 et 5 de [3]. Dans le cas mg = 1 avec forcage my = 1, non documenté en fluide
newtonien, cette premiere étude est encourageante car elle montre que le passage d’un fluide newtonien a
un fluide non newtonien a une influence certaine sur les structures treés cohérentes et les ondes non linéaires
correspondantes, c’est-a-dire que le ‘self-sustaining process’ tel qu’il a été défini par [3] est altéré par des effets
de rhéofluidification. Les travaux présentés ici sont en cours d’extension. Bien entendu il faut valider les calculs
faits en fluide rhéofluidifiant. Des études plus systématiques seront ensuite menées, concernant notamment
I’influence du mode choisi pour le for¢age, du nombre d’onde axial g, de I’indice de rhéofluidification n, et
du parametre A, temps caractéristique réduit, qui a pour I’instant été fixé a la valeur A = 2. On peut espérer
que dans certains cas une bifurcation sous-critique sera obtenue, conduisant a des ondes non forcées a F' = 0.
Si cela était, on ne manquerait pas de comparer le champ de vitesse axial moyen de ces ondes a celui obtenu
expérimentalement en régime faiblement turbulent par [11].

Références

[1] Faisst H. and Eckhardt B. Traveling waves in pipe flow. Phys. Rev. Lett., 91, 224502, 1-4, 2003.

[2] Hof B., van Doorne C. W. H., Westerweel J., Nieuwstadt F. T. M., Faisst H., Eckhardt B., Wedin H., Kerswell
R. R., and Waleffe F. Experimental observation of nonlinear traveling waves in turbulent pipe flow. Science, 305,
15941598, 2004.

[3] Wedin H. and Kerswell R. R. Exact coherent structures in pipe flow : travelling wave solutions. J. Fluid Mech., 508,
333-371, 2004.

[4] Duguet Y., Willis A. P., and Kerswell R. R. Transition in pipe flow : the saddle structure on the boundary of
turbulence. J. Fluid Mech., 613, 255-274, 2008.

[5] Waleffe F. Three-dimensional coherent states in plane shear-flows. Phys. Rev. Lett., 81, 4140-4143, 1998.

[6] Stone P. A., Waleffe F., and Graham M. D. Toward a structural understanding of turbulent drag reduction : nonlinear
coherent states in viscoelastic shear flows. Phys. Rev. Lett., 89, 208301, 1-4, 2002.

[7]1 Stone P. A., Roy A., Larson R., Waleffe F., and Graham M. D. Polymer drag reduction in exact coherent structures
of plane shear flow. Phys. Fluids, 16, 3470-3482, 2004.

[8] Li W, Xi L., and Graham M. D. Nonlinear travelling waves as a framework for understanding turbulent drag
reduction. J. Fluid Mech., 565, 353-362, 2006.

[9] Bird B., Armstrong R., and Hassager O. Dynamics of polymeric liquids. Wiley-Interscience, 1987.

[10] Meseguer A. and Mellibosky F. On a solenoidal Fourier-Chebyshev spectral method for stability analysis of the
Hagen-Poiseuille flow. App. Num. Math., 57, 920-938, 2007.

[11] Esmael A. and Nouar C. Transitional flow of a yield-stress fluid in a pipe : Evidence of a robust coherent structure.
Phys. Rev. E, 77, 057302, 14, 2008.

[12] Seydel R. Practical bifurcation and stability analysis. From equilibrium to chaos. Springer-Verlag, 1994.



	Introduction
	Modèle utilisé : rhéologie, géométrie, méthodes numériques
	Écoulements laminaires de base
	Structures très cohérentes bidimensionnelles forcées
	Instabilités des structures très cohérentes forcées
	Ondes non linéaires forcées
	Conclusions et perspectives

