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M éthode de design optimal d’un absorbeur non ligaire?!

TUAN ANH NGUYEN, STEPHANE PERNOT, CLAUDE HENRI LAMARQUE

Département @nie Civil et Eatiment URA CNRS 1652

Ecole Nationale des Travaux Publics dEtat
3, rue Maurice Audin, 69120 Vaulx-en-Velin Cedex France

Résune :
Dans le cadre de recherche d'une efficacibptimale de transferts @hergie pour le contile passif de systes

mécaniques, une @thodologie originale de dimensionnement de la raideubdtabeurs non ligaires est @velopjee.
L'approche analytique est compsea des simulations nueniques.

Abstract :

In the context of targeted energy transfer, an original metlogy is introduced to design the optimal stiffness of a
nonlinear absorber aimed to passively control vibrationdiced in a mechanical system. The analytical approach is
compared with numerical simulations

Mots clefs : Absorbeur non linéaire, design optimal, pompagé&nergetique, énergie d’activation.

1 Introduction

Les travaux portant sur le concept de transtrergtique dans le domaine vibratoire ont fait I'objet de
nombreuses publications [1, 2] depuis plus d’'une dizairr@es @ja. Le pompagenergtique consiste
a transérer de mardre iréversible [energie d’'un sygime mére vers un sysime auxiliaire NES par I'in-
termeédiaire d’'une liaison essentiellement noékiire qui permet deétlencher desisonances entre les modes
nonlinéaires sousjacents. Le pompage se traduitigalement par I'apparition de bifurcations vers des braach
de solutions plus stables pour lesqueEnkrgie se trouve locaéie dans le sysme auxiliaire. La plupart
desétudes pecedentes s'attachart cemontrer la faisabilé du pompage dans certaines configurations de
résonances mais aucune d’elles n’'a jusqu’alors engisagconstruire un cete de design de la raideur non-
linéaire carad@risant I'attache et permettant de garantir un fonctiorer@refficace et robuste du @honene
de pompagé&nergtique. La pesentettude tente d’apporter un nouvaglairagea ce propos enafinissant un
critere de design optimal dans le cadre d’'un oscillate@dlire amorti cou@a un NES.

2 Etude analytique exemple acadmique

Modeéle considre

On consi@re ici un systme nécanique constitud’un oscillateur ligaire coupt a une masse auxiliaire via un
attachemend nonliréari€é cubique illuste en Fig. 1 et&gi par :
Mi+ Ci+ Kz +mijj =0 o
mij+c(y—i)+ky—z)>=0

Approche analytique : Complexification etEchelles multiples
Apres adimensionnalisation et changement de variaple = + ey; v; = = — y, on obtient de€quationsa
I'ordre d’approximationO(e) :

(’UO + w%'UO) +€ [>\01'/0 — wg (UO — 1}1)] =0 (2)
(171 + w%m) + A1 + wg (Qvi{’ + vy — 1)1) +€ ()\01}0 + Moy + QWSU?) -0

1. Ce travail &té finan& dans le cadre du projet ANR-07-BLAN-0193 ADYNO



19©MeCongrs Frangais de Mcanique Marseille, 24-28 aéit 2009

N m L . K C c k
oue = — < 1 esthomognea unratio de masseey = {/—,e\g = —, A = —, Q2 = — sont les
M M M m mwo
caracéristiques modales de I'oscillateur.
Une complexification de Manevitch [3] est introduite via lekations :
poe™t = 2% vy preéot = 2L 4y )

wo wo

suivie d'une analyse auachelles multiples qui donne une approximation des angi@ituentes complexées
en ne retenant que les termésglaires :

10 )
— 2200 : (@00 — ¢10) =0
wo 87'1 2 (4)

1f<f>10 + - (<Z510 — 00) — *Q!Qﬁo! $10="0

avecoio(,...) = Thinoo ©10(70, 15 5 - - .) qui repésente la tendance moyenneg.

1
+ *509000 +

Un passage en polaires met@ridence legchange&nergtiques entre modes de vibration noakires :

(®)

ol Zy = Q|poeol? etZy = Q|¢p10]? repesentent les niveaux moyengdergie des modes d’ensemble et interne.
Le taux de dissipatiognergtique du mode d’ensemble ésjuivalenta la somme de sa propéemergie et de
celle du mode interne prmultipliés par les coefficients d’amortissement respectifs. La oel&mnergtique
entre les modes neegend que du coefficient d'amortissemértu NES mais pas de I'amortissemeptdu
syséme mitre ce qui permet deagliger la contribution d&, dans (5). Le proleime de design optimal du
NES est aboré en exploitant les relations (5)&hangeg&nergtiques entre les modes d’ensemble et interne.

1 X(t) 0.6
‘ 0.5
|
| ! t 0.4
K ‘ \ YO Yo )
A |k T
3 3_4 ‘m oa />~
C Q) Q) Clo—v % 05 1 : 15 2

FIGURE 1 —Structure lireaire coupéa un NES FIGURE 2 — Relation énergetique entre modes d’en-
semble et interne avec= 0.25

3 Meéthode de design optimal

Scéenarios de transferténergetique et raideur optimale
En difféerenciant la deugimeéquation du sysme (5)

Il est possible de prouver I'existence d’'un intervalle datissement € [0, &40 = +/1/3[ pour lequel
I'énergieZ; posede de multiples racines fonctions dgcorrespondard un saut brusque deehergie relative
Z1 comme le montre la Fig. 2. La courbegsente alors deux extrema désrpar :

4
mazimum : Z§ =-(2-7); Zf = 2(3—7)]

8 (7
2(2+v); Zy = 81 (3+v)] v =11-3¢2

minimum : Z, = 5
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et céfinissant une zone de dissipation efficace par transfienggtique. En ealit, la variableZ, ne repésente
gue la tendance moyenne dérlergie relative qui pilote le taux de dissipation dmErgie centrale (voir Eq.
(5)). Par consquent, un saut brusque dg& implique un taux de dissipation&s petit et on peut dire que
I'occurrence de ce saut marque la fin de I'efficadt pompagénergtique.

En supposant une probable contiguite Z; avant et aprs le saut, Evolution de cette tendance moyenne de
I énergie relative peutre decrite par I'inégrale prengre :

1dz £,
wo dm N %ZIQ —3Z1 + (1 + 52)
27
= f(7Z) = 3—2212 —3Z1+ (1+ &) In(Z)) = C — woém (8)

Selon les conditions initiales choisies, la relatiemergtique va suivre soit la branche gujgure, soit la
branches interédiaire (instable) soit la branche @nfeure. Les diffrents sénarios possibles sont illugs
en Fig. 3.

1):Zo> 7§ @:Zf>Zo>2y | B):1Z5 >20> 2, 4):Z0< Z,

f—
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FIGURE 3 —Multiples s&narios de transferénergtique

Une étude approfondie des@marios de la Fig. 3 montre que3&™c et le 4°™¢ ne sont pas du tout efficace,
le 2¢m¢ est comparativement plus efficace mais instable ; au final sl kcenario se &wle inéressant. En
fait, quandZ, est proche deZ; par valeurs sugrieures, la relation @changeenergtique vaétre attiee par
la branche sugrieure mais la faible dynamique du ssie fait que la solution n'a pagellement le temps
d’atteindre cette branche et rejoint en chemin soit la branaterngédiaire, soit la branche iéfieure qui
correspondent aux 8narios3 et4. En resung, le criere de design optimal pour lequel effic&oétt robustesse
du pompage sont exég correspond au 8nariol :

OBy = Zy > ZF = > [4—(1—352) (3—\/1—352)} (9)

81
assock a la valeur de raideur nonkaire optimale
8 mw?
k> kopt = Qopt mwi = gEé”?t [4 ~ (1-3¢2) (3 ~V1- 352)} (10)

Influence de I'eénergie initiale - Energie d’activation
Le critere (9) permet deéfinir uneénergie d'activation g@pendant de la raideur nordiairek du NES :
8 mw?
Buct = gre [4— (1-3¢2) (3— \/1—3§2>} (11)

LorsqueE{™ > E,., le NES est actif et il est possible de calculer le taux de chtta duée efficace du
pompageenergtique :

Zy _,_ 84-7B+7)

Zém‘t - 81 QE(i]m't (12)

1 .
E:F;mmlp = ?g [f(Z{nlt) - f(Z;)]

Pdropzl_
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L'accroissement d&" a pour effet d’augmenter le taux de chute mais aussi d’adiolegduée du pompage.
Par conéquent, pour obtenir un pompageergtique efficace, Energie initiale doiétre sugrieurea I'énergie
d’activation (11) mais pas trop au risque d=gdader les performanceédis au temps de chute.

3.1 Influence de I'amortissement du NES

Consicerons maintenant le cas optimal bénergie initiale se situe juste au dessus du seéiielgie d’activa-
tion du pompage. Le taux et la da& de chute se simplifient selon les expressions :

ﬁ B (1_352)3/2

Zy 4 (1362 (3-vi-—3¢) a3

1 |4 9 24 /1 —3¢2
eTpump_Tﬂ_g [3\/1_352_(1+§ )IOgW]

Pdropzl_

%)

E’ 501

FIGURE 4 —Taux de chutéy,., FIGURE 5 —Durée de pompageé,,,

Linfluence de 'amortissemeigtdonree par les Figs. 4 et 5 permettent de retrouver qualitativeleeompro-
mis necessaire entrenergie et temps. Lorsq@eend verd), la duiee de pompage va augmentésstrite vers

l'infinie et au contraire, quand s’approche de la limitg /1/3, le pompageenergtique est quasi-inefficace
avecPy,qp >~ 0.

3 points de fonctionnement sont da@wa titre d’exemple :

pointx : £=0.05; Pyrop=983%; €eTpump=0.74;

pointo : £=0.2;, Pyop="755%; €Ipump =0.15;

pointdd : £=0.55; Puop=15%;  €lpump = 0.002;
En résuné(aj, le choix de I'amortissement du NES est crucial pour effactun design efficace quié@nite détre
approfondi.

4 Robustesse du crigre de design

Des simulations nugriques sontalises d’'une part sur le mete initial (1) et les@sultats sont compas avec
les tendances de chutesergetiques obtenues analytiguement. La robustesse @duecaptimal est &rifiee par
comparaison avec leegime libre de I'oscillateur amorti seul. Linfluence de l'artissement du NES et de
I'énergie initiale esttudie.

Choix des paranetres du syseme

Oscillateur principal : M = 1 kg; & = 1¢; K = 47% Kg/m correspondana une féquence propre
f() =1 HZ,

NES : ratio de masse = 1%, amortissement du NESfixé au choixa la valeurg = 0.2 ou¢ = 0.05,

.2

Conditions initiales : zg = 0m; @9 = 0.1 m/s = Ei"t = x—g + 2% = 2.5¢ — 4 m?.
Wo

La raideur nonligaire optimale dorée en appliquant le céte (10) est :

2

o 8 muwp 1 a2 _ )] _ 336 Kg/m? pour & = 0.2
Famin = 81 Einit [4 (1-3¢%) (3 W)} _{ 309 Kg/m?® pour ¢ = 0.05 (14)

4
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k =400 Kg/m? pour & = 0.2

k=325 Kg/m? pour & = 0.05

Les simulations nugriques sont@aliges pour diférentes conditions initiales en vitessg:= 0.1, ©o = 0.09
ety = 0.2, le deplacement initiabtant fixe & zZ&ro. Pour chaque jeu de paraires, lesnergies modales

Le choix consiéré est le suivant{

. . 2 . . 2
(& + ey) 9 (& —19) 9 y : L
Ey = ~——5" +(z +ey)” etE; = ——5— + (v — y)~ sont dessi@es en comparaison avec leggictions
Yo . : “o
analytiques comme illusgren Fig. 6.
u.lﬁ u.lﬁ
20 25 30 35 40 4‘5 5‘0 0 ‘5 10 15 20 2‘5 30 3»5\ ;0 4‘5 5‘0
YT (periods) /T (periods)
x107 x10"
— - — Without NES — - — Without NES
Num. simul. Num. simul.
Analytical Analytical
uf uf
;;;__A;<>_;;;;— “*—~_;;;>_;;F;<_‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
/T (periods) T (periods)
(1a)k = 400,&£ =0.2 (Ib)k = 325,£ =0.05
x107 x107
6 6
5F 5
4+ 4
w31 w3
2 2
1t 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
T (periods) T (periods)
x10™ x10™
— — Without NES — — Without NES
Num. simul. Num. simul.
Analytical Analytical
uJO uJO
Tt w B % % w % ® & o o s 10 15w 25 % s a0 4 0
YT (periods) YT (periods)
(2a)k = 400,£ = 0.2 (2b)k = 325,£ = 0.05
u.IH ur
0 5 10 15 20 ” (pze?iods) 0 35 20 a5 50 0 5 10 15 20 er(pi?mds) 30 35 40 45 50
1X10° 1221
— — Without NES ~ ~ WithoutNES
Num. simul. Num. simul.
Analytical Analytical
uf uf
I — = 0 5 10 15 20 25 30 35 40 77457 — ;0
- (pil—':mds) 30 35 40 45 50 UT (periods)
(3a)k = 400, & = 0.2 (38b)k = 325, & = 0.05

FIGURE 6 — Chutesénergetiques compdres entre &sultats nurariques (lignes minces) etéudictions analy-
tiques (lignesepaisses) pour diéfentes conditions initialeszg = 0; (1) 29 = 0.1; (2) £9 = 0.09 et (3)
&0 = 0.2.
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La nette diference entre les figures Figs. 6.1 et 6.2 mdhadence un seuil &nergie d’activation du pompage
energtique : Pour unénergie initiale inkrieurea ce seuil £3 = 0.09) la courbeénergtique du systme est
presque identiqua celle du systme sans NES. Quanchergie épasse le seuil d'activatior:{ = 0.1), le
NES est acti& et la chute dnergie est beaucoup plus rapide que dans le cas libre.

La comparaison des chutesdergie pour les valeuts= 0.2 (a) et = 0.05 (b) met en exergue I'importante
influence de I'amortissement sur I'efficaeidu pompagénergtique : Ce pompage est plus efficace en aspect
de chute cénergie quand I'amortissement est plus pétit=(0.05) et en revanche, il est plus efficace en temps
(plus rapide) quand I'amortissement est pilseé € = 0.2).

Le comportement de chuémergtique pour un€nergie initiale importanter(y = 0.2) préseng sur la Figure

6.3 souligne aussi I'influence deehergie initiale : Le temps de chute est plus long dans ce cadertaux de
chute est plus efficace quanéitiergie est proche du seuikdiergie d’activation.

D’autres informations concernant la relatiénergtique entre des modes d’ensemble et interne sont aussi
obtenues pour ces simulations (voir Fig. 7). 8pie Egime transitoire, Bvolution de Ienergie est attire

par la relation cubique pilée par. Il est important de noter I'existence d’'un@tonene de relaxation en
temps qui em@che I'apparition instant@e d’une bifurcation de la solution asseeé un saut de la branche
superieurea la branche irérieure pedite par la solution analytique. Cette relaxation ind&is @rreurs de
prédiction apes le saut de7;.

0.9F
0.8
0.7r

0.6

0.4

0.3F

. . )
4 5 6

°
-
ol
©

(@) € = 0.2, k = 400 (b) k = 325, £ = 0.05

FIGURE 7 — Simulation de la relatiorenergetique Z, < Z; pour differentes valeurs de vitesse initiale :
o = 0.09 (ligne solide mince)iy = 0.1 (ligne a tiret), o = 0.2 (ligne pointillés) en comparaison avec les
prédiction analytiques (ligne solidepaisse).

5 Conclusions

Une nethode analytique est profespour le design optimal de la raideur d'un absorbeur @sflentent non-
linéaire dont le @le est d'aténuer les vibrations d’'un sysnhe maitre. Le dimensionnement et les simulations
numériques attestent de la robustesse deripropoé et mettent en exergue l'influence crucial du choix de
I'amortissement du NESa(optimiser) et de &nergie initiale enggime libre.
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