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Méthode de design optimal d’un absorbeur non lińeaire1

TUAN ANH NGUYEN, STÉPHANE PERNOT, CLAUDE HENRI LAMARQUE

Département Ǵenie Civil et B̂atiment URA CNRS 1652
École Nationale des Travaux Publics de l’État

3, rue Maurice Audin, 69120 Vaulx-en-Velin Cedex France

Résuḿe :
Dans le cadre de recherche d’une efficacité optimale de transferts d’énergie pour le contr̂ole passif de systèmes
mécaniques, une ḿethodologie originale de dimensionnement de la raideur d’absorbeurs non lińeaires est d́evelopṕee.
L’approche analytique est comparéeà des simulations nuḿeriques.

Abstract :
In the context of targeted energy transfer, an original methodology is introduced to design the optimal stiffness of a
nonlinear absorber aimed to passively control vibrations induced in a mechanical system. The analytical approach is
compared with numerical simulations

Mots clefs : Absorbeur non linéaire, design optimal, pompagéenerǵetique, énergie d’activation.

1 Introduction
Les travaux portant sur le concept de transferténerǵetique dans le domaine vibratoire ont fait l’objet de
nombreuses publications [1, 2] depuis plus d’une dizaine d’anńees d́ejà. Le pompagéenerǵetique consiste
à transf́erer de manìere irŕeversible l’́energie d’un système mâıtre vers un système auxiliaire NES par l’in-
termédiaire d’une liaison essentiellement nonlinéaire qui permet de déclencher des résonances entre les modes
nonlinéaires sousjacents. Le pompage se traduit géńeralement par l’apparition de bifurcations vers des branches
de solutions plus stables pour lesquels l’énergie se trouve localisée dans le système auxiliaire. La plupart
desétudes pŕećedentes s’attachantà d́emontrer la faisabilit́e du pompage dans certaines configurations de
résonances mais aucune d’elles n’a jusqu’alors envisagé de construire un critère de design de la raideur non-
linéaire caract́erisant l’attache et permettant de garantir un fonctionnement efficace et robuste du phénom̀ene
de pompagéenerǵetique. La pŕesentéetude tente d’apporter un nouveléclairagèa ce propos en d́efinissant un
critère de design optimal dans le cadre d’un oscillateur linéaire amorti couplé à un NES.

2 Étude analytique exemple acad́emique

Modèle consid́eré
On consid̀ere ici un syst̀eme ḿecanique constitúe d’un oscillateur lińeaire coupĺe à une masse auxiliaire via un
attachement̀a nonlińearit́e cubique illustŕe en Fig. 1 et ŕegi par :

{

Mẍ + Cẋ + Kx + mÿ = 0
mÿ + c (ẏ − ẋ) + k (y − x)3 = 0

(1)

Approche analytique : Complexification etÉchelles multiples
Après adimensionnalisation et changement de variablev0 = x + ǫy; v1 = x − y, on obtient deśequations̀a
l’ordre d’approximationO(ǫ) :

(

v̈0 + ω2
0v0

)

+ ǫ
[

λ0v̇0 − ω2
0 (v0 − v1)

]

= 0
(

v̈1 + ω2
0v1

)

+ λv̈1 + ω2
0

(

Ωv3
1 + v0 − v1

)

+ ǫ
(

λ0v̇0 + λv̇1 + Ωω2
0v

3
1

)

= 0
(2)
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où ǫ =
m

M
≪ 1 est homog̀eneà un ratio de masse etω0 =

√

K

M
, ǫλ0 =

C

M
, λ =

c

m
, Ω =

k

mω2
0

sont les

caract́eristiques modales de l’oscillateur.
Une complexification de Manevitch [3] est introduite via les relations :

ϕ0e
iω0t =

v̇0

ω0

+ iv0; ϕ1e
iω0t =

v̇1

ω0

+ iv1 (3)

suivie d’une analyse aux́echelles multiples qui donne une approximation des amplitudes lentes complexifíees
en ne retenant que les termes séculaires :

1

ω0

∂ϕ00

∂τ1

+
1

2
ξ0ϕ00 +

i

2
(ϕ00 − φ10) = 0

1

2
ξφ10 +

i

2
(φ10 − ϕ00) −

3i

4
Ω|φ10|

2φ10 = 0
(4)

avecφ10(τ1, . . .) = lim
τ0→∞

ϕ10(τ0, τ1, , . . .) qui repŕesente la tendance moyenne deϕ10.

Un passage en polaires met enévidence leśechangeśenerǵetiques entre modes de vibration nonlinéaires :

1

ω0

∂Z0

∂τ1

= −ξ0Z0 − ξZ1

Z0 = Z1

[

ξ2 +

(

1 −
3

4
Z1

)2
]

(5)

où Z0 = Ω|ϕ00|
2 etZ1 = Ω|φ10|

2 repŕesentent les niveaux moyens d’énergie des modes d’ensemble et interne.
Le taux de dissipatiońenerǵetique du mode d’ensemble estéquivalent̀a la somme de sa propreénergie et de
celle du mode interne pré-multipliés par les coefficients d’amortissement respectifs. La relation énerǵetique
entre les modes ne dépend que du coefficient d’amortissementξ du NES mais pas de l’amortissementξ0 du
syst̀eme mâıtre ce qui permet de négliger la contribution deξ0 dans (5). Le problème de design optimal du
NES est abord́e en exploitant les relations (5) d’échangeśenerǵetiques entre les modes d’ensemble et interne.

FIGURE 1 –Structure lińeaire coupĺe à un NES
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FIGURE 2 – Relation énerǵetique entre modes d’en-
semble et interne avecξ = 0.25

3 Méthode de design optimal

Sćenarios de transferténerǵetique et raideur optimale
En différenciant la deuxièmeéquation du système (5)

dZ0

dZ1

=
9

16
Z2

1 − 3Z1 + (1 + ξ2) (6)

Il est possible de prouver l’existence d’un intervalle d’amortissementξ ∈ [0, ξmax =
√

1/3[ pour lequel
l’ énergieZ1 poss̀ede de multiples racines fonctions deZ0 correspondant̀a un saut brusque de l’énergie relative
Z1 comme le montre la Fig. 2. La courbe présente alors deux extrema donnés par :

maximum : Z+
1 =

4

9
(2 − γ); Z+

0 =
8

81

[

4 − γ2(3 − γ)
]

minimum : Z−

1 =
4

9
(2 + γ); Z−

0 =
8

81

[

4 − γ2(3 + γ)
]

; γ =
√

1 − 3ξ2

(7)
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et d́efinissant une zone de dissipation efficace par transferténerǵetique. En ŕealit́e, la variableZ1 ne repŕesente
que la tendance moyenne de l’énergie relative qui pilote le taux de dissipation de l’énergie centrale (voir Eq.
(5)). Par conśequent, un saut brusque deZ1 implique un taux de dissipation très petit et on peut dire que
l’occurrence de ce saut marque la fin de l’efficacité du pompagéenerǵetique.
En supposant une probable continuité deZ1 avant et apr̀es le saut, l’́evolution de cette tendance moyenne de
l’ énergie relative peut̂etre d́ecrite par l’int́egrale premìere :

1

ω0

dZ1

dτ1

= −
ξZ1

27

16
Z2

1 − 3Z1 + (1 + ξ2)

⇒ f(Z1) =
27

32
Z2

1 − 3Z1 +
(

1 + ξ2
)

ln(Z1) = C − ω0ξτ1 (8)

Selon les conditions initiales choisies, la relationénerǵetique va suivre soit la branche supérieure, soit la
branches interḿediaire (instable) soit la branche inférieure. Les diff́erents sćenarios possibles sont illustrés
en Fig. 3.

(1) : Z0 > Z+
0 (2) : Z+

0 > Z0 > Z−

0 (3) : Z+
0 > Z0 > Z−

0 (4) : Z0 < Z−
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FIGURE 3 –Multiples sćenarios de transfert́enerǵetique

Une étude approfondie des scénarios de la Fig. 3 montre que le3ème et le4ème ne sont pas du tout efficace,
le 2ème est comparativement plus efficace mais instable ; au final seul le 1er sćenario se ŕevèle int́eressant. En
fait, quandZ0 est proche deZ+

0 par valeurs suṕerieures, la relation d’échangéenerǵetique vaêtre attiŕee par
la branche suṕerieure mais la faible dynamique du système fait que la solution n’a pas réellement le temps
d’atteindre cette branche et rejoint en chemin soit la branche interḿediaire, soit la branche inférieure qui
correspondent aux scénarios3 et4. En ŕesuḿe, le crit̀ere de design optimal pour lequel efficacité et robustesse
du pompage sont exigés correspond au scénario1 :

ΩE0 = Z0 > Z+
0 =

8

81

[

4 −
(

1 − 3ξ2
)

(

3 −
√

1 − 3ξ2

)]

(9)

assocíe à la valeur de raideur nonlinéaire optimale

k > kopt = Ωopt mω2
0 =

8

81

mω2
0

Einit
0

[

4 −
(

1 − 3ξ2
)

(

3 −
√

1 − 3ξ2

)]

(10)

Influence de l’énergie initiale - Énergie d’activation
Le critère (9) permet de d́efinir uneénergie d’activation d́ependant de la raideur nonlinéairek du NES :

Eact =
8

81

mω2
0

k

[

4 −
(

1 − 3ξ2
)

(

3 −
√

1 − 3ξ2

)]

(11)

LorsqueEinit
0 > Eact, le NES est actif et il est possible de calculer le taux de chuteet la duŕee efficace du

pompagéenerǵetique :

Pdrop = 1 −
Z−

0

Zinit
0

= 1 −
8

81

4 − γ2(3 + γ)

ΩEinit
0

ǫTpump =
1

2πξ

[

f(Zinit
1 ) − f(Z−

1 )
]

(12)
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L’accroissement deEinit
0 a pour effet d’augmenter le taux de chute mais aussi d’allonger la duŕee du pompage.

Par conśequent, pour obtenir un pompageénerǵetique efficace, l’́energie initiale doit̂etre suṕerieureà l’énergie
d’activation (11) mais pas trop au risque de dégrader les performances liées au temps de chute.

3.1 Influence de l’amortissement du NES
Consid́erons maintenant le cas optimal où l’ énergie initiale se situe juste au dessus du seuil d’énergie d’activa-
tion du pompage. Le taux et la durée de chute se simplifient selon les expressions :

Pdrop = 1 −
Z−

0

Z+
0

=

(

1 − 3ξ2
)3/2

4 − (1 − 3ξ2)
(

3 −
√

1 − 3ξ2

)

ǫTpump =
1

2πξ

[

4

3

√

1 − 3ξ2 −
(

1 + ξ2
)

log
2 +

√

1 − 3ξ2

2 −
√

1 − 3ξ2

]
(13)
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FIGURE 4 –Taux de chutePdrop
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FIGURE 5 –Durée de pompageTpump

L’influence de l’amortissementξ donńee par les Figs. 4 et 5 permettent de retrouver qualitativement le compro-
mis ńecessaire entréenergie et temps. Lorsqueξ tend vers0, la duŕee de pompage va augmenter très vite vers
l’infinie et au contraire, quandξ s’approche de la limite

√

1/3, le pompagéenerǵetique est quasi-inefficace
avecPdrop ≃ 0.

3 points de fonctionnement sont donnésà titre d’exemple :
point× : ξ = 0.05 ; Pdrop = 98.3% ; ǫTpump = 0.74 ;
pointo : ξ = 0.2 ; Pdrop = 75.5% ; ǫTpump = 0.15 ;
point� : ξ = 0.55 ; Pdrop = 1.5% ; ǫTpump = 0.002 ;

En ŕesuḿe, le choix de l’amortissement du NES est crucial pour effectuer un design efficace qui ḿerite d’̂etre
approfondi.

4 Robustesse du crit̀ere de design
Des simulations nuḿeriques sont ŕealiśees d’une part sur le modèle initial (1) et les ŕesultats sont comparés avec
les tendances de chutesénerǵetiques obtenues analytiquement. La robustesse du critère optimal est v́erifiée par
comparaison avec le régime libre de l’oscillateur amorti seul. L’influence de l’amortissement du NES et de
l’ énergie initiale est́etudíee.

Choix des param̀etres du syst̀eme

Oscillateur principal : M = 1 kg ; ξ0 = 1 ǫ ; K = 4π2 Kg/m correspondant̀a une fŕequence propre
f0 = 1 Hz,

NES : ratio de masseǫ = 1%, amortissement du NESξ fixé au choix̀a la valeurξ = 0.2 ou ξ = 0.05,

Conditions initiales : x0 = 0 m ; ẋ0 = 0.1 m/s ⇒ Einit
0 =

ẋ2
0

ω2
0

+ x2
0 = 2.5e − 4 m2.

La raideur nonlińeaire optimale donńee en appliquant le critère (10) est :

kmin =
8

81

mω2
0

Einit
0

[

4 −
(

1 − 3ξ2
)

(

3 −
√

1 − 3ξ2

)]

=

{

336 Kg/m3 pour ξ = 0.2
309 Kg/m3 pour ξ = 0.05

(14)
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Le choix consid́eŕe est le suivant :

{

k = 400 Kg/m3 pour ξ = 0.2
k = 325 Kg/m3 pour ξ = 0.05

Les simulations nuḿeriques sont ŕealiśees pour diff́erentes conditions initiales en vitesse :ẋ0 = 0.1, ẋ0 = 0.09
et ẋ0 = 0.2, le d́eplacement initiaĺetant fix́e à źero. Pour chaque jeu de paramètres, leśenergies modales

E0 =
(ẋ + ǫẏ)2

ω2
0

+ (x+ ǫy)2 etE1 =
(ẋ − ẏ)2

ω2
0

+ (x− y)2 sont dessińees en comparaison avec les prédictions

analytiques comme illustré en Fig. 6.
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(2a)k = 400, ξ = 0.2
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FIGURE 6 – Chutesénerǵetiques comparées entre ŕesultats nuḿeriques (lignes minces) et prédictions analy-
tiques (ligneśepaisses) pour différentes conditions initiales :x0 = 0 ; (1) ẋ0 = 0.1 ; (2) ẋ0 = 0.09 et (3)
ẋ0 = 0.2.
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La nette diff́erence entre les figures Figs. 6.1 et 6.2 met enévidence un seuil d’énergie d’activation du pompage
énerǵetique : Pour unéenergie initiale inf́erieureà ce seuil (̇x0 = 0.09) la courbeénerǵetique du syst̀eme est
presque identiquèa celle du syst̀eme sans NES. Quand l’énergie d́epasse le seuil d’activation (ẋ0 = 0.1), le
NES est activ́e et la chute d’́energie est beaucoup plus rapide que dans le cas libre.
La comparaison des chutes d’énergie pour les valeursξ = 0.2 (a) etξ = 0.05 (b) met en exergue l’importante
influence de l’amortissement sur l’efficacité du pompagéenerǵetique : Ce pompage est plus efficace en aspect
de chute d’́energie quand l’amortissement est plus petit (ξ = 0.05) et en revanche, il est plus efficace en temps
(plus rapide) quand l’amortissement est plusélev́e (ξ = 0.2).
Le comportement de chutéenerǵetique pour unéenergie initiale importante (ẋ0 = 0.2) présent́e sur la Figure
6.3 souligne aussi l’influence de l’énergie initiale : Le temps de chute est plus long dans ce cas mais le taux de
chute est plus efficace quand l’énergie est proche du seuil d’énergie d’activation.
D’autres informations concernant la relationénerǵetique entre des modes d’ensemble et interne sont aussi
obtenues pour ces simulations (voir Fig. 7). Après le ŕegime transitoire, l’́evolution de l’́energie est attirée
par la relation cubique pilotée parξ. Il est important de noter l’existence d’un phénom̀ene de relaxation en
temps qui emp̂eche l’apparition instantanée d’une bifurcation de la solution associéeà un saut de la branche
suṕerieureà la branche inf́erieure pŕedite par la solution analytique. Cette relaxation induit des erreurs de
prédiction apr̀es le saut deZ1.
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FIGURE 7 – Simulation de la relatiońenerǵetiqueZ0 ↔ Z1 pour diff́erentes valeurs de vitesse initiale :
ẋ0 = 0.09 (ligne solide mince),̇x0 = 0.1 (ligne à tiret), ẋ0 = 0.2 (ligne pointillés) en comparaison avec les
prédiction analytiques (ligne solidéepaisse).

5 Conclusions
Une ḿethode analytique est proposée pour le design optimal de la raideur d’un absorbeur essentiellement non-
linéaire dont le r̂ole est d’att́enuer les vibrations d’un système maitre. Le dimensionnement et les simulations
numériques attestent de la robustesse du critère propośe et mettent en exergue l’influence crucial du choix de
l’amortissement du NES (à optimiser) et de l’́energie initiale en ŕegime libre.
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