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Résune :

Nous proposons des lois de parois s’appliquant sur une sarédfective lisse pour dé&soulements laminaires aniso-
thermes sur parois rugueuses. Ces lois s@telopges dans le cadre d’'uneathode de @composition de domairge
deuxéchelles et d’une approximation de l'®mteur Dirichlet-Neumann. Les lois progees sont teées nurériguement

en comparant lessultatsa des simulations tenant compte des ruggssit une discussion est propessur le position-
nement de la surface effective.

Abstract :

We propose wall laws prescribed on an homogeneous effesttif@ce describing non-isothermal laminar flows on rough
surfaces. These laws are developped in the frame of a donemiontposition method and an approximation of the
Dirichlet-Neumann operator. Our wall laws are validatedmerically comparing effective results with those of simu-
lations taking roughnesses into account. In addition, veedss the height of the effective surface.

Mots clefs : décomposition de domaine, lois de paroi, surfaces rugueus@&goulements laminaires

1 Introduction

Dans cet article, nous nous @messonst desécpulements Iaminaires avec transferj[s de chaleur suisparo
rugueuse$’,, décrits, dans le cadre de I'approximation de Boussinesdgparséme suivant :

u-Vu+Vp = vViu—g(T-1T,)g dansf (1a)
V-u = 0 dansQ2 (1b)

u = 0 surly (1c)

u-VI = kV*T dans (1d)
(BC1l) T = T, surly (1e)
(BC2) n-VT = 0 surl’y, (2

ou v est la viscosk, [ le coefficient d’expansion thermiqué, une temg@rature de &ference etk la diffu-
sivité thermique. En pratique, I&solution d’'un tel sysime s’aere tes cditeuse du fait de la psence des
héterogereites surl",,. On propose ici de construire des conditions aux limitesaifes, ou lois de paroi,
imposees sur une surface lisse homeog appde surface effective métlsant le comportement moyen de la
surface leterogene lorsqu’elle est pl&e dans les Bmes conditions.

2 Construction de lois de paroi par cecomposition de domaine

2.1 Principe de la nmethode

La présence d’aterogereites conduit naturellemerdt consi@rer deuxéchelles caraétistiques de longueur
distinctes,L et/ assoages respectivement au domafdet aux rugosis. Du fait de cettegparation déchelles,
on peut @composer le domaine initil en deux sous domaines comme le montre la figueF D’une part
un sous-domain€l, ou les grandeurs varient significativement suivagthelle caraéristiquel et au sein
duquel les rugosits sont contenues. D’autre part, un sous-dom@inau sein duquel les perturbationéds
aux heterogereites sont enirement amorties ettoles grandeurs varient significativement suivantNous
notonsl'y la surface fictive de@paration des sous-domairies et (). Les parois larales et sugrieures sont
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FiG. 1 — Décomposition de domaine

notees respectivemel, I',. etT',,. Avec ces notationf. FIG.1), le syseme d’EDPs initial ) s’écrit dans
Q) ety sous la forme :

— Probleme dans,

u -Vu, +Vpr = vViu —3(Ty — T,)g dans® (2a)
V-uy = 0 dansQl (2b)
u -V71ly = /QVQTl dansQl (2C)
u; = uy Surly (2d)
Tn = T, surly (2e)

— Probleme dans(),
Vps = I/VQUQ danSQQ (38.)
V-u, = 0 danst), (3b)
u = 0 surl’y (3c)
us - Vih, = HVZTQ dans(), (3d)
n- (*pQI + l/VllQ) = n- (*])11 + I/Vlll) surl’y (3e)
n- (—KVTQ) = n- (—I{VTl) surl’y (3f)
(BCL) 1T, = T, surly (309)
BC2)n-VI, = 0 surly, (3h)

ou, u;, p; etT; designent respectivement la vitesse, la pression et lagexhpe dans);. Nous avons suppés
que I'ecoulement dar@; pouvaitétre correctementétrit par lesequations de Stokes. La relatiBr, ~ cRey,
mettant en jeu le rapport déxhelles de longuewr = ¢/L ainsi que le nombre de Reynolds lodat, et
globalRey, justifient cette approximation qui, en pratique, permet devdo une large gamme écoulements
laminaires dan$2; [1]. De la meme margre, on suppose ici que I'on peuégliger le terme de couplage
B(Ty — T,)g dans2, a partir de la relatioRa, ~ ¢3Ray, mettant en jeu le nombre de Rayleigh lo&ai,
et globalRay. Contrairemené certaines r@thodes de @&omposition de domaines, notre objectif n’est pas de
résoudre le prol@éime coup (2)-(3) mais de construire une approximation de Eoateur Dirichlet-Neumann
sur la base d’estimateurs des champs de vitesse, de presdmtempgrature dan€ afin d’obtenir un systme
d’EDPs fern& pouruy, p; etT; danst;.

La premere étape consista decomposer chacun des champs en la somme d'un terme 'magigseoet
d’'une ceviation :

p2 = p1+Dp2 (4a)
u = u;+u (4b)
T, = Th+15 (4c)

Les cecompositions4) peuventétre assimiesa une @composition deéchelles dans le sens ¢es termes
macroscopiques varient significativement suivagtliielle caraéristique de longueul et les termes de
déviations suivant [2]. A ce niveau, il resté cefinir les termesay, p; etT; dans le sous-domairie,.
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2.2 Loi de paroi pour le probleme de lecoulement

Les champs de vitessg, et de pressiorp; de la decomposition 4) sont estinds dans(), a partir d’'un
développement de Taylor dans la direction norniala surface fictivd :

2
_ Y a2
u; = Ul‘ro + yﬁyul‘ro + ?8yyu1|m + ... (5a)
y?
pro= P + yayp1|F0 + anplyro + ... (5b)

Les ceveloppementsh] peuventétre vus comme desésieloppements asymptotiqueq pu le rapport des
échelles de longueur= ¢/L joue le Ble de petit paragtre. A partir de la @composition de domaireedeux
échelles pecedemment introduite et, de mané analogue aux @hodes de changementdhelle pour les
milieux heterogenes B, les termes macroscopiques varient significativementsiivechelle de longueuk
tandis que les termes déwation varient significativement suivahtDésormais, il estégitime d’associer la
notion d'ordre pour les lois de parail'exposant du petit para@tre e. Dans ce contexte et dans le cadre du
développement d’une loi de paroi d’ordng nous considrons uniguement les termes dont I'ordre de grandeur
est au plus:. Nous exposons ici lessdeloppements conduisamtine loi de paroi d’ordre un.

En tenant compte du fait que dafis et en particulier suf', I'@coulement est gouvegrpar lessquations de
Stokes, la substitution degdeloppementss) dans le sygtme d’EDPs 3) pour I'ecoulement et I'utilisation
des @compositions4) conduisent au probme suivant :

y@zaypllroel +Vpy = v (V2ﬁ2 + 8Zyu1|ro + y@imﬁyulm) dans(, (6a)
V-ay = —yaxayu”m dansQs (6b)

u = _ullro — yayu1|ro surl’y, (6¢)
(=peI+vVug)-n = 0 surly (6d)

Chaque terme du sy&@ne @) peutétre esting par une analyse des ordres de grandeurs. La conditionéatamite
(30) et la relation 4b) conduisenta la relationO (az) ~ O (u;). Ainsi la relation 6d) donneO (py) ~
O (vu; /¢). Dans le cadre duéveloppement d’une loi de paroi d’ordre un, les termes dordile de grandeur
est au plug) (e) sont conser&s. Dans ces conditions, le prébie aux limites devient :

Vpy = vVia, dans), (7a)

V-u, = 0 dansQ, (7b)

uy = —U1’F0 — yayu1|ro surl’y, (7C)

(—]521 + Vflg) -n = 0 surly (7d)

Le probEme aux limites mixted) met en jeu des termes dédation et des termes sources macroscopiques et
sa esolution reste encoredls cditeuse. En nous inspirant des techniques de changengatiadle en milieux
héterogenes ], les ceviations peuvenrgtre repesenées par des combinaisonsédaires des termes sources
l'origine des eviationsa I'échelle locale. Le probme mixte {) conduita rechercher des approximations de
la forme suivante :

u = A- U1’FO +B- ayU1’F0 (8a)
p2 = a- U1’F0 +b- 8le1’F0 (8b)

ou A, B, a etb sont appedes variables de fermeture. En substituant les approxinsa@ dans le prol#me

mixte (7) et en notanfA = (a;,as), B = (b1, bg), a = (al,az)T, b = (bl,bg)T, les variables de fermeture
sont solutions de quatre pr@hes aux limites locaux suivants, aggeprobémes de fermeture :

- Problem Ia(u1|F ): - Probleme Ib(ul!r ):
Vai = vVaj danngZ. (98.) Vay, = vVay dansﬁgi(loa)
V-a; = 0 danSQQi (gb) V-az = 0 danngi (10b)
al‘l—‘z- = a1|r ‘ (9C) a2‘1—‘l- = a2|r ‘ (10C)
al\rl. = a, (9d) ag‘rl. = aghﬂh (10d)
a; = —e; surlly, (%e) ag = —ey surly, (10e)
(*al + I/Val) ‘n = 0 surly, (9f) (*CLQ + Vvag) ‘n = 0 surly, (10f)

3
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- Problem lla (8yu1‘F ) - Probleme Ilb (€)yu1|F )
Vb, = vV?b; dansf), (11a) Vb, = vV?by dans,, (12a)
V-b; = 0 dans(y, (11b) V-by = 0 dans(y, (12b)
bl’Fz. = b1 r (11C) b2|F1. = b2|F ‘ (12C)
blh‘z- = b1|F v (11d) b2|I‘l. = bQ‘FM (12d)
by = —ye; surl',, (1le) by = —yes surl',, (12e)
(=b1 +vVby)-n = 0 surly, (11f) (=ba +vVba) -n = 0 surly, (22f)

On remarque que le domaineétide aété restreinta des cellule$2y; que nous supposongpodiques. En
effet, en pratique la structure quag+pdique de la surfaceglterogene nous agnea supposer que les termes
de ceviations sont @riodiques ce qui n'est priori pas le cas des termes macroscopiques. De ce faft avoms
impos des conditions degpiodicite sur les parois latales des celluleQ,;. Les probémes de fermeturka
etlb ayant pour couple de solutions trivialése;,0) et (—e2,0) nous en éduisongA,a) = (—1,0). Par
ailleurs, dans le cas lisse hontoe le prok®mell a pour solution trivialdB = §yI ou d est la hauteur de la
cellule ;.

A ce niveau, sur la base des estimateurs de vitesse et deoprelssis(s, il est possible de construire un
probleme ferng pouru; etp; dans$2; a partir de la condition de raccor@d). A partir des repesentations
propoges pour lesé&liations, la condition de raccor@d) conduita la loi de paroi d’ordre un suivante :

- VU1’FO = —vB- 8yu1‘ro (13)

Dans le cadre d’'une loi de paroi d’ordre un, nous pouvons raoiue la moyenne de la projection duy;

du vecteurb; est nulle et que la composante normale du gradient de viggde, peutétre regligé [1].

Par ailleurs, on peut constater que la surface fickiyan'influe pas sur I'expression des lois de paroi mais
sur le calcul des coefficients effectifs en raison de leuralmlite. Nous choisissons ici de positionrigy de
telle sorte que les perturbationgédis aux rugogits soient enéirement amorties. En d’autres termes, la hauteur
fictive no€ed, est le lieu des pointsioles variations des variables de fermetures ségtigeables. Dans ces
conditions, la loi de paroi sé&@crit sous la forme :

—vuLL = —l/bllayu1|ro (14a)
_VUI‘F =0 (14b)
Nous proposons ici degdinir une surface effectivBs sur laquelle nous prolongeons par wevdloppement de
Taylor la loi de paroi éfinie surl'y. La loi de paroi sur la surface effectiig s’écrit :
— I/ul‘r5 = —U (b11 — 5) ayU1’F§ (15&)
—Vv1|F =0 (15b)
8
ou by; > ¢ pour que le proldme aux limitesZ) pour I'ecoulement muni de la loi de pardi) soit bien
po. Ainsi, la surface effectiv€'s doit étre plaéea une distancé € [0,b;;] del’y. Dans le cas@I's est
positionree end = by1, la loi de paroi L5) se eduit ainsia une simple condition d’adnence. En revanche,
ce choix ne permet pas dans certains cas de s’affranchiemetat de lechelle locale. Par exemple, pour une

surface mettant en jeu une partie lisse hoeraget une zone rugueuse, cette approche coadaiprise en
compte d’'une "marche” de longueur caistiquel dans la zone de transition lisse-rugue8k [

2.3 Loi de paroi pour le probleme de thermique

Comme pour le prol@me de lécoulement, le champ de tegérpturel’ de la cecomposition4) est esting dans
Q9 a partir d'un developpement de Taylor dans la direction norn@ala surface fictivd'y :

Tl = T1|Fo + y(‘?yT1|FO —+ y285yT1|F0 4+ ... (16)

La substitution de la@composition4c) et de la relation16) dans le systme d’EDPsJ) pour la temgrature
conduit au sy&tme suivant :

u- (v:fz v VT1|F0) Y00, Ty, urer = KVATy+ k0L Ty + y02,0,T1), danss(17a)

(BCY To+ Ty, +ydyTiy, = T surly (17b)

(BC2)n-VTy +n- VT1|FO + y&xayTHFOn e; = 0 surl'y (17¢)
—n-kV1ly, = 0 surly (a7d)

4
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Le probEme d’advection-diffusion de terapature est &rifié dan<2, et en particulier sufy. De fait,a partir
de l'estimation standard (T}) ~ O((Ty —Ty)/¢) de I'ordre de grandeur desdiations de temgrature
dans(),, on peut montrer que le syshe (7) se simplifiea I'ordre un sous la forme suivante :

ug'VTg = RVQTQ danng (18&)
(BC1) T2+T1,F +y0,Ty, = Tu surly (18b)
(BC2)n-VT2+n~VT1|F = 0 surly, (18c)
—n-xkVT, = 0 surly (18d)

Ici encore, le prol@me mixte 18) conduita rechercher une approximation du terme éeidtion de temprature
sous la forme :

T2 =d (Tl‘Fo — Tw) + eayT1’F0 (19)

La substitution de X9) dans (8) conduit aux prol#mes aux limites locaux suivants pour les variables de
fermetured ete :

- Problem Il (T1|FO —Tw): - Problem IV (c’)yTl‘Fo) :
uy-Vd = kV2d dansQy; (20a) uy - Ve = rkVZ%e dansQy (21a)
d‘ = d‘ (20b) €| = ¢ (21b)
Ty, ., Iy, T,
(BCl)d = -1 surl'y; (20c) (BCl)e = —y surl'y; (21c)
(BC2)n-Vd = 0 surly; (20d) (BC2)n-Ve = —-n-ey surly; (21d)
—n-kVd = 0 surly (20e) —n-kVe = 0 surly; (21e)
Notons que le domaine efude aégalemenéte restreinta des cellules pseud@podiques2,;. On remarque
qued = —1 etd = 0 sont respectivement les solutions triviales du peoté de fermeturél dans les cas

(BC1) et (BC2). Par ailleurs la solution triviale du prebielV dans le cas lisse homege est = §, ou &y
est la hauteur de la cellufey;.

A ce niveau, sur la base des estimateurs du champ dettatmpe dans),, il est possible de construire un
probleme aux limites ferma partir de la condition de transmissid€). D’apres les repggsentations propéss
pour les @viations, la condition de raccor@d) conduita une loi de paroi d’ordre un de type Robiefthie sur
T'y. On cEfinit ici aussi une surface effectivg sur laquelle nous prolongeons par wvdloppement de Taylor
la loi de paroi @finie surT’y. Ainsi, la condition effective @finie surl's s’écrit :

(BC) — kn- VT, = h (Tl‘F‘—Tw) (22a)
(BC2) —kn-VTy = 0 (22b)

ou hs = /(e — ¢). Remarquons nouveau que la surface effectiVg doit étre positioneea une distance
J € [0, ¢] de la surface fictivd'y, pour que le prot#me @) pour la temg@rature muni de la loi de pard2®) soit
bien pog. On constatégalement que la condition aux limites effecti@®)(tend vers une condition de type
Dirichlet T1|F =T, lorsques tend verse.

8

3 Expérience nunerigue

Nous testons ici nuariquement les lois de paroi d’ordre un pour un pésbé de convection naturelle. Les
calculs sont effects sur la base d’'une applicati@ements finis de la plate-forme de composants logiciel
PELICANS cevelopgeea I'lRSN et mise en open-sourcd][ Nous reprenons ici le probine de convection
naturelle dans une cagitdifférentiellement chaufle de rapport d’aspedt mais en consigrant des parois
rugueuses. La structure destérogeréites est sinugdale d’'amplituded = 0.03m et de @riode? = 2/29m.

Nous consiérons ici le cafa = 10° avec

o 3
Prgﬂ(Th TC)H

Ra =
2

(23)

ol Pr = 0.71 est le nombre de Prandt} = 1/7;, v = 5.10*m?s7!, g = 9.81m.s™ 2, H = 1.06m la
hauteur de la cavétetT), — T, le differentiel de tem@rature entre les parois &tles. La temgrature de
réference est dor@e par?, = (1 + T.)/2 = 600K et la difference de tengrature est calcaka partir du
Rayleigh. Les conditions aux limites pour le calcul de 'DNSphguées sur les bords gauche et droit de la
cavite correspondent respectivementles conditions de Dirichlet avdt = T}, a gauche ef’ = T, a droite

5
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FiG. 2 — Isovaleurs de la fonction de courant (gauche) et de la&eatyre (droite) pour le calcul DNS

du domaine. Sur les parois sueure et inérieure des conditions aux limites de Neumann sont appdisiu
Pour la vitesse, on applique une condition d'adince sur la totaktdes bords. La figurel&.2, regroupant les
isovaleurs de la fonction de courant (gauche) et de la &atpre (droite), illustre I'impact des rugasst sur

I’ écoulement et sur le champ de tegmgture. Contrairement au cas lisse 'SMOOTH’, les champ déssétet de
temperature dans le cas rugueux 'DNS’ sont fortement peésidomme le montre la figura®- 3. Les calculs
effectifs asso@s mettent en ceuvre I'ensemble des lois de parois d’ordre@gdgemment évelopgges. La
surface fictivel'y est plaée end, = 4.A. A cette hauteur, les variables de fermeture sont consaaiteont
donrees pab;; ~ 0.095224686 etd ~ 0.10005342. Nous pesentons ici deux calculs effectifs avec une surface
effectivel’s positionrée enyy—b,; 'EFF no-slip’ et3.A/2 'EFF’. La figure FG.3 présente une comparaison des
résultats des calculs effectifs avec ceux obtenus dans leigasux et lisse. [Bvolution du champ de vitesse
et de tempraturea une distance = 3.4/2 de la paroi lagérale droite permet de conclure que les conditions
aux limites effectives15) et (22), lorsque la surface effectivies est positionee ens = §, — b1; 'EFF no-
slip’, approchent correctement le comportement moyen thutdNS'. Ces €sultats peliminaires semblent
indiquer que, pour ce probine, ce positionnement est optimal. Wetade est en cours sur le positionnement
de la surface effectivEs pour d’autres proldimes et dans le cas de lois de parois d’ordre deux.

Temperature Vitesse : composante horizontale Vitesse : composante verticale
612 0.16 0.03

/ N

610

0.14

0.02

608 0.12

0.01

606

0.1

604 [

0.08

-0.01

602

n 0.06

-0.02

600

- 0.04 [

-0.03

598 002 |-f
i

596 0 H i i i i i 3 -0.04 i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

y y y

Fic. 3 — Comparaison des calculs effectifs (EFF no-slip, EFF) avec leslsdisse (SMOOTH) et rugueux
(DNS) : évolution de la tem@rature (gauche) et des composantes horizontale (centre) et ve(diicate) de la
vitesse enx = 3.4/2 (droite)
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