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Résuḿe :
Nous proposons des lois de parois s’appliquant sur une surface effective lisse pour desécoulements laminaires aniso-
thermes sur parois rugueuses. Ces lois sont dévelopṕees dans le cadre d’une méthode de d́ecomposition de domainèa
deuxéchelles et d’une approximation de l’opérateur Dirichlet-Neumann. Les lois proposées sont testées nuḿeriquement
en comparant les résultatsà des simulations tenant compte des rugosités et une discussion est proposée sur le position-
nement de la surface effective.

Abstract :
We propose wall laws prescribed on an homogeneous effectivesurface describing non-isothermal laminar flows on rough
surfaces. These laws are developped in the frame of a domain decomposition method and an approximation of the
Dirichlet-Neumann operator. Our wall laws are validated numerically comparing effective results with those of simu-
lations taking roughnesses into account. In addition, we discuss the height of the effective surface.

Mots clefs : décomposition de domaine, lois de paroi, surfaces rugueuses,écoulements laminaires

1 Introduction
Dans cet article, nous nous intéressons̀a desécoulements laminaires avec transferts de chaleur sur parois
rugueusesΓw décrits, dans le cadre de l’approximation de Boussinesq, parle syst̀eme suivant :

u · ∇u + ∇p = ν∇2u − β(T − Tr)g dansΩ (1a)
∇ · u = 0 dansΩ (1b)

u = 0 surΓw (1c)

u · ∇T = κ∇2T dansΩ (1d)
(BC1) T = Tw surΓw (1e)

(BC2) n · ∇T = 0 surΓw (1f)

où ν est la viscosit́e, β le coefficient d’expansion thermique,Tr une temṕerature de ŕeférence etκ la diffu-
sivité thermique. En pratique, la résolution d’un tel système s’av̀ere tr̀es côuteuse du fait de la présence des
hét́eroǵeńeités surΓw. On propose ici de construire des conditions aux limites effectives, ou lois de paroi,
impośees sur une surface lisse homogène appeĺee surface effective modélisant le comportement moyen de la
surface h́et́erog̀ene lorsqu’elle est placée dans les m̂emes conditions.

2 Construction de lois de paroi par d́ecomposition de domaine

2.1 Principe de la ḿethode
La pŕesence d’h́et́eroǵeńeités conduit naturellementà consid́erer deuxéchelles caractéristiques de longueur
distinctes,L etℓ assocíees respectivement au domaineΩ et aux rugosit́es. Du fait de cette séparation d’́echelles,
on peut d́ecomposer le domaine initialΩ en deux sous domaines comme le montre la figure FIG.1. D’une part
un sous-domaineΩ2 où les grandeurs varient significativement suivant l’échelle caractéristiqueℓ et au sein
duquel les rugosités sont contenues. D’autre part, un sous-domaineΩ1 au sein duquel les perturbations liées
aux h́et́eroǵeńeités sont entìerement amorties et où les grandeurs varient significativement suivantL. Nous
notonsΓ0 la surface fictive de śeparation des sous-domainesΩ1 etΩ2. Les parois lat́erales et suṕerieures sont
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FIG. 1 – Décomposition de domaine

not́ees respectivementΓl, Γr et Γ∞. Avec ces notations (cf. FIG.1), le syst̀eme d’EDPs initial (1) s’écrit dans
Ω1 etΩ2 sous la forme :

– Problème dansΩ1

u1 · ∇u1 + ∇p1 = ν∇2u1 − β(T1 − Tr)g dansΩ1 (2a)
∇ · u1 = 0 dansΩ1 (2b)

u1 · ∇T1 = κ∇2T1 dansΩ1 (2c)
u1 = u2 surΓ0 (2d)
T1 = T2 surΓ0 (2e)

– Problème dansΩ2

∇p2 = ν∇2u2 dansΩ2 (3a)
∇ · u2 = 0 dansΩ2 (3b)

u2 = 0 surΓw (3c)

u2 · ∇T2 = κ∇2T2 dansΩ2 (3d)
n · (−p2I + ν∇u2) = n · (−p1I + ν∇u1) surΓ0 (3e)

n · (−κ∇T2) = n · (−κ∇T1) surΓ0 (3f)
(BC1) T2 = Tw surΓw (3g)

(BC2) n · ∇T2 = 0 surΓw (3h)

où, ui, pi etTi désignent respectivement la vitesse, la pression et la température dansΩi. Nous avons supposé
que l’écoulement dansΩ2 pouvaitêtre correctement décrit par leśequations de Stokes. La relationReℓ ∼ ǫReL

mettant en jeu le rapport deséchelles de longueurǫ = ℓ/L ainsi que le nombre de Reynolds localReℓ et
globalReL justifient cette approximation qui, en pratique, permet de couvrir une large gamme d’écoulements
laminaires dansΩ1 [1]. De la m̂eme manìere, on suppose ici que l’on peut négliger le terme de couplage
β(T2 − Tr)g dansΩ2 à partir de la relationRaℓ ∼ ǫ3RaL mettant en jeu le nombre de Rayleigh localRaℓ

et globalRaL. Contrairement̀a certaines ḿethodes de d́ecomposition de domaines, notre objectif n’est pas de
résoudre le problème coupĺe (2)-(3) mais de construire une approximation de l’opérateur Dirichlet-Neumann
sur la base d’estimateurs des champs de vitesse, de pressionet de temṕerature dansΩ2 afin d’obtenir un syst̀eme
d’EDPs ferḿe pouru1, p1 etT1 dansΩ1.
La premìere étape consistèa d́ecomposer chacun des champs en la somme d’un terme ’macroscopique’ et
d’une d́eviation :

p2 = p1 + p̃2 (4a)
u2 = u1 + ũ2 (4b)

T2 = T1 + T̃2 (4c)

Les d́ecompositions (4) peuventêtre assimiĺeesà une d́ecomposition deśechelles dans le sens où les termes
macroscopiques varient significativement suivant l’échelle caractéristique de longueurL et les termes de
déviations suivantℓ [2]. A ce niveau, il restèa d́efinir les termesu1, p1 etT1 dans le sous-domaineΩ2.
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2.2 Loi de paroi pour le problème de l’́ecoulement
Les champs de vitesseu1 et de pressionp1 de la d́ecomposition (4) sont estiḿes dansΩ2 à partir d’un
développement de Taylor dans la direction normaleà la surface fictiveΓ0 :

u1 = u1|Γ0

+ y∂yu1|Γ0

+
y2

2
∂2

yyu1|Γ0

+ . . . (5a)

p1 = p1|Γ0

+ y∂yp1|Γ0

+
y2

2
∂yp1|Γ0

+ . . . (5b)

Les d́eveloppements (5) peuventêtre vus comme des développements asymptotiques [1] où le rapport des
échelles de longueurǫ = ℓ/L joue le r̂ole de petit param̀etre. A partir de la d́ecomposition de domainèa deux
échelles pŕećedemment introduite et, de manière analogue aux ḿethodes de changement d’échelle pour les
milieux hét́erog̀enes [2], les termes macroscopiques varient significativement suivant l’échelle de longueurL
tandis que les termes de déviation varient significativement suivantℓ. Désormais, il est ĺegitime d’associer la
notion d’ordre pour les lois de paroià l’exposant du petit param̀etreǫ. Dans ce contexte et dans le cadre du
développement d’une loi de paroi d’ordren, nous consid́erons uniquement les termes dont l’ordre de grandeur
est au plusn. Nous exposons ici les développements conduisantà une loi de paroi d’ordre un.
En tenant compte du fait que dansΩ2 et en particulier surΓ0, l’ écoulement est gouverné par leśequations de
Stokes, la substitution des développements (5) dans le syst̀eme d’EDPs (3) pour l’écoulement et l’utilisation
des d́ecompositions (4) conduisent au problème suivant :

y∂x∂yp1|Γ0

e1 + ∇p̃2 = ν
(

∇2ũ2 + ∂2

yyu1|Γ0

+ y∂2

xx∂yu1|Γ0

)

dansΩ2 (6a)

∇ · ũ2 = −y∂x∂yu1|Γ0

dansΩ2 (6b)

ũ2 = −u1|Γ0

− y∂yu1|Γ0

surΓw (6c)

(−p̃2I + ν∇ũ2) · n = 0 surΓ0 (6d)

Chaque terme du système (6) peutêtre estiḿe par une analyse des ordres de grandeurs. La condition d’adhérence
(3c) et la relation (4b) conduisent̀a la relationO (ũ2) ∼ O (u1). Ainsi la relation (6d) donneO (p̃2) ∼
O (νu1/ℓ). Dans le cadre du d́eveloppement d’une loi de paroi d’ordre un, les termes dont l’ordre de grandeur
est au plusO (ǫ) sont conserv́es. Dans ces conditions, le problème aux limites devient :

∇p̃2 = ν∇2ũ2 dansΩ2 (7a)
∇ · ũ2 = 0 dansΩ2 (7b)

ũ2 = −u1|Γ0

− y∂yu1|Γ0

surΓw (7c)

(−p̃2I + ∇ũ2) · n = 0 surΓ0 (7d)

Le probl̀eme aux limites mixte (7) met en jeu des termes de déviation et des termes sources macroscopiques et
sa ŕesolution reste encore très côuteuse. En nous inspirant des techniques de changement d’échelle en milieux
hét́erog̀enes [2], les d́eviations peuvent̂etre repŕesent́ees par des combinaisons linéaires des termes sourcesà
l’origine des d́eviationsà l’échelle locale. Le problème mixte (7) conduità rechercher des approximations de
la forme suivante :

ũ2 = A · u1|Γ0

+ B · ∂yu1|Γ0

(8a)

p̃2 = a · u1|Γ0

+ b · ∂yu1|Γ0

(8b)

où A, B, a etb sont appeĺees variables de fermeture. En substituant les approximations (8) dans le probl̀eme
mixte (7) et en notantA = (a1,a2), B = (b1,b2), a = (a1, a2)

T , b = (b1, b2)
T , les variables de fermeture

sont solutions de quatre problèmes aux limites locaux suivants, appelés probl̀emes de fermeture :

- Problem Ia (u1|Γ0

) :

∇a1 = ν∇a1 dansΩ2i
(9a)

∇ · a1 = 0 dansΩ2i
(9b)

a1|Γli

= a1|Γri

(9c)

a1|Γli

= a1|Γri

(9d)

a1 = −e1 surΓwi
(9e)

(−a1 + ν∇a1) · n = 0 surΓ0i
(9f)

- Problème Ib (u1|Γ0

) :

∇a2 = ν∇a2 dansΩ2i
(10a)

∇ · a2 = 0 dansΩ2i
(10b)

a2|Γli

= a2|Γri

(10c)

a2|Γli

= a2|Γri

(10d)

a2 = −e2 surΓwi
(10e)

(−a2 + ν∇a2) · n = 0 surΓ0i
(10f)
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- Problem IIa (∂yu1|Γ0

) :

∇b1 = ν∇2b1 dansΩ2i
(11a)

∇ · b1 = 0 dansΩ2i
(11b)

b1|Γli

= b1|Γri

(11c)

b1|Γli

= b1|Γri

(11d)

b1 = −ye1 surΓwi
(11e)

(−b1 + ν∇b1) · n = 0 surΓ0i
(11f)

- Problème IIb (∂yu1|Γ0

) :

∇b2 = ν∇2b2 dansΩ2i
(12a)

∇ · b2 = 0 dansΩ2i
(12b)

b2|Γli

= b2|Γri

(12c)

b2|Γli

= b2|Γri

(12d)

b2 = −ye2 surΓwi
(12e)

(−b2 + ν∇b2) · n = 0 surΓ0i
(12f)

On remarque que le domaine d’étude aét́e restreintà des cellulesΩ2i que nous supposons périodiques. En
effet, en pratique la structure quasi-périodique de la surface hét́erog̀ene nous am̀eneà supposer que les termes
de d́eviations sont ṕeriodiques ce qui n’est̀a priori pas le cas des termes macroscopiques. De ce fait, nous avons
impośe des conditions de périodicit́e sur les parois latérales des cellulesΩ2i. Les probl̀emes de fermetureIa
et Ib ayant pour couple de solutions triviales(−e1, 0) et (−e2, 0) nous en d́eduisons(A,a) = (−I, 0). Par
ailleurs, dans le cas lisse homogène le probl̀emeII a pour solution trivialeB = δ0I où δ0 est la hauteur de la
celluleΩ2i.
A ce niveau, sur la base des estimateurs de vitesse et de pression dansΩ2, il est possible de construire un
probl̀eme ferḿe pouru1 et p1 dansΩ1 à partir de la condition de raccord (2d). A partir des repŕesentations
propośees pour les d́eviations, la condition de raccord (2d) conduità la loi de paroi d’ordre un suivante :

− νu1|Γ0

= −νB · ∂yu1|Γ0

(13)

Dans le cadre d’une loi de paroi d’ordre un, nous pouvons montrer que la moyenne de la projection surΓ0i

du vecteurb1 est nulle et que la composante normale du gradient de vitessesur Γ0 peut être ńegligé [1].
Par ailleurs, on peut constater que la surface fictiveΓ0 n’influe pas sur l’expression des lois de paroi mais
sur le calcul des coefficients effectifs en raison de leur variabilité. Nous choisissons ici de positionnerΓ0 de
telle sorte que les perturbations liées aux rugosités soient entièrement amorties. En d’autres termes, la hauteur
fictive not́eeδ0 est le lieu des points où les variations des variables de fermetures sont négligeables. Dans ces
conditions, la loi de paroi se réécrit sous la forme :

− νu1|Γ0

= −νb11∂yu1|Γ0

(14a)

−νv1|Γ0

= 0 (14b)

Nous proposons ici de définir une surface effectiveΓδ sur laquelle nous prolongeons par un développement de
Taylor la loi de paroi d́efinie surΓ0. La loi de paroi sur la surface effectiveΓδ s’écrit :

− νu1|Γδ

= −ν (b11 − δ) ∂yu1|Γδ

(15a)

−νv1|Γδ

= 0 (15b)

où b11 ≥ δ pour que le probl̀eme aux limites (2) pour l’écoulement muni de la loi de paroi (15) soit bien
pośe. Ainsi, la surface effectiveΓδ doit être plaćeeà une distanceδ ∈ [0, b11] de Γ0. Dans le cas òu Γδ est
positionńee enδ = b11, la loi de paroi (15) se ŕeduit ainsià une simple condition d’adhérence. En revanche,
ce choix ne permet pas dans certains cas de s’affranchir totalement de l’́echelle locale. Par exemple, pour une
surface mettant en jeu une partie lisse homogène et une zone rugueuse, cette approche conduità la prise en
compte d’une ”marche” de longueur caractéristiqueℓ dans la zone de transition lisse-rugueux [3].

2.3 Loi de paroi pour le problème de thermique
Comme pour le problème de l’́ecoulement, le champ de températureT1 de la d́ecomposition (4) est estiḿe dans
Ω2 à partir d’un d́eveloppement de Taylor dans la direction normaleà la surface fictiveΓ0 :

T1 = T1|Γ0

+ y∂yT1|Γ0

+ y2∂2

yyT1|Γ0

+ . . . (16)

La substitution de la d́ecomposition (4c) et de la relation (16) dans le syst̀eme d’EDPs (3) pour la temṕerature
conduit au syst̀eme suivant :

u ·
(

∇T̃2 + ∇T1|Γ0

)

+ y∂x∂yT1|Γ0

u · e1 = κ∇2T̃2 + κ∂2

xxT1|Γ0

+ y∂2

xx∂yT1|Γ0

dansΩ2 (17a)

(BC1) T̃2 + T1|Γ0

+ y∂yT1|Γ0

= Tw surΓw (17b)

(BC2) n · ∇T̃2 + n · ∇T1|Γ0

+ y∂x∂yT1|Γ0

n · e1 = 0 surΓw (17c)

−n · κ∇T̃2 = 0 surΓ0 (17d)
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Le probl̀eme d’advection-diffusion de température est v́erifié dansΩ2 et en particulier surΓ0. De fait, à partir

de l’estimation standardO
(

T̃2

)

∼ O ((T1 − Tw)/ℓ) de l’ordre de grandeur des déviations de temṕerature

dansΩ2, on peut montrer que le système (17) se simplifieà l’ordre un sous la forme suivante :

u2 · ∇T̃2 = κ∇2T̃2 dansΩ2 (18a)

(BC1) T̃2 + T1|Γ0

+ y∂yT1|Γ0

= Tw surΓw (18b)

(BC2) n · ∇T̃2 + n · ∇T1|Γ0

= 0 surΓw (18c)

−n · κ∇T̃2 = 0 surΓ0 (18d)

Ici encore, le probl̀eme mixte (18) conduità rechercher une approximation du terme de déviation de temṕerature
sous la forme :

T̃2 = d
(

T1|Γ0

− Tw

)

+ e∂yT1|Γ0

(19)

La substitution de (19) dans (18) conduit aux probl̀emes aux limites locaux suivants pour les variables de
fermetured ete :
- Problem III (T1|Γ0

− Tw) :

u2 · ∇d = κ∇2d dansΩ2i (20a)
d|Γli

= d|Γri

(20b)

(BC1) d = −1 surΓwi (20c)
(BC 2) n · ∇d = 0 surΓwi (20d)

−n · κ∇d = 0 surΓ0i (20e)

- Problem IV (∂yT1|Γ0

) :

u2 · ∇e = κ∇2e dansΩ2i (21a)
e|Γli

= e|Γri

(21b)

(BC1) e = −y surΓwi (21c)
(BC2) n · ∇e = −n · e2 surΓwi (21d)

−n · κ∇e = 0 surΓ0i (21e)

Notons que le domaine d’étude áegalement́et́e restreint̀a des cellules pseudo-périodiquesΩ2i. On remarque
qued = −1 et d = 0 sont respectivement les solutions triviales du problème de fermetureIII dans les cas
(BC1) et (BC2). Par ailleurs la solution triviale du problèmeIV dans le cas lisse homogène este = δ0 où δ0

est la hauteur de la celluleΩ2i.
A ce niveau, sur la base des estimateurs du champ de température dansΩ2, il est possible de construire un
probl̀eme aux limites ferḿe à partir de la condition de transmission (2e). D’après les repŕesentations proposées
pour les d́eviations, la condition de raccord (2e) conduità une loi de paroi d’ordre un de type Robin définie sur
Γ0. On d́efinit ici aussi une surface effectiveΓδ sur laquelle nous prolongeons par un développement de Taylor
la loi de paroi d́efinie surΓ0. Ainsi, la condition effective d́efinie surΓδ s’écrit :

(BC1) − κn · ∇T1|Γδ

= hδ

(

T1|Γδ

− Tw

)

(22a)

(BC2) − κn · ∇T1|Γδ

= 0 (22b)

où hδ = κ/(e − δ). Remarquons̀a nouveau que la surface effectiveΓδ doit être positionńeeà une distance
δ ∈ [0, e] de la surface fictiveΓ0 pour que le probl̀eme (2) pour la temṕerature muni de la loi de paroi (22) soit
bien pośe. On constatéegalement que la condition aux limites effective (22) tend vers une condition de type
Dirichlet T1|Γδ

= Tw lorsqueδ tend verse.

3 Expérience nuḿerique
Nous testons ici nuḿeriquement les lois de paroi d’ordre un pour un problème de convection naturelle. Les
calculs sont effectúes sur la base d’une applicationéléments finis de la plate-forme de composants logiciel
PELICANS d́evelopṕeeà l’IRSN et mise en open-source [4]. Nous reprenons ici le problème de convection
naturelle dans une cavité différentiellement chauffée de rapport d’aspect1 mais en consid́erant des parois
rugueuses. La structure des hét́eroǵeńeités est sinusoı̈dale d’amplitudeA = 0.03m et de ṕeriodeP = 2/29m.
Nous consid́erons ici le casRa = 106 avec

Ra = Pr
gβ(Th − Tc)H

3

ν2
(23)

où Pr = 0.71 est le nombre de Prandtl,β = 1/Tr, ν = 5. 10−4m2.s−1, g = 9.81m.s−2, H = 1.06m la
hauteur de la cavité etTh − Tc le différentiel de temṕerature entre les parois latérales. La temṕerature de
référence est donnée parTr = (Th + Tc)/2 = 600K et la différence de temṕerature est calculéeà partir du
Rayleigh. Les conditions aux limites pour le calcul de ’DNS’ appliquées sur les bords gauche et droit de la
cavit́e correspondent respectivementà des conditions de Dirichlet avecT = Th à gauche etT = Tc à droite
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FIG. 2 – Isovaleurs de la fonction de courant (gauche) et de la température (droite) pour le calcul DNS

du domaine. Sur les parois supérieure et inf́erieure des conditions aux limites de Neumann sont appliquées.
Pour la vitesse, on applique une condition d’adhérence sur la totalité des bords. La figure FIG.2, regroupant les
isovaleurs de la fonction de courant (gauche) et de la température (droite), illustre l’impact des rugosités sur
l’ écoulement et sur le champ de température. Contrairement au cas lisse ’SMOOTH’, les champ de vitesse et de
temṕerature dans le cas rugueux ’DNS’ sont fortement perturbés comme le montre la figure FIG.3. Les calculs
effectifs assocíes mettent en œuvre l’ensemble des lois de parois d’ordre un préćedemment d́evelopṕees. La
surface fictiveΓ0 est plaćee enδ0 = 4A. A cette hauteur, les variables de fermeture sont constantes et sont
donńees parb11 ≈ 0.095224686 etd ≈ 0.10005342. Nous pŕesentons ici deux calculs effectifs avec une surface
effectiveΓδ positionńee enδ0−b11 ’EFF no-slip’ et3A/2 ’EFF’. La figure FIG.3 pŕesente une comparaison des
résultats des calculs effectifs avec ceux obtenus dans le casrugueux et lisse. L’́evolution du champ de vitesse
et de temṕeratureà une distancex = 3A/2 de la paroi lat́erale droite permet de conclure que les conditions
aux limites effectives (15) et (22), lorsque la surface effectiveΓδ est positionńee enδ = δ0 − b11 ’EFF no-
slip’, approchent correctement le comportement moyen du calcul ’DNS’. Ces ŕesultats pŕeliminaires semblent
indiquer que, pour ce problème, ce positionnement est optimal. Uneétude est en cours sur le positionnement
de la surface effectiveΓδ pour d’autres problèmes et dans le cas de lois de parois d’ordre deux.
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FIG. 3 – Comparaison des calculs effectifs (EFF no-slip, EFF) avec les calculs lisse (SMOOTH) et rugueux
(DNS) : évolution de la temṕerature (gauche) et des composantes horizontale (centre) et verticale(droite) de la
vitesse enx = 3A/2 (droite)
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