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Modéle membranaire pour les plaques fortement hétérogénes
obéissant a une loi hyperélastique de type Ciarlet Geymonat
avec prise en compte des effets de bord en utilisant la
MAPDD (method of asymptotic partial decomposition of
domain).

E. Pruchnicki
EPUL Cité Scientifique, Avenue Paul Langevin, F 59655 Villeneuve d’Ascq Cedex

Résumé :

Pour les plaques et les coques fortement hétérogénes de St Venant Kirchoff, Pruchnicki [1], [2] a montré que le
modéle d'ordre le plus élevé possible est de type membranaire. Je propose une généralisation lorsque les constituants
obéissent 4 une lof plus réaliste de Ciarlet Geymonat. Je propose de montrer que Pon peut tenir compte des effets de
bord en adaptant en non linéaire Ia méthode MAPDD (method of asymptotic partial decomposition of domain) de
Panasenko [3]

Abstract :

For both the St Venant-Kirchoff's strongly heterogeneous plaques and shells, Pruchnicki [1], [2] showed that the
model of the highest possible order is of membrane type. I propose a generalization when constituents obey to a more
realistic law of Ciarlet Geymonat. I suggest showing that we can take into account edge effects by adapting in nonlinear
the method MAPDD (method of asymptotic partial decomposition of domain) of Panasenko [3].

Mots clefs: Analyse asymptotique, non linéaire, méthode variationnelle, effets de bord

1 Introduction

Une plaque est caractérisée par une dimension faible par rapport aux deux autres. Pour cette raison la
méthode de développement asymptotique peut étre utilisé avantageusement de fagon & justifier en élasticité
linéaire un ensemble de modéle & différents ordres pour les plaques homogenes Ciarlet [4] et hétérogeénes
Lewinski, Telega [5]. Pour les plaques fortement hétérogénes, la dimension de la microstructure suivant le
plan moyen de la plaque introduit un autre petit paramétre. L’ordre de grandeur de la dimension de cette
microstructure peut étre comparable plus petit ou plus grand que I’épaisseur. Cependant Lewinski, Telega [5]
ont montré que le cas le plus important est celui pour lequel ces deux ordres de grandeur sont comparables
car les deux autres s’en déduisent.

Dans ce travail, j’étends les résultats de Pruchnicki [1] présentés pour des plaques dont les matériaux
obéissent a la loi hyperélastique la plus simple c'est-a-dire celle de St Venant-Kirchoff. Cependant I’énergie
libre de cette loi de comportement n’est pas physiquement acceptable car elle n’interdit pas des déformations
volumiques nulles c'est-a-dire que mathématiquement son énergie libre ne tend pas vers I’infini lorsque les
déformation volumique tend vers zéro. C’est pourquoi pour éviter ce probléme, une loi hyperélastique plus
réaliste de Ciarlet Geymonat est considérée dans cet article. On utilise la méthode des développements
asymptotiques et on démontre que le terme de plus bas ordre du champ de déplacement est nécessairement
d’ordre zéro et qu’il satisfait 4 un probléme de plaque membranaire.

En ce qui concerne la prise en compte des effets de bord, la méthode de Dumontet [6] est uniquement
utilisable en élasticité linéaire. Celle de Sanchez-Palencia [7] peut &tre utilisée pour traiter le cas des
structures hyperélastiques (Pruchnicki [8]). En tout cas, il n'existe pas de méthode pour traiter les effets de
bord en élastoplasticité. La méthode MAPDD (method of asymptotic partial decomposition of domain) de
Panasenko [3], présentée en élasticité linéaire unidimensionnel, n'utilise cependant pas I'hypothése de
linéarité, c'est pourquoi cette méthode peut étre adapter pour traiter les effets de bord en non linéaire. Pour le
cas général tridimensionnel en non linéaire, il faudra imposer de fagon systématique la continuité du champs
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de déplacement au raccordement entre la zone de bord et la zone éloignée des bords ou le champ de
déplacement est supposé pouvoir étre écrit sous la forme d’un développement asymptotique.

2 Le probléme aux limites non linéaire pour les plaques

On considére sur la figurel, une plaque fortement hétérogene d’épaisseur e et de surface moyenne
rectangulaire ® = ]0,b[x]0,c[ occupant le domaine Q°=wx]-&/2, &/2[ (¢ > 0). Sa frontiére est décomposée en
deux parties; la premiére est composée des faces supérieure et inférieure I'™* UT* = w X({-e 2} U {e/2});
la seconde est sa partie latérale I',® =0wx]-¢/2,e/2[. Cette plaque est hétérogéne et la dimension des
hétérogénéités, supposée étre du méme ordre que son épaisseur, est trés petite vis-a-vis de [’échelle globale
X’=(x1, Xz). On définit dans le plan moyen également 1’échelle locale y’=(y1,y:) ainsi que le ratio entre les
échelles globale et locale € = x*%/ y’*. La microstructure de la plaque est périodique et elle est définie sur sa
cellule de base Y° =Y’ X]- ¢ /2, ¢ /2] (Y’=]0,1[ X]0,1[). La frontiére de la cellule de base est constituée de
sa partie latérale 8Y1* = 9Y’ X [- € /2, € /2] et de ses faces inférieures et supérieures

BY." =Y X ({- € 2}Uf € /2}).

Afin de simplifier, on suppose que cette plaque est sollicitée par des charges mortes périodiques suivant
I’échelle locale. Les vecteurs f° et h® représentent respectivement les charges de volume et de surface agissant
sur les parties inférieure et supérieure de la plaque. On suppose que la plaque est encastrée sur sa frontiére
latérale mais la théorie présentée peut étre étendue a d’autres types de condition aux limites. Le champ de
déplacement solution est représenté par le vecteur u°. Tous ces vecteurs dépendent de (x°, y”) avec x° = (xy, Xy,
x;3°). L’application linéaire tangente est définie par F°(u®) = I + grad u®et les composantes du tenseur grad u®
sont données par : ’

1
(gradu)y, = O, uf + S0y, uf,  (grad )y = Dugl

1—‘late / d : | I ¢

Zone !
. P €
interieure X3

¥ X

- Zone de X
bord

r-e

figure 1 : Schématisation de la plaque avec sa zone intérieure et sa zone de bord

On considére que la densité d’énergie des matériaux constitutifs de la plaque est définie par (Ciarlet et
Geymonat[9])

W (F%) = a°C§; (%) + b (Cof C° (), +T* (det (C* (F¥))) + ¢*

a® >0, b* >0, T°(4) =c*d —d*In(8), ¢ >0, d° >0, e eR
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3 Le probléme de minimisation tridimensionnel & deux échelles

Afin de supprimer la difficulté associée a la dépendance en & du domaine QF occupé, on considére le
changement de variable suivant a toute fonction g, on associe une fonction g(e) tel que g° (x’,y’, X3°) =
g(e)(x’, y) avec y=(¥1,¥2 ¥3). Ainsi Y7, Y%, 0Y.°, Iy® et Q’=wx]-e/2, ¢/2[ deviennent respectivement Y=
Y?XJ-1/2,1/2[, 8YL = 0Y’X[-1/2,1/2] , Y+ = 8Y’ X ({-1/2}U{1/2}) , Da =0@x]-1/2,172 et Q=wx]-1/2,
1/2[. Le probléme P(g, ® XY) de minimisation de I’énergie totale est donnée par :

Trouver v(e) € V (e, w xY) telle que J(g) (v (e)} = u(e)evi'r(laf, wa)J(a) (u(e))

Vi, wxY)={ueU(wxY,R®? : det(F(e) (u) >0et u=0 sur dwxY },

Dans lequel U(w XY, R®) est un espace de fonction suffisamment réguliére que 1’on ne spécifie pas du fait
que la formulation est formelle. L’énergie totale J(¢) est donnée par

J () (u(e)) =1 () (u(e)) — L(e) (ule)

IOmE) = ¢ [ WEFEE) iy,
wXxY
l(e)(u(e)) = ¢ / fi(€) wile) dx'dy + / h; (€) ui (e) da.
wxY wx Y

4 Présentation de la méthode des développements asymptotiques
4.1 Hypothése de la méthode des développements asymptotiques

La méthode formelle des développements asymptotiques a deux échelles est basé sur le fait que les vecteurs
champs de déplacement u(e) et de chargement (&) et g(g) peuvent se mettre sous la forme

u® (XI’ ya) = u(e)(x/’ y) = uo(xlv Y) + Eul(xlv y) +€2 uZ(XI’ y) ;"a

£ (x, y°) = f(e)(x, y) = £°(x, ¥) +ef' (X, y) + 2 3¢, ¥) - o,

h® (x',y°) = h(e)(x, y) =eh'(x, y) +eh?(x, y)+- -

En effet les éventuels termes en puissance négative de & sont forcément nuls (Pruchnicki [1], [2] ; Miara
[10]). A partir de maintenant u et v représentent les suites (e et (V)ien

4.2 La procédure récursive
La solution v(g) du probléme P(g, ® X Y) peut étre obtenue par résolution de la suite de problémes
variationnels. Cette procédure récursive a été introduite par Pantz [11]

v= (0, vl v?,--) € () VpwxY),avec

n=-—5

Vori(wxY) = {v EVp(lwxY): JU(v) = ueViI%wa

T

VoswxY) = {veU(wa,R3)N : ZV”E” eV(s,wa)}

n=-1

Le probléme P,(® X Y) est donné par
Trouver v € Vp(w x Y) tel que J™ (v) = __inf )J ™ (u)

ueVy(wxY
La résolution des problémes Py(® XY) pour n < 0 montre que
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VolwxY) = Vl(wa):{veU(wa,Rg)N : detFO(v) >0, ¥ € U (w, R?)

tel que vO (x/, y) =¥ (x'), et v =0 surdwxY }.

5 Le modeéle membranaire non linéaire

Le probléme de plaque membranaire non linéaire est obtenu a partir de la résolution du probléme Pi(oXY).

En effetv= (VO, v ) est une solution du probléme P1(m XY alors le premier terme v’ du développement
asymptotique du champ de déplacement est solution du probleme global de minimisation suivant :
o X A N
I )= g (8-

dans lequel U (0, RH={ u’tel que u’=0surdm }.
L’énergie membranaire est définie par

0 !
I (u®) =/Wm (F*0 (u?)) ax’ —/ /f?dy +- /h%dy’) ud dx',
w w \Y aYy

Dans laquelle F'° est une matrice 3x2 formée par les premiére et deuxiéme de Fet W, est I’énergie
élastique membranaire obtenu par calcul du probléme local de minimisation suivant

Won (77 (5)) = iy ey (42 )

Iy (w0, u') = /WO (w0, @) dy et U'(wx Y, R?) est donnée par
Y

Ul (wxY, R = {'ﬁl € U™ (wx Y, R?), detF° (u®,u') >0, /ﬁl dy=0}
Y

U™ (oxY, R?) est un espace qui peut étre fixé mathématiquement de tel sortes que le probléme de
minimisation permettant d’obtenir 1’énergie membranaire ai mathématiquement une solution (Ciarlet [12],
Ball [13]). L énergie W° est donné par

we (u’, @) =a CY (u®,u') +b Cofl (u®,u') +¢ DO (v, u') —d o (uo,ﬁl)

6 La formulation variationnelle des problémes aux limites

Le probléme variationnel bidimensionnel de membrane non linéaire consiste a trouver v° €U’ (o, B®) tel que
pour tout V'eU (o, B), onai : '

/ 19, (gradye v°) Oe.vf" + / fdy + / hidy' | v9* | dx' =0,
w Y 8Y+

Le tenseur macroscopique I1° ( [1°= [ yn° dy) est une fonction implicite de grad,(v®) obtenu par résolution
du probléme variationnel tridimensionnel non linéaire local : trouver
FeU! (wxY, R?)  tel que

/”?j (grad, v°,grad, ¥') 9, uidy =0, V @ e U™ (wxY, R?),
Y
ou le premier tenseur de Piola-Kirchhoff d’ordre zéro est défini par
oW (FO (+v°, ¥))
OFy)

7% (grad, v, grad, ¥') =

en posant wo (FO (uo, ﬁl)) — WO (uO, 1_11)
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7 L’énergie membranaire non linéaire

Les propriétés d’indifférence matériel et d’isotropie de la densité d’énergie de Ciarlet-Geymonat induisent
les mémes propriétés pour I’énergie membranaire. La densité d’énergie de Ciarlet-Geymonat interdit les
déformations volumiques négatives ou nulles car :
W(F) — oo lorsque  det (grad(F)) — ot.
Il est alors possible de montrer que la densité d’énergie membranaire satisfait la propriété suivante
W (FO)' —5 00 lorsque  det (F*OT F*0) = |F30 A F;ol2 — 0t

Ce qui signifie physiquement que tout pli de la surface moyenne est interdit.

8 Méthode de décomposition de domaine asymptotique pour la prise en compte
des effets de bord

A proximité du bord latérale de la plaque, Iy, I’hypothése de périodicité dans la direction perpendiculaire au
bord n’est plus respecté et il faudra considérer une zone frontiére notée Qr = wp X [-1/2,1/2] dont la largeur
est & (Figure 2).

domaine de bord e
X2 A domaine intérieur o, 4 de largeur &

A
A 4

A

X1

Figure 2 : Représentation de la zone de fronti¢re et de la zone intérieure dans le plan moyen de la plaque

En élasticité linéaire et pour un matériau stratifié¢ perpendiculairement au plan moyen de la plaque, il est
démontré (Panasenko [3]) que la largeur 8 de cette zone est de la forme K € |In(g)| et il y a raccordement du
champ de déplacement le long de la surface de séparation I's = 0w, X [-1/2,1/2] entre la zone frontiere Qr et
la zone centrale de Q; = Q - Qr = 0;X[-1/2, 1/2] dans laquelle il est légitime d’approximer le champs de
déplacement par un développement asymptotique. Cependant lorsque la microstructure locale est quelconque
le champ de déplacement le long de cette surface de séparation I's n’est pas & priori continu et il convient
donc d’imposer cette condition supplémentaire. Le probléme variationnel est par conséquent tridimensionnel
sur la zone frontiére Qr et bidimensionnel sur la zone centrale w; et se formule de la fagon suivante:

VO EU (o, B?) et vEU(Qr, B = {ue U(Qp, ), det (I +grad(u)) >0} tel que
Vv EU (o, B et Vv E U'(Qr, ) = { v réguliére sur Qf, tel que v =0 sur [y }

/mj (I+ (gradv)) (gradv™);; dx'dys
Qrp

+ / H(i)ay (gradx/ VO) afvnvg* + /fzody + / hzdyl U?* ClX,
Wi Y Y+

k3

x/ N B
+ hi(x' )—i i—1~) v x',il> dx’ + o, =, y3) v (x',y3) dx'dys =0
N Ty 2 o, :

r
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vteut! (wr x Y, R?) est tel que

0 B .
g (gradx’ V07grady Vl) 8yj’L_L} dy =0, val € Ut (w; x Y. Rs) s
)/

0 - 4
v (z) +6V1($’,?, ys) =v(z/, y3) surT,

en posant I'y" = g X {+1/2}

La derni¢re condition exprime la condition de continuité du déplacement le long de la surface de séparation
entre les deux zones intérieures et de frontiére, elle peut étre traité numériquement de fagon classique par la
méthode de multiplicateur de Lagrange en rajoutant un terme dans la formulation variationnelle.

8 Conclusion

Cette méthode présentée dans le cas particulier du modele membranaire de plaque est générale et peut étre
adapter pour traiter, tous les problémes d’effets de bord des structures périodiques lorsque la méthode des
développements asymptotiques et utilisée comme approximation du déplacement loin des bords, notamment
pour les structures tridimensionnelles en élastoplasticité. L’amélioration de la précision passe par la
détermination de termes d’ordre supérieur du développement asymptotique du champ de déplacement.
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