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Modèle multi-échelle du transport de fluide dans un milieu
poreux chargé avec ŕeactions chimiques

J. K AISER , T. L EMAIRE , S. NAÏLI , V. SANSALONE

Laboratoire de Ḿecanique Physique, Université Paris Est, 61 Avenue du Géńeral de Gaulle 94010 Créteil

Résuḿe :
Un mod̀ele d’́ecoulement d’́electrolyte dans les milieux poreux chargésélectriquement ńecessite de tenir compte d’effets
électro-chimiques. Ceux-ci sont sensibles aux propriét́es du milieu, ainsi qu’aux́echanges chimiques entre les phases le
constituant. Le but est ici de modéliser l’écoulement interstitiel intégrant ceśechanges chimiques̀a la nanóechelle.

Abstract :
A model of electrolyte flow in charged porous media needs to take into account electro-chemical effects. These effects
are sensitive to the chemical exchanges between the phases constituting the medium and to its properties. Modelling the
interstitial flow with chemical exchanges at the nanoscale is the aim of this paper.

Mots clefs : Modélisation multi-échelle, Ph́enomènes multiphysiques, Milieux poreux charǵes,
Echanges cationiques, Nernst-Planck

1 Introduction
La mod́elisation des ph́enom̀enes multiphysiques qui régissent le comportement des milieux poreux saturés et
électriquement chargés intervient dans des domaines aussi variés que la chimie, les géosciences ou la biologie.
Leséchelles spatiales rencontrées dans une telle entreprise peuvent s’étendre sur plusieurs décades. Ainsi, pour
comprendrèa l’échelle du m̀etre le comportement d’une barrière argileuse servantà confiner les d́echets radio-
actifs, il est indispensable de prendre en compte des phénom̀enesélectrochimiques complexes sisà l’échelle
submicronique, tels la répulsionélectrostatiquèa l’origine du gonflement observé macroscopiquement [1].
En bioḿecanique, pour comprendre le phénom̀ene du remodelage osseux, il est nécessaire de relier lessti-
muli géńeŕesà l’échelle de l’organe au niveau des cellules osseuses d’une part, puis de retranscrire la réponse
cellulaire induite en terme de modifications stucturelle et physiologique macroscopiques [2].
Depuis quelques années d́ejà, nous cherchons̀a utiliser des mod̀elesà échelles multiples afin de capter les
phénom̀enes multiphysiques régissantin vivo les interactions entre le fluide interstitiel, la matice solide et les
cellules formant les tissus ostéo-articulaires [3, 4, 5]. Ces modèles prennent en compte les effets moteurs hy-
drauliques (́ecoulements induits par la déformation de la matrice solide), chimiques (osmose) etélectriques
(potentiels d’́ecoulements). La technique de changement d’échelle mise en œuvre dans ces travaux est l’ho-
moǵeńeisation ṕeriodique, qui s’appuie sur une représentation du milieu macroscopique comme la superposi-
tion de celluleśelémentaires représentatives ṕeriodiques.
Si jusqu’̀a pŕesent nos mod̀eles ont quelque peu occulté le r̂ole actif de la cellule, pŕeférant se focaliser sur
la sensibilit́e aux ph́enom̀enesélectro-visqueux dont elle fait l’objet lors des activités quotidiennes, il nous
apparâıt désormais essentiel de prendre en compte son activité biochimique, c’est-̀a-dire de prendre en compte
de possibleśechanges chimiques avec le fluide qui l’entoure. Comme introduit dans une première partie, les
conśequences de ceséchanges chimiques quant au comportement multiphysique du matériau sont tr̀es impor-
tantes puisqu’ils affectent directement la densité surfacique de chargeélectrique pŕesente au niveau des parois
du pore. Les ingŕedients utiles pour obtenir le modèle étant ŕecapituĺes rapidement dans une deuxième par-
tie, nous presentons ensuite le changement d’échelle. Nous concentrerons notre propos sur leséquations de
transport chimique dites de Nernst-Planck et obtiendrons uneéquation de transport ionique macroscopique où
interviennent explicitement les phénom̀enes d’́echanges microscopiques.

2 Echanges chimiques : conśequences sur la densit́e de charge surfacique
Dans les milieux poreux chargés ńegativement classiques, qu’ils soient de nature géologique ou biologique,
la densit́e surfacique de charge négative qui caractérise les interfaces fluide-solide est contrebalancée par une
couche de cations compensateurs adsorbés (couche de Stern) et le développement d’une couche diffuse catio-
nique dans leur voisinage [6]. Par ailleurs, il est possible d’échanger des espèces ioniques au niveau des sites
réactifs de la phase solideX−

(s). Les ŕeactions cationiqueśetant plus fŕequentes dans le cas des milieux poreuxà
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charge surfacique négative, nous ńegligerons ici leśechanges anioniques. De plus, dans un souci de simplicité,
nous travaillerons avec des ions monovalents. Ainsi la seule réaction d’́echange chimique prise en compte est :

X−
(s) + N+

(aq)  XN(s). (1)

Cette ŕeaction, caractériśee par une constante d’équilibreK+, traduit la neutralisation d’une chargeélémentaire
négative de la phase solide se traduisant par un cation adsorbéXN(s). La densit́e surfacique de charge globale
σ va donc varier avec la concentration cationiquen+ suivant une loi analoguèa celle propośee dans [7] :

σ = σ0 + σmax
K+n+

1 + K+n+
, (2)

σ0 étant la densit́e surfacique structurelle de charge du solide etσmax la quantit́e de charge surfaciquéechan-
geable maximale.

3 Micromodèle de la phase fluide
Dans cette section, nous allons présenter les ingrédients microscopiques de notre modèle. Nous nous plaçons
à l’échelle du motif ṕeriodiqueélémentaire. Les micropores sont considéŕes comme saturés par une solution
aqueuse constituée d’eau et d’un sel monovalent entièrement dissocié. En outre, l’́echelle est suffisamment
grande pour que les effets stériques et d’hydratation soient négligés et que la phase liquide se comporte comme
une solution d’́electrolyte díelectrique dont les ions sont assimilésà des charges ponctuelles. Leséquations sont
présent́ees en terme de variableséquivalentes obtenues suiteà un changement de variables s’appuyant sur le
concept de solution fictive d’électrolyte (bulk virtuel)̀a l’équilibre thermodynamique (dont les caractéristiques
sont index́ees par “b”) v érifiant l’électroneutralit́e. L’intér̂et de ce changement de variables vaêtre de śeparer
les variables purement macroscopiques, dites “lentes”, des variablesà forte fluctuation microscopique, dites
“rapides” [8, 9, 7]. Leśequations de passage entre les variables réelles et virtuelles sont :

φ = ψb +ϕ, n± = nb exp(∓ϕ̄), pb = p−2RTnb(cosh ϕ̄−1), Kb+ = K
(i)
+ = K+ exp(−ϕint). (3)

Dans ceśequations apparaissent la concentration du bulk virtuelnb, la pression du bulk virtuelpb diff érence
entre les pressions hydrauliquep et de Donnan, le potentielélectrique du bulk virtuelψb qui s’interpr̀ete comme
un potentiel d’́ecoulement et l’́ecartélectrique entre le potentielφ du fluide interstitiel et celui de la solution
fictiveϕ = φ−ψb, s’interpŕetant comme un potentiel de double couche. Par ailleurs, il apparaı̂t que la constante
d’équilibreKb+ de la ŕeaction d’́echange (1) expriḿee en terme de variables fictives coı̈ncide avec la constante

d’équilibre intrins̀eque de cette réactionK
(i)
+ , ϕint étant le potentieĺelectrique de l’interface fluide-solide.

Notons enfin que la réduction du potentieĺelectriqueϕ̄ = Fϕ/RT est obtenuèa l’aide de la constante de
FaradayF , de la temṕerature absolueT et de la constante des gaz parfaitsR. Cette ŕeduction des potentiels
électriques sera adoptée syst́ematiquement par la suite.

3.1 Equation de Poisson-Boltzmann
Dans les micropores, si nous négligeons les effets magnétiques, le bilańelectrostatique nous amèneà écrire
l’ équation de Poisson-Boltzmann [6] :

∇ · ∇(ψ̄b + ϕ̄) =
1

L2
D

sinh ϕ̄, (4)

où apparâıt la longueur de DebyeLD =
√

εε0RT/(2F 2nb) qui caract́erise l’́epaisseur de la double couche
électrique,ε0 étant la permittivit́e du vide etε la constante diélectrique du milieu. Les conditions aux limites
assocíees s’obtiennent en considérant la continuit́e du flux électrique aux parois du micropore, de vecteur
normal unitaire sortantn. On a donc∇φ · n = σ/(εε0).

3.2 Equation de l’écoulement avec terméelectrique
Si la solution d’́electrolyte se comporte comme un fluide newtonien incompressible, elle est soumiseà l’action
des forceśelectriques de CoulombqE, où q = F (n+ − n−) est la densit́e locale volumique de charge etE
le champélectrique ambiant. Ce dernier géǹere l’électro-migration des ions qui, par effet d’entraı̂nement vis-
queux, participe au mouvement du fluide. Par ailleurs, dans les applications liées aux́ecoulements interstitiels
dans les tissus vivants, il est parfois indispensable de prendre en compte l’effet de frottement visqueux géńeŕe
par des fibres nanoḿetriques cellulaires occupant partiellement l’espace du pore. Nous avons donc proposé de
prendre en compte ce frottement supplémentaire en utilisant un modèle de Stokes avec forceélectrique incluant
un terme de Darcy supplémentaire pour rendre compte de cet effet submicroscopique [4, 5] :
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µf∇ · ∇v − µf

Kf
v −∇pb − 2RT (cosh ϕ̄− 1)∇nb + 2RTnb sinh ϕ̄ ∇ψ̄b = 0, (5)

où µf est la viscosit́e dynamique du fluide,v sa vitesse, etKf un param̀etre de perḿeabilit́e intrins̀eque
quantifiant les effets des nanofibres. Dans cetteéquation, les termes dus̀a la gravit́e et à l’inertie ont ét́e
négligés. Au niveau des interfaces sont considéŕees des conditions d’adhérence.

3.3 Transport des esp̀eces ioniques
Notonst le temps etD± les coefficients de diffusion aqueuse des cations et anions. Le transport ionique sous
l’action de la convection, de la diffusion et de l’électromigration est gouverné par leséquations de Nernst-
Planck :

∂

∂t
(nb exp(∓ϕ̄)) +∇ · (nb exp(∓ϕ̄)v) = ∇ · (D± exp(∓ϕ̄)(∇nb ± nb∇ψ̄b)). (6)

Si cetteéquation est analoguèa celle propośee dans nos travaux ultérieurs sur la mod́elisation des micro-
écoulements biologiques [3, 4, 5], la condition aux parois d’imperméabilit́e qui lui était assocíee ne l’est plus,
leséchanges aux interfacesétant d́esormais possibles :

−D± exp(∓ϕ̄)(∇nb ± nb∇ψ̄b) · n = α±
∂nb

∂t
, (7)

où α+ est un coefficient caractérisant leśechanges cationiques etα− est nul par hypoth̀ese.
Plutôt que de travailler avec les deuxéquations de transport des ions (6), nous allons nous concentrer sur le
rôle des cations et, après manipulations de ces deuxéquations et de l’équation de la conservation de la masse,
celles-l̀a sont transforḿees en unéequation du flux cationiqueJ+ = −D+ exp(−ϕ̄)(∇nb + nb∇ψ̄b) et une
équation de conservation de la chargeélectrique :

∂

∂t
(nb exp(−ϕ̄)) +∇ · (nb exp(−ϕ̄)v) +∇ · J+ = 0, (8)

∇ · If = 0. (9)





Dans cette secondeéquation apparaı̂t la densit́e de courant́electriqueIf = F (nb sinh(ϕ̄)v + A∇nb + B∇ψ̄b).
Les quantit́esA etB présentes dans l’expression de cette densité de courant sont respectivement exprimées par
A = 1

2 (D+ exp(−ϕ̄)−D− exp(+ϕ̄)) etB = 1
2nb (D+ exp(−ϕ̄) + D− exp(+ϕ̄)).

Par la suite, nous exprimerons aussi plus simplement le flux cationiqueJ+ via les concentrations fictives
n±f = nb exp(±ψ̄b) propośees dans [9]. Il vient alors

J+ = −D+ exp(−ϕ̄)(∇nb + nb∇ψ̄b) = −D+ exp(−φ̄)∇n+
f . (10)

Pour finir, les conditions limites correspondantes sont elles-aussi transformées :

J+ · n = α+ ∂nb

∂t
, (11)

If · n = 0. (12)





4 Changement d’́echelle
En s’inspirant de l’approche proposée dans [10], nous considérons que le milieu poreux̀a l’échelle macro-
scopique (de tailleL) périodique peut̂etre repŕesent́e par un motif microscopique (de taillè). Le param̀etre
η = `/L doit être petit devant l’unit́e pour assurer la condition d’indépendance deśechelles.

4.1 Mise sous forme adimensionnelle et lois d’échelle
La premìere étape de cette procédure de changement d’échelle consistèa écrire le mod̀ele sous une forme
adimensionnelle en divisant toutes les quantités par des valeurs de références index́ees “r”. Les quantit́es sans
dimension seront signalées par un “prime”. Par exemple, l’opérateur de d́erivation spatiale est réduit par la
longueur de ŕeférenceLr ≡ L et nous avons∇ = 1

L∇′.
En notantx etX les coordonńees associées respectivement au motif microscopique et au milieu macroscopique
et en choisissant comme longueurs de références associéesxr = ` etXr = L, l’opérateur de d́erivation spatiale
est transforḿe en∇′ = η−1∇′x +∇′X .
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Equations de Poisson-Boltzmann et de l’écoulement L’ écriture sous forme adimensionnelle de ces deux
équations est identiquèa celle propośee dans [5] et ne sera pas détaillée ici, contrairement au traitement des
équations de transport ionique. Toutefois, nous rappelons les lois d’échelle prises en compte.
Comme potentieĺelectrique de ŕeférence est choisi celuià la surface des pores (typiquement de l’ordre du
millivolt). En conśequence, le potentielélectrique de ŕeférenceQ = Fφr/RT est unO(η0). Ce nombreQ
peutêtre interpŕet́e comme le rapport entre lesénergieśelectrique et thermique. Par ailleurs, la longueur de
Debye apparaissant dans le bilanélectrostatique caractérise l’́epaisseur des doubles-couches ioniques qui est
donc de l’ordre dè. Remarquons que la donnée de cette longueur nous donne une concentration de référence
nr ≡ εε0φr/F`2. Enfin la continuit́e du fluxélectriquèa la paroi nous donne une densité surfacique de charge
de ŕeférenceσr ≡ εε0φr/`.
D’autre part, en introduisant une pression de référencepr ainsi qu’une vitesse de référencevr, l’ écriture
adimensionnelle de l’équation (5) fait apparaı̂tre deux nombres caractéristiques : les nombres de Reynolds
Re−1 = prL/µfvr et de DerjaguinDe = RTnr/pr. Ce dernier mesure l’importance des effetsélectriques en
comparaison aux effets de pression. En ce qui concerne la réduction du param̀etre de perḿeabilit́e repŕesentant
l’interaction avec les nanofibres, dans [5] il est suggéŕe que la valeur de ce paramètre est typiquement unO(`2).
Il est ńecessaire pour traiter l’équation de l’́ecoulement de donner l’ordre de grandeur des nombres de Reynolds
et Derjaguin. Le nombre de Reynolds qui compare les effets inertiels et visqueux estévalúe selon l’analyse
donńee dans [10]Re ≡ O(η2). Par ailleurs, dans [6] il est indiqué que les contraintes de natureélectrique
contrebalancent les effets de pression osmotique. Ainsi, si effetsélectriques et de pression sont comparables,
nous avonsDe ≡ O(η0).

Équations de transport ionique Si nous choisissons comme temps de référencetr = L2/D±, l’ écriture
deséquations (8) et (9) fait apparaı̂tre le nombre de ṔecletPe = vrL/D± et le nombre sans dimensionJd =
IrL/FD±nr qui compare les effetśelectrique et diffusif, òu Ir est un courant de référence. Ainsi il vient

∂

∂t′
(n′b exp(−ϕ̄′)) + Pe∇′ · (n′b exp(−ϕ̄′)v′) + Jd∇′ · J′+ = 0, (13)

Jd∇′ · I′f = 0. (14)





Selon que le ḿecanisme de transport prépond́erant soit la diffusion ou la convection, nous choisirons l’ordre de
grandeur du nombre de Péclet. Dans le premier cas, nous aurons un petit nombre de PécletPe ≡ O(η) et dans
le second un nombre de Péclet plus importantPe ≡ O(η−1). Lorsque ces deux ḿecanismes sont́equivalents,
le nombre de Ṕeclet est proche de l’unité. Pour ce qui est du nombreJd, l’origine du courant́electriqueétant
essentiellement liéeà la diffusion des esp̀eces charǵees, on auraJd ≡ O(η0).
Les conditions aux limites correspondantes (11) et (12) font quantà elles apparaı̂tre le nombre de Damköhler
Da = αrL

trD±
(αr est un coefficient d’́echange de référence) qui d́efinit les conditions oṕerationnelles d’une

réaction. Ainsi, nous avons

JdJ′+ · n = Daα
+′∂n′b

∂t′
, (15)

JdI′f · n = 0. (16)





En utilisant notre temps de référence, ce nombre devientDa = αr

L . Par l’étude nuḿerique fournie dans [11],
il apparâıt que, pour des valeurs usuelles de la force ionique et du pH, le nombre de Damköhler suit une loi
d’échelle du typeDa = O(η).

4.2 Propagation asymptotique
Les différentes quantitésq sontà pŕesent cherch́ees sous la forme d’une série du petit param̀etreη : q(x,X) =∑

i η
iq[i](x,X). Des d́eveloppements de Taylor sont utilisés pouŕevaluer les termes de Boltzmann enexp(∓ϕ̄′)

= exp(∓ϕ̄′[0])(1∓ ϕ̄′[1]η + (
ϕ̄′[1]
2 ∓ ϕ̄′[2])η

2) + O(η3).
Nous ne nous attarderons pas ici sur les problèmeśelectrostatique et de l’écoulement qui sont̀a traiter exacte-
ment comme chez [5], et nous appesantirons sur leséquations de transport des ions avecéchanges non traitées
par ces auteurs. Retenons toutefois que dans le cas où la diffusion est le ḿecanisme principal de transport
des ions, ce qui est le cas pour des milieux poreux dont les pores sont petits (typiquement les cas des argiles
gonflantes ou des tissus ostéo-articulaires) les trois variables du bulk (pressionpb, concentrationnb et potentiel
électriqueψb) sont des variables dites “lentes” qui ne varient pasà l’échelle du pore [9, 3]. Ainsi, en prenant un
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nombre de ṔecletPe = O(η) traduisant une prédominance des phénom̀enes diffusifs et en prenant en compte
ces variables lentes, nous obtenons après ŕecolte des termes selon les puissances du petit paramètreη :

∇′x · J′+[0]
= 0, (17)

∇′x · I′f[0]
= 0, (18)

∂

∂t′
(n′b[0]

exp(−ϕ̄′[0])) +∇′x · (n′b[0]
exp(−ϕ̄′[0])v

′
[0]) +∇′X · J′+[0]

+∇′x · J′+[1]
= 0, (19)

∇′X · I′f[0]
+∇′x · I′f[1]

= 0, (20)
J′+[0]

= −D′
+ exp(−ϕ̄′[0])[(∇′xn′b[1]

+∇′Xn′b[0]
) + n′b[0]

(∇′xψ̄′b[1]
+∇′X ψ̄′b[0]

)], (21)
I′f[0]

= A′[0](∇′xn′b[1]
+∇′Xn′b[0]

) + B′
[0](∇′xψ′b[1]

+∇′Xψ′b[0]
), (22)

J′+[0]
· n = 0, (23)

I′f[0]
· n = 0, (24)

J′+[1]
· n = α

′
[0]

∂n′b[0]

∂t′
, (25)

I′f[1]
· n = 0. (26)





4.3 Problèmes de fermeture
En utilisant le changement de variablesn′±f = n′b exp(±ψ̄b

′) propośe dans [9], nous retrouvons un problème
de fermeture proche de celui visible dans [12]. Ainsi, un travail sur leséquations (17) et (21) d’une part, (18)
et (22) d’autre part, et les conditions aux interfaces (23) et (24) amèneà :

∇′x · (D′
± exp(∓ϕ̄′[0])(∇′Xn′f

±
[0] +∇′xn′f

±
[1]) = 0, (27)

−D′
±[exp(∓ϕ̄′[0])(∇′Xn′f

±
[0] +∇′xn′f

±
[1])] · n = 0. (28)





Ces deux́equations forment le problème de fermeture pour le terme fluctuantn′f
±
[1]. En utilisant la propríet́e de

linéarit́e de ce dernier, les concentrationsn′f
±
[1] sont trouv́ees sous la formen′f

±
[1] = θ±(x,X, t) · ∇′Xn′f

±
[0] +

N ′
f
±(X, t), où N ′

f
±(X, t) sont des fonctions ind́ependantes de la coordonnée microscopique etθ±(x,X, t)

sont des fonctions ṕeriodiques, de ṕeriodeégaleà la taille de la cellule représentative, satisfaisant au problème
sur le voluméelémentaire représentatif :

∇′x · (D′
± exp(∓ϕ̄′[0])(∇′xθ±(x, X, t) + I)) = 0, (29)

D′
± exp(∓ϕ̄′[0])(∇′xθ±(x, X, t) + I) · n = 0. (30)





4.4 Equation macroscopique pour le transport cationique
Il ne nous reste plus qu’à obtenir leśequations de transport macroscopiques des espèces ioniques. Pour ce qui
est des anions, leśechanges surfaciques ne sont pas pris en compte, et uneéquation de transport semblableà
celle propośee chez [9] sera obtenue. Dans le cas des cations, il est nécessaire de refaire le travailà partir de
l’ équation (19). Apr̀es prise de moyenne sur la cellule représentative notée< . >, il vient en prenant en compte
les variables lentes ainsi que leséquations (21) et (25) et la condition d’adhérence aux parois :

α′∗
∂n′b[0]

∂t′
= ∇′X · (D′∗

+∇′Xn′f
+
[0]). (31)

Dans cettéequatioǹa l’échelle macroscopique apparaı̂t d’une part un coefficient d’échange cationique effectif
α′∗ = ε < exp(−ϕ̄′[0]) > + < α

′
[0] >int, où ε est la porosit́e et< . >int l’int égrale de la quantité consid́eŕee

sur l’interface solide-fluide. D’autre part, il se dégage un coefficient de diffusion cationique effectifD′∗
+ =<

D′
+ exp(−φ̄′[0])(∇′xθ+(x,X, t) + I) >. Enfin, nous remarquons qu’après homoǵeńeisation, le terme convectif

a disparùa l’échelle macroscopique, ce qui résulte directement du choix de la loi d’échelle pour le nombre de
PécletPe = O(η).
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4.5 Récapitulation du modèle macroscopique
Ce nouveau ŕesultat est ajouté à ceux fournis dans nos préćedents travaux pour obtenir le modèle à l’échelle
macroscopique.

Loi de Darcy couplée Détaillée dans [5], cette loi exprime la vitesse de Darcy comme la réponseà des
gradients hydraulique, chimique etélectro-osmotique :

< v′[0] >=< v′P[0]
> + < v′C[0]

> + < v′E[0]
>= −K′

P∇′Xp′b[0]
−K′

C∇′Xn′b[0]
−K′

E∇′X ψ̄b[0] , (32)

les perḿeabilit́esK′
i pouri = P , C, etE étant d́etermińees au cours du processus d’homogéńeisation.

Double-couche purement microscopique L’ équation de Poisson-Boltzmann (4) disparaı̂t à la macróechelle
et permet de calculer le potentiel de double-coucheϕ̄′[0] purement microscopique [3].

Transport cationique et conservation de la charge Les deux dernìereséquations sont l’́equation de trans-
port cationique (31) et la version moyennée de l’́equation de conservation de la charge (18) donnée dans [13].

5 Conclusions et perspectives
Ce travail qui s’attachèa proposer un mod̀ele coupĺe à deuxéchelles des transferts hydriques dans les milieux
poreux s’inscrit dans la continuité de nos travaux dans ce domaine. Permettant de décrire les effets couplés qui
régissent ceśecoulements interstitiels, la nouveauté est ici de propager les phénom̀enes d’́echanges chimiques
sis à l’échelle du pore au niveau supérieur de l’́ecoulement macroscopique grâceà des coefficients d’échange
cationique et de diffusion effectifs.
L’utilisation de ce mod̀ele dans le domaine de la biomécanique ostéo-arcticulaire va nous permettre de trans-
poser les conśequences de l’activité cellulaire (́echanges biochimiques)à l’échelle macroscopique du tissu.
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