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Modele multi-echelle du transport de fluide dans un milieu
poreux charge avec eactions chimiques

J. KAISER, T. LEMAIRE , S. NAILI, V. SANSALONE

Laboratoire de Mcanique Physique, UnivergiParis Est, 61 Avenue dué@ral de Gaulle 94010 Gateil

Résune :
Un mocktle decoulement @lectrolyte dans les milieux poreux chasglectriquement @cessite de tenir compte d'effets

électro-chimiques. Ceux-ci sont sensibles aux pédpsidu milieu, ainsi qu’augchanges chimiques entre les phases le
constituant. Le but est ici de meliser I'ecoulement interstitiel iggrant ce€changes chimiguesla nancchelle.

Abstract :

A model of electrolyte flow in charged porous media needs to take into account electro-chemical effects. These effects
are sensitive to the chemical exchanges between the phases constituting the medium and to its properties. Modelling the
interstitial flow with chemical exchanges at the nanoscale is the aim of this paper.

Mots clefs : Modélisation multi-echelle, Plenoménes multiphysiques, Milieux poreux char@s,
Echanges cationiques, Nernst-Planck

1 Introduction

La mocklisation des penonenes multiphysiques quégissent le comportement des milieux poreux sstet
electriguement cha&s intervient dans des domaines aussiégague la chimie, lesggsciences ou la biologie.
Leséchelles spatiales rencoeéis dans une telle entreprise peuvegtiesidre sur plusieur&edades. Ainsi, pour
comprendré I'échelle du retre le comportement d’une bare argileuse servaatconfiner les échets radio-
actifs, il est indispensable de prendre en compte desgitnesélectrochimiques complexes sid'échelle
submicronique, tels laépulsionélectrostatique I'origine du gonflement obseevmacroscopiquement [1].
En bionecanique, pour comprendre legrtonene du remodelage osseux, il eétassaire de relier lesi-
muli gererésa I'échelle de I'organe au niveau des cellules osseuses d’une part, puis de retransepivade r
cellulaire induite en terme de modifications stucturelle et physiologique macroscopiques [2].

Depuis quelques ages @&ja, nous cherchona utiliser des moglesa échelles multiples afin de capter les
phénonenes multiphysiqueggissantn vivo les interactions entre le fluide interstitiel, la matice solide et les
cellules formant les tissus @st-articulaires [3, 4, 5]. Ces melks prennent en compte les effets moteurs hy-
drauliques écoulements induits par la&gtbrmation de la matrice solide), chimiques (osmoseélettriques
(potentiels découlements). La technique de changemeétlille mise en ceuvre dans ces travaux est I'ho-
mogereéisation j@riodique, qui s’appuie sur une ré@sentation du milieu macroscopique comme la superposi-
tion de cellulelémentaires repsentativesgriodiques.

Si jusqua psent nos magles ont quelque peu occelte Ble actif de la cellule, f@ferant se focaliser sur
la sensibilie aux plenonenesélectro-visqueux dont elle fait I'objet lors des ac#@satquotidiennes, il nous
appar#t désormais essentiel de prendre en compte son d@childchimique, c’'esé-dire de prendre en compte
de possibleg&changes chimiques avec le fluide qui I'entoure. Comme introduit dans uneepeguartie, les
congquences de c&thanges chimiques quant au comportement multiphysique duienasont tes impor-
tantes puisqu’ils affectent directement la demsitirfacique de chardgdectrique pesente au niveau des parois
du pore. Les ingrdients utiles pour obtenir le meld étant Ecapitués rapidement dans une degixie par-
tie, nous presentons ensuite le changememttdlle. Nous concentrerons notre propos suétpgtions de
transport chimique dites de Nernst-Planck et obtiendronggoation de transport ionique macroscopique o
interviennent explicitement les phonenes dechanges microscopiques.

2 Echanges chimiques : corexjuences sur la densé de charge surfacique

Dans les milieux poreux cha&g regativement classiques, gu'ils soient de natwrelggique ou biologique,
la densié surfacique de chargegative qui caraérise les interfaces fluide-solide est contrebadangar une
couche de cations compensateurs adso(bouche de Stern) et Iévkloppement d’'une couche diffuse catio-
nique dans leur voisinage [6]. Par ailleurs, il est possibéeldanger des edpes ioniques au niveau des sites

réactifs de la phase solidé(;). Les ieactions cationiquestant plus fequentes dans le cas des milieux poraux
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charge surfaciqueagative, nous @gligerons ici leechanges anioniques. De plus, dans un souci de singplicit
nous travaillerons avec des ions monovalents. Ainsi la séalgtion déchange chimique prise en compte est :

- +
X T Nag)

Cette Baction, caraéfriste par une constante&djuilibre K, , traduit la neutralisation d’'une chargémentaire
négative de la phase solide se traduisant par un cation @&liXo¥p,. La densié surfacique de charge globale

o va donc varier avec la concentration cationiguesuivant une loi analogu celle propose dans [7] :

K.nt
4 )
1 + K+n+

oo étant la densit surfacique structurelle de charge du solide,gt. la quantié de charge surfaciguzhan-
geable maximale.

0 =00+ Omaz

3 Micromodele de la phase fluide

Dans cette section, nous allonggpenter les ingdients microscopiques de notre reted Nous nous plagons

a I'échelle du motif priodiqueélémentaire. Les micropores sont corss comme satés par une solution
aqueuse constiée d’'eau et d’'un sel monovalent émgément dissoéi En outre, Echelle est suffisamment
grande pour que les effet@siques et d’hydratation soienégligés et que la phase liquide se comporte comme
une solution celectrolyte delectrique dont les ions sont assigsih des charges ponctuelles. [&zgiations sont
présenées en terme de variabléguivalentes obtenues suéteun changement de variables s’appuyant sur le
concept de solution fictive dlectrolyte (bulk virtuela I'équilibre thermodynamique (dont les caéaddtiques
sont indexes par b") vérifiant I'electroneutralé. L'intérét de ce changement de variablestae de éparer

les variables purement macroscopiques, dites “lentes”, des varilfibete fluctuation microscopique, dites
“rapides” [8, 9, 7]. Lequations de passage entre les variatéeeas et virtuelles sont :

b=1vpt+p, nT=npexp(TE), pr=p—2RTmp(coshp—1), K, =K\ = K, exp(~@imi)- (3)

Dans cefquations apparaissent la concentration du bulk virygela pression du bulk virtued, différence
entre les pressions hydrauliquet de Donnan, le potentiélectrique du bulk virtued;, qui s'interpete comme
un potentiel découlement et Ecartélectrique entre le potentiél du fluide interstitiel et celui de la solution
fictive o = ¢—1)y, S'interpietant comme un potentiel de double couche. Par ailleurs, il dippgarala constante
d’équilibre K3, . de la gaction dechange (1) exprige en terme de variables fictivedrcide avec la constante

d’équilibre intrineque de cetteélactionK(f), vint €tant le potentieklectrique de l'interface fluide-solide.

Notons enfin que laéduction du potentieklectriquep = F¢/RT est obtenué l'aide de la constante de
FaradayF, de la temprature absolu&’ et de la constante des gaz parfditsCette duction des potentiels
électriques sera adda systmatiquement par la suite.

3.1 Equation de Poisson-Boltzmann

Dans les micropores, si nouggligeons les effets magtiques, le bilarélectrostatique nous @nea écrire
I’ équation de Poisson-Boltzmann [6] :

— r o
V-V + @) = A sinh @, (4)
D

ol apparét la longueur de Debyé&, = /eegRT/(2F2n;) qui carackrise Iepaisseur de la double couche

électrique gy étant la permittivié du vide ek la constante @ilectrique du milieu. Les conditions aux limites

assocgkes s'obtiennent en consicdnt la continué du flux électrique aux parois du micropore, de vecteur
normal unitaire sortant. On adoncve - n = o /(eey).

3.2 Equation de I'écoulement avec termelectrique

Si la solution délectrolyte se comporte comme un fluide newtonien incompressible, elle est sala®n
des forcelectriques de CoulomgE, ol ¢ = F(n™ — n™) est la densé locale volumique de charge Bt

le champeélectrique ambiant. Ce derniegmggre I'€lectro-migration des ions qui, par effet d’efitr@ment vis-
queux, participe au mouvement du fluide. Par ailleurs, dans les applicaGessliXcoulements interstitiels
dans les tissus vivants, il est parfois indispensable de prendre en compte I'effet de frottement visgeeux g
par des fibres nanagtriques cellulaires occupant partiellement I'espace du pore. Nous avons doncé&ptepos
prendre en compte ce frottement sugpéntaire en utilisant un meékk de Stokes avec foréectrique incluant
un terme de Darcy supminentaire pour rendre compte de cet effet submicroscopique [4, 5] :
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1V Vv — 2Ly Up, — 2RT(cosh @ — 1)Vny + 2RTny sinh & Vi, = 0, (5)

Ky

ou 4r est la viscos@# dynamique du fluidey sa vitesse, ef{; un paranetre de permablllte mtrlneque
guantifiant les effets des nanofibres. Dans cétiaation, les termes dusla gravié eta l'inertie ontéte
négligés. Au niveau des interfaces sont coegé@s des conditions d’adlence.

3.3 Transport des espces ioniques

Notonst le temps etD. les coefficients de diffusion aqueuse des cations et anions. Le transport ionique sous
I'action de la convection, de la diffusion et dé&lectromigration est gouvegnpar lesequations de Nernst-
Planck :

o0 exp(FE)) + V- (m, xp(FP)Y) = V - (D exp(76) (V= m V). ©®)

Si cetteéquation est analogue celle propoge dans nos travaux @lieurs sur la moglisation des micro-
écoulements biologiques [3, 4, 5], la condition aux parois d’img@edoilite qui lui était asso&e ne I'est plus,
leséchanges aux interfacetant ésormais possibles :

i@nb

—D1 exp(F¢)(Vny £ V) -n = a TR (7)

ou ot est un coefficient cara@tisant lesechanges cationiques®t est nul par hypotése.
Plutot que de travailler avec les deéguations de transport des ions (6), nous allons nous concentrer sur le
role des cations et, ags manipulations de ces deéguations et de &quation de la conservation de la masse,

celles-h sont transfori@es en unéquation du flux cationiqué, = —D, exp(—@)(Vny + n,Vi),) et une
égquation de conservation de la chaédgectrique :

O (myexp(~£)) + V- (mpexp(~)v) + V-3, =0, @

V- If =0. %)

Dans cette second®juation appaitla densié de couranélectriquels = F(n; sinh(@)v + AVny, + vab)
Les quantiésA et B présentes dans I'expression de cette dérdgtcourant sont respectivement ex@és par

A= 5 (Dyexp(—¢) — D—exp(+9)) et B = 3y (D exp(—p) + D— exp(+p)). S
Par Ia suite, nous exprimerons aussi plus simplement le flux catiodiguaa les concentrations fictives
n? = nyp exp(+1)p) propoges dans [9]. Il vient alors

Ji = Dy exp(—p)(Vnp +npVhy) = =Dy exp(—&)Vn;[. (10)

Pour finir, les conditions limites correspondantes sont elles-aussi tragserm

8nb
J = 11

If -n=0. (12)

4 Changement déchelle

En s'inspirant de I'approche propes dans [10], nous con&itbns que le milieu poreux I'échelle macro-
scopique (de tailld.) périodique peuttre repeseng par un motif microscopique (de taill¢. Le parangtre
n = ¢/ L doit étre petit devant I'uné pour assurer la condition d’ie@endance dexchelles.

4.1 Mise sous forme adimensionnelle et lois dthelle

La premere étape de cette prédure de changementéathelle consista écrire le moéle sous une forme
adimensionnelle en divisant toutes les quastmar des valeurs déferences indedes . Les quantiés sans
dimension seront signaks par un “prime”. Par exemple, I'em@teur de @rivation spatlale eséduit par la
longueur de&férencel, = L et nous avon¥ = %V’.

En notantr et X les coordonées assoées respectivement au motif microscopique et au milieu macroscopique
et en choisissant comme longueurs&férences assamesr, = £ et X, = L, 'opérateur de @rivation spatiale

est transforra enV’ = 1V’ + V.
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Equations de Poisson-Boltzmann et de &coulement L’ écriture sous forme adimensionnelle de ces deux
équations est identique celle propose dans [5] et ne sera pastdillee ici, contrairement au traitement des
égquations de transport ionique. Toutefois, nous rappelons les &aikelle prises en compte.

Comme potentieklectrique de &férence est choisi celdi la surface des pores (typiquement de I'ordre du
millivolt). En consgquence, le potentiélectrique de&ference = F¢,./RT est unO(n°). Ce nombreQ
peutétre interpete comme le rapport entre l€nergieslectrique et thermique. Par allleurs, la longueur de
Debye apparaissant dans le biklectrostatique cargatise 'épaisseur des doubles-couches ioniques qui est
donc de 'ordre d¢. Remarquons que la doge de cette longueur nous donne une concentratioéfeleence

ny = eeor/ FA2. Enfin la continuié du fluxélectriquea la paroi nous donne une deisiurfacique de charge
de eferencer, = eeg¢, /4.

D’autre part, en introduisant une pression éérencep, ainsi qu’'une vitesse detférencev,., I’ écriture
adimensionnelle de &quation (5) fait appafe deux nombres caragtstiques : les nombres de Reynolds
Re™! = p,L/psv, et de DerjaguinDe = RTn, /p,. Ce dernier mesure 'importance des effelsctriques en
comparaison aux effets de pression. En ce qui conceriggllection du paraetre de perr@abilite repésentant
l'interaction avec les nanofibres, dans [5] il est saiggyue la valeur de ce paraine est typiqguement un(¢?).

Il est recessaire pour traitedguation de Bcoulement de donner I'ordre de grandeur des nombres de Reynolds
et Derjaguin. Le nombre de Reynolds qui compare les effets inertiels et visqueenvatst selon I'analyse
donrée dans [10]Re = O(n?). Par ailleurs, dans [6] il est indiguque les contraintes de natuectrique
contrebalancent les effets de pression osmotique. Ainsi, si éffatfriques et de pression sont comparables,
nous avonDe = O(n°).

Equations de transport ionique Si nous choisissons comme temps ééérencet, = L2/D.., Iécriture
deséquations (8) et (9) fait appdtee le nombre de &letP, = v,.L/D. etle nombre sans dimensiof =
I.L/F Dyn, qui compare les effeslectrique et diffusif, a I, est un courant deéféerence. Ainsi il vient

0
g(ng exp(—@)) + PV’ - (nyexp(—@')V') + J4V' - I =0, (13)
TV T, = 0. (14)

Selon que le racanisme de transportgpondrant soit la diffusion ou la convection, nous choisirons 'ordre de
grandeur du nombre deeBlet. Dans le premier cas, nous aurons un petit nombrédet?. = O(n) et dans

le second un nombre deeBlet plus importanP. = O(n~'). Lorsque ces deux &tanismes soréquivalents,

le nombre de Eclet est proche de I'ur@t Pour ce qui est du nombyg, I'origine du couranglectriqueétant
essentiellementéea la diffusion des esires charges, on aurd; = O(n°).

Les conditions aux limites correspondantes (11) et (12) font quaiies appaii&re le nombre de Dandhler
D, = t’fbi (o est un coefficient @change deéaférence) qui éfinit les conditions oprationnelles d’'une
réaction. Ainsi, nous avons

ony,
JaJ', -n = Do I (15)

JaIp -n=0. (16)

En utilisant notre temps dé&férence, ce nombre devieht, = 5-. Par I'etude nurrique fournie dans [11],
il apparat que, pour des valeurs usuelles de la force ionique et du pH, le nombre debblamsuit une loi
d’échelle du typeD, = O(n).

4.2 Propagation asymptotique

Les differentes quan@isq sonta pesent cherdkes sous la forme d’'unése du petit paragtren : g(z, X) =
> n'q(z, X). Des céveloppements de Taylor sont utdspouevaluer les termes de Boltzmannem (F4')

= exp(F@l) (1 T @fyn + (L F ly)n®) + O().

Nous ne nous attarderons pas ici sur les protadselectrostatique et dedtoulement qui sori traiter exacte-

ment comme chez [5], et nous appesantirons sudestions de transport des ions agehanges non tr&ies

par ces auteurs. Retenons toutefois que dans lecdas diffusion est le racanisme principal de transport

des ions, ce qui est le cas pour des milieux poreux dont les pores sont petits (typiquement les cas des argiles
gonflantes ou des tissus @etarticulaires) les trois variables du bulk (presgigrconcentratiom,, et potentiel
electriquey,) sont des variables dites “lentes” qui ne varientp#échelle du pore [9, 3]. Ainsi, en prenant un
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nombre de BcletP. = O(n) traduisant une @dominance des @nonenes diffusifs et en prenant en compte
ces variables lentes, nous obtenonapcolte des termes selon les puissances du petit @i

VI =0, (17)
Vi I, =0, 49
(Wl exXD(— ) + V- exp(— Vi) + Vi Ty + V5T, =0 (19
Vi Ilf[o] + Vi /fm =0, (20)
I, o = — Dy exp(=¢io) [(Vony,, + Vixny, ) + 1y, (V5 Dy + Vi)l (21)
I/f[o] = A,[O](V;”é[l] + V’X”Z[O]) + Bfo}(v&%[l] + wabm) (22)
J'JF[O] -n=0, (23)
I/f[o] -n =0, (24)
J, O, , (25)
(1] Ao g
I n=0 (26)

4.3 Problemes de fermeture

En utilisant le changement de variablé];ﬁ.t =n; exp(iz/?b') propo dans [9], nous retrouvons un prebie

de fermeture proche de celui visible dans [12]. Ainsi, un travail suedggtions (17) et (21) d’'une part, (18)
et (22) d’autre part, et les conditions aux interfaces (23) et (2&na:

V., - (Di eXp(qiﬁp[o})(Van[O} + v’ nfm) 0, (27)

Ces dewequations forment le prodine de fermeture pour le terme quctuag\ﬁ En utilisant la prop@t de
+ - =
linéarie de ce dernier, les concentratloﬁﬁt sont troues sous la formefm = 0= (z, X, 1) - XMyio] T

N’i(X t), ou N’i(X t) sont des fonctions ir@bendantes de la coord@emicroscopique &t (z, X, t)

sont des fonctionsépiodiques, de@riodeégalea la taille de la cellule repsentative, satisfaisant au prefie
sur le volumeelémentaire re@sentatif :

Vi, - (Dl exp(F@) (V0" (2, X, ) +1)) =0, (29)
DYy exp(F@l) (V0™ (2, X,t) +1) -0 =0, (30)

4.4 Equation macroscopique pour le transport cationique

Il ne nous reste plus ga’'obtenir le€quations de transport macroscopiques desaspioniques. Pour ce qui
est des anions, lé&schanges surfaciques ne sont pas pris en compte, @quadion de transport semblaldle
celle propoée chez [9] sera obtenue. Dans le cas des cations, iEesssaire de refaire le travailpartir de

I’ équation (19). Apes prise de moyenne sur la cellule iegentative n@e< . >, il vient en prenant en compte
les variables lentes ainsi que keguations (21) et (25) et la condition d’d@thknce aux parois :

!/

/*an /%
@ ot =V (DY Viyn f[o]) (31)

Dans cetteequationa I'échelle macroscopique appaune part un coefficient @change cationique effectif
o*f =< exp(—@’[o}) >4+ < 0‘/[0] >int, OU € €St la porosi et< . >;,; 'intégrale de la quanétconsi@&rée
sur l'interface solide-fluide. D’autre part, il sé€gage un coefficient de diffusion cationique effedif =<
D', exp(— _EO})(VQEQJF(x, X,t) + 1) >. Enfin, nous remarquons qu’'&s homogréisation, le terme convectif

a disparwa I'echelle macroscopique, ce gésulte directement du choix de la loédhelle pour le nombre de
PécletP. = O(n).
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4.5 Récapitulation du modele macroscopique

Ce nouveau@sultat est ajoéta ceux fournis dans nosgmédents travaux pour obtenir le nedda I'échelle
macroscopique.

Loi de Darcy couplée Détaillee dans [5], cette loi exprime la vitesse de Darcy commepomsea des
gradients hydraulique, chimique &ectro-osmotique :

/ / / / / !/ / / / / / ! T
< V[O] >:< vP[o] > + < VC[()] > + < VE[()] >: _KPVXpb[U] - Cvan[“] _— vawb[o]ﬂ (32)
les perngabilittsK/ pouri = P, C, et E étant étermirées au cours du processus d’homasation.

Double-couche purement microscopique L équation de Poisson-Boltzmann (4) dispaada macréchelle
et permet de calculer le potentiel de double-coufz‘fafapurement microscopique [3].

Transport cationique et conservation de la charge Les deux dermireséquations sont €quation de trans-
port cationique (31) et la version moyd@rede |equation de conservation de la charge (18) éentians [13].

5 Conclusions et perspectives

Ce travail qui s’attacha proposer un mate coupé a deuxéchelles des transferts hydriques dans les milieux
poreux s’inscrit dans la contin@ide nos travaux dans ce domaine. Permettanéderd les effets coupb qui
régissent cegcoulements interstitiels, la nouveawst ici de propager les phonenes déchanges chimiques
sisa I'echelle du pore au niveau sreur de lecoulement macroscopiqueagea des coefficients dchange
cationique et de diffusion effectifs.

L'utilisation de ce moéle dans le domaine de la bi@eanique o&o-arcticulaire va nous permettre de trans-
poser les corexjuences de I'activdtcellulaire €changes biochimiquea)l’échelle macroscopique du tissu.
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