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Universit́e de La Rochelle. LEPTIAB
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Résuḿe :
Nous proposons dans cette communication un modèle macroscopique de diffusion ionique des chlorures dans les milieux
poreux satuŕes, tenant compte des interactionsélectrocapillaires des ions avec la matrice solide. Ce modèle est́etabli par
homoǵeńeisation ṕeriodique deśequations de diffusion ionique de Nernst-Planckà l’ échelle de la longueur de Debye.
Les ph́enom̀enes de double coucheélectrique apparaissent alors explicitement dans leséquations de diffusion ionique
homoǵeńeiśees, et dans l’expression du tenseur de diffusion homogéńeiśe. Des simulations nuḿeriques effectúees sur des
milieux poreux̀a microstructure ṕeriodique plus ou moins complexe, et des comparaisonsà des donńees exṕerimentales
existantes seront́egalement pŕesent́ees.

Abstract :
This paper introduce a macroscopic model for ionic diffusion of chlorides ions in saturated porous media. This model
take into account electrocapillary interactions of ions with the solid matrix, it is established by periodic homogenization
of ionic diffusion equations of Nernst-Planck at the Debye length scale. The electrical double layer phenomena appear
explicitly in the homogenized ionic diffusion equation, and in the homogenized diffusion tensor expression. Numerical
simulations carried out on porous media with, more or less, complex periodic microstructure, and comparisons with
existing experimental data are also presented and discussed.

Mots clefs : Transfert ionique ; Homogénéisation ṕeriodique ; Double coucheélectrique ; Matériaux
cimentaires

1 Introduction
Les structures en béton armé en façade maritime ou en zonede deverglaçage sont l’objet d’attaques d’agents
agressifs par les chlorures. La pénétration de ces ions provoque au voisinage de l’armature des réactions
d’oxydo-réduction qui mènent à la corrosion des armatures métalliques, engendrant ensuite un gonflement
et une fissuration du béton d’enrobage.
Afin d’avancer dans la compréhension des phénomènes de transferts couplés, et de pouvoir prédire à terme la
durée de vie des ouvrages en béton armé, nous nous intéressons dans cette communication à la modélisation
physico-chimique à partir des phénomènes intervenant `a l’échelle microscopique, couplée à des techniques de
changement d’échelle et à des simulations numériques.
La modélisation mise en œuvre s’appuie sur une écriture locale au niveau microscopique des équations de
Nernst-Planck qui prennent en compte les phénomènes d’interaction électrochimiques, à l’origine des effets de
double couche électrique freinant le transfert ionique.
Nous proposons ensuite de mettre en œuvre des méthodes d’homogénéisation (homogénéisation périodique)
permettant de prendre en compte de manière explicite les h´etérogénéités de la microstructure aux différentes
échelles de ces matériaux, mises en évidence par les techniques d’investigation de structures poreuses.
Nous obtenons un modèle macroscopique de diffusion ionique dans les matériaux cimentaires similaire à celui
figurant dans [1] pour les argiles et prenant en compte, d’unepart les effets géométriques (tortuosité, constric-
tivité...) de la microstructure, et d’autre part les effets de la double couche électrique sur le transfert ionique.
Des simulations numériques, modélisant de façon relativement simple la microstructure des matériaux cimen-
taires étudiés, seront ensuite présentées afin d’étudier l’influence de la double couche électrique sur le trans-
fert ionique. Les résultats ainsi obtenus seront comparés à des résultats expérimentaux basés sur des essais
d’électrodiffusion effectués au LEPTIAB [2].
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2 Transfert ionique avec prise en compte des interactionśelectrocapillaires

2.1 Equations de Nernst Planck Poisson
Considérons un domaine macroscopique de tailleL constitué d’une succession de cellules élémentaires
périodiques microscopiques de taillel, représentant un milieu poreux saturé composé d’une phase solideΩ∗

s et
d’une phase fluideΩ∗

f . On noteΓ∗

sf l’interface entre la phase fluide et la phase solide.

(a) Echelle macroscopique de tailleL (b) Microstructure périodique de taillel

FIG. 1 – Modélisation d’un milieu hétérogène avec une microstructure périodique

Le transfert ionique dans la phase fluideΩ∗

f est régi par les équations de Nernst-Planck-Poisson1 :

∂c∗±
∂t∗

+ div∗(−D∗

±(grad∗c∗± ±
F

RT
c∗±|z±|grad

∗Ψ∗)) = 0 dans Ω∗

f (1)

(−D∗

±(grad∗c∗± ±
F

RT
c∗±|z±|grad

∗Ψ∗)).n = 0 sur Γ∗

sf (2)

εv∆
∗Ψ∗ = −ρ∗ dans Ω∗

f (3)

grad∗Ψ∗.n =
σ∗

εv
sur Γ∗

sf (4)

où c∗± etD± désignent respectivement la concentration et le coefficient de diffusion des cations et des anions
dans la phase fluideΩ∗

f , Ψ∗ le potentiel électrique.R, F , T et εv sont respectivement la constante des gaz
parfaits, la constante de Faraday, la température suppos´ee constante et la constante diélectrique de la solution
fluideΩ∗

f . Enfinρ∗ = F (|z+|c
∗
+ − |z−|c

∗
−) etσ∗ désignent respectivement la densité volumique et surfacique

de charge électrique,z± étant la valence des cations et des anions. Les conditions aux limites sont imposées
sur l’interface solide fluideΓ∗

sf . Afin de prendre en compte les effets de la double couche électrique due au
déséquilibre entre les anions et les cations dans la solution proche de la paroi des pores, on procède à une
décomposition du potentiel électriqueΨ∗ en un potentiel induit par la double couche électriqueϕ∗ et un
potentielψ∗

b où la condition d’électroneutralité est vérifiée [1][3] :

Ψ∗ = ϕ∗ + ψ∗

b (5)

Les concentrations des cations et des anionsc∗± dépendent du potentiel induit par la double couche électrique
ainsi que de la concentrationc∗b (concentration dans la partie de la solution où la condition d’électroneutralité
est vérifiée) selon la lois de Boltzmann [1] :

c∗± = c∗bexp(∓
F |z±|

RT
ϕ∗) (6)

2.2 Adimensionnalisation deśequations
Afin d’écrire les équations sous forme adimensionnelle, le potentielΨ∗ et les concentrationsc∗± sont tout
d’abord remplacés par leurs expressions (5) et (6) dans leséquations (1)-(4). Ensuite, classiquement, on définit
les variables adimensionnelles suivantes :

x =
x∗

L
, y =

y∗

l
, t =

t∗

tr
, c± =

c∗±
cr
, cb =

c∗b
cbr

, D =
D∗

Dr

, ψb =
ψ∗

b

ψr

, ϕ =
ϕ∗

ϕr

, σ =
σ∗

σr

1Les variables avec∗ sont les variables dimensionnelles.
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où celles indexées enr sont les grandeurs de référence, supposées connues. Le système d’équations adimen-
sionnel déduit de (1)-(4) en utilisant (5) et (6), s’écritalors :

τ
∂c±
∂t

+ div

(

−D±(gradc± ± |z±|c±Rgrad(ψb +
ϕr

ψr

ϕ)

)

= 0 dans Ωf (7)

−D±(gradc± ± |z±|c±Rgrad(ψb +
ϕr

ψr

ϕ).n = 0 sur Γsf (8)

A∆(ψb +
ϕr

ψr

ϕ) = 2|z±|cbsinh(R|z±|ϕ) dans Ωf (9)

B

(

gradψb +
ϕr

ψr

gradϕ

)

.n = σ sur Γsf (10)

Les nombres sans dimension suivants caractérisant le transfert ionique apparaissent naturellement :

τ =
l2

trDr

, R =
Fψr

RT
, A =

εvψr

l2Fcr
, B =

εvψr

lσr

2.3 Homoǵenéisation ṕeriodique deséquations de transfert ionique
On définit le paramètre de perturbationε, rapport entre la taille des deux échelles microscopiquel et macro-
scopiqueL. La condition de séparation des échelles impose queε = l

L
≪ 1. Afin de se ramener à un problème

adimensionnel à une seule échelle, nous exprimons les nombres sans dimension en fonction du paramètre de
perturbationε. Dans le cas d’un champ électrique imposé faible ou d’une diffusion naturelle, en se basant
sur des données expérimentales [2], on montre que les ordres de grandeurs des nombres sans dimension sont
donnés par :

τ = O(ε2), A = O(1), R = O(1), B = O(1),
ϕr

ψr

= O(1) (11)

On remarque dans l’équation adimensionnelle (9), que les effets de la double couche électrique n’interviennent
à l’ordre principal que si les nombresR etA sont du même ordre de grandeur, c’est à dire vérifientA = O(R).

On obtient alorsl = O(LD), oùLD =
√

εvRT
2z2F 2cr

est la longueur caractéristique de la double couche électrique
appelée aussi longueur de Debye.
En suivant la démarche classique d’homogénéisation périodique [4][5][6], on remplace les ordres de grandeur
des nombres sans dimension dans le système d’équations adimensionnelles (7)-(10). On cherche ensuite les in-
connues du problèmecb, ψb etϕ sous la forme d’un développement en série formelle en fonction du paramètre
de perturbationε :

(cb, ψb, ϕ)(x, y, t) = (c0b , ψ
0
b , ϕ

0)(x, y, t) + ε1(c1b , ψ
1
b , ϕ

1)(x, y, t) + ε2(c2b , ψ
2
b , ϕ

2)(x, y, t) + ...

où x (respectivementy) désigne les variables d’espace à l’échelle macroscopique (respectivement microsco-
pique). Compte tenu de la condition de séparation d’échelle, les variablesx et y peuvent être considérées
comme indépendantes. En annulant les facteurs des différentes puissances deε, on obtient une série de problèmes
en cascade couplésP0,P1, ....
Après calcul, on montre que les inconnues à l’ordre principal sont solutions des équations homogénéisées
couplées de transfert ionique à l’échelle macroscopique :

εp
∂

∂t
(c0b exp(∓|z±|ϕ

0)) + divx(−Dhom
± (

∂c0b
∂x

± |z±|c
0
b

∂ψ0
b

∂x
)) = 0 (12)

où εp est la porosité de la cellule élémentaire considérée,Dhom
± le tenseur de diffusion homogénéisé défini

par :

Dhom
± =

1

|Ω|

∫

Ωf

(

D± exp(∓|z±|ϕ
0)(I +

∂χ

∂y
)

)

dΩf (13)

et où la barre désigne l’opérateur de transposition. Le vecteurχ et le potentiel induit par la double couche
électriqueϕ0 sont solutions du système d’équations aux dérivées partielles couplées suivant :

divy

(

∓D±|z±| exp(∓|z±|ϕ
0)(I +

∂χ

∂y
)

)

= 0 dans Ωf (14)
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∓D±|z±| exp(∓|z±|ϕ
0)

(

I +
∂χ

∂y

)

.n = 0 sur Γsf (15)

∆yϕ
0 = 2|z±|c

0
b sinh(|z±|ϕ

0) dans Ωf (16)

∂ϕ0

∂y
.n = σ sur Γsf (17)

On remarque que le potentielϕ0 induit par la double couche électrique intervient dans leséquations de transfert
ainsi que dans l’expression du tenseur de diffusion homogénéisé, contrairement au cas d’un transfert ionique
sans prise en compte des interactions électrocapillaires[7][8].

3 Exemples de microstructures ṕeriodiques
Dans cette partie, nous nous intéressons au calcul du tenseur de diffusion homogénéisé pour des cellules
élémentaires en deux et trois dimensions. Une étude paramétrique permet de mettre en évidence l’influence
du phénomène de double couche électrique sur le coefficient de diffusion homogénéisé. Commençons tout
d’abord par réécrire le système d’équations (13)-(17)sous forme dimensionnelle :

Dhom∗

± =
1

|Ω∗|

∫

Ω∗

f

(

D∗

± exp(∓
F |z±|

RT
ϕ∗0)(I +

∂χ∗

∂y∗
)

)

dΩ∗

f (18)

εv∆yϕ
∗0 = 2F |z±|c

∗

b sinh(
F |z±|

RT
ϕ∗0) dans Ω∗

f (19)

εv
∂ϕ∗0

∂y∗
.n = σ∗ sur Γ∗

sf (20)

divy

(

∓D∗

±|z±| exp(∓
F |z±|

RT
ϕ∗0)(I +

∂χ∗

∂y∗
)

)

= 0 dans Ω∗

f (21)

∓D∗

±|z±| exp(∓
F |z±|

RT
ϕ∗0)

(

I +
∂χ∗

∂y∗

)

.n = 0 sur Γ∗

sf (22)

Procédons ensuite à une résolution du système d’équations couplées (18)-(22) en utilisant le logiciel Comsol
Multiphysicsr (la résolution numérique a été d’abord validée dans lecas d’un canal semi infini en comparant
les résultats avec ceux obtenus dans [9]). On considère pour commencer une cellule élémentaire bidimension-
nelle représentée sur la figure 2(a), engendrant la microstructure périodique de la figure 2(b).

(a) Cellule élémentaire (b) Milieu périodique (c) Variation du coefficient de diffusion relatif en fonction dela
porosité pour différentes valeurs deσ∗

FIG. 2 – Etude paramétrique pour une cellule élémentaire complexe bidimensionnelle

La figure 2(c) représente la variation du coefficient de diffusion relatif en fonction de la porosité, pour différentes
valeurs deσ∗ et pour une concentrationc∗b = 500mol/m3. Pour de faibles valeurs de la densité surfacique
de charge électriqueσ∗, on remarque que la double couche électrique (DCE) a peu d’impact sur le rapport
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D∗hom/D∗. Par contre, pour des valeurs deσ∗ plus élevées, le coefficient de diffusion relatif chute d’une
manière importante. Pour des porosités de l’ordre de18%, il y a un rapport de3 entre le coefficient de diffu-
sion sans DCE et celui avec DCE. D’autre part, on constate quel’effet de la double couche électrique sur le
coefficient de diffusion homogénéiséD∗hom est plus important pour les faibles porosités, parce que les inter-
faces solide-fluideΓ∗

sf sont plus proches les unes des autres et représentent une surface plus importante où se
développe la DCE.
Intéressons nous maintenant au cas des cellules tridimensionnelles plus représentatives des milieux réels (la
topologie bidimensionnelle est assez restrictive).
La première cellule tridimensionnelle considérée est représentée par la figure 3(a). Pour les simulations qui
suivent, la densité surfacique de charge électrique et laconcentration sont fixées àσ∗ = 0.02C/m2 et c∗b =
500mol/m3. Ces dernières valeurs ont été choisies en s’appuyant sur des données expérimentales d’essais
d’électrodiffusion ou de mesure de potentiel zêta réalisées au laboratoire sur des pâtes de ciment (voir [8]).

(a) (b)

FIG. 3 – (a) Cellule élémentaire. (b) Variation du coefficientde diffusion relatif en fonction de la porosité

La figure 3(b) représente la variation du coefficient de diffusion relatif en fonction de la porosité2 de la cellule
élémentaire considérée, avec et sans double couche électrique. Avec cette cellule élémentaire, on peut étudier
des configurations de matériaux de moins en moins poreux jusqu’à une valeur minimale de l’ordre de10%,
contrairement au cas bidimensionnel. On constate encore que le fait de prendre en compte les interactions
électrocapillaires fait chuter le coefficient de diffusion homogénéisé. Par exemple, pour une porosité de18%,
on aD∗hom

sansDCE = 2D∗hom
avecDCE oùD∗hom

sansDCE etD∗hom
avecDCE désignent respectivement les coefficients de diffu-

sion homogénéisés avec ou sans prise en compte de la DCE.

(a) (b)

FIG. 4 – (a) Cellule élémentaire. (b) Variation du coefficientde diffusion relatif en fonction de la porosité

2Que l’on a fait varier en jouant sur la taille des inclusions constituant la cellule élémentaire.
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On considère pour finir une cellule élémentaire tridimensionnelle plus complexe géométriquement que la
précédente (voir figure 4(a)). Pour les mêmes valeurs deσ∗ et c∗b que précédemment, on calcule le coefficient
de diffusion homogénéisé relatif pour différentes porosités avec et sans DCE. La variation deD∗hom/D∗ en
fonction de la porosité est représentée sur la figure 4(b). On remarque une chute significative du coefficient de
diffusion homogénéisé dans le cas avec DCE par rapport aucas sans DCE. A titre d’exemple, pour une porosité
de18% on aD∗hom

sansDCE = 3D∗hom
avecDCE . Dans ce cas encore, la prise en compte de la DCE fait chuter significa-

tivement le coefficient de diffusion homogénéisé. On se rapproche même dans ce dernier exemple des valeurs
du coefficient de diffusion homogénéiséD∗hom obtenues expérimentalement par essais d’électrodiffusion sur
des matériaux cimentaires [2][7][8][10].

4 Conclusion
La mise en œuvre d’une technique d’homogénéisation multi-échelle pour décrire le transfert ionique en tenant
compte des interactions électrocapillaires dans les milieux poreux saturés nous a aidé à élaborer un modèle
macroscopique faisant apparaı̂tre un tenseur de diffusionhomogénéisé qui prend en compte, d’une part le ca-
ractère géométrique du milieu considéré, et d’autre part les phénomènes d’interaction électrochimique telsque
la double couche électrique. L’étude paramétrique développée nous a permis d’appréhender l’influence de la
double couche électrique sur le tenseur de diffusion homogénéisé. Les simulations numériques sur des cellules
élémentaires en deux et trois dimensions ont montré comment le phénomène de double couche électrique agit
d’une manière significative sur le coefficient de diffusionhomogénéisé.
La comparaison des résultats numériques obtenus avec desdonnées expérimentales a permis de mettre en
évidence un écart moins important par rapport au cas où lephénomène de double couche électrique n’est pas
pris en considération. Il est envisageable par la suite de procéder à un processus d’homogénéisation à plusieurs
échelles. Cette démarche ouvre la voie à une étude plus fine de ces phénomènes, en séparant les différentes
échelles de porosité des matériaux cimentaires en plusieurs ordres de grandeurs, correspondant aux différentes
échelles d’homogénéisation possible. A chaque échelle seront mis en évidence les phénomènes dominants qui
apparaissent au cours du transfert ionique dans ce type de matériaux cimentaires.
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