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Abstract :
La durabilité et la tenue en service des structures du génie civil sont fortement influencées par la pŕesence des fissures.
Compte tenu de leur conception, les ouvrages en béton arḿe travaillent dans le domaine non linéaire et sont donc fissurés.
Nous proposons une méthode baśee sur la th́eorie de l’endommagement qui permet d’évaluer les ouvertures de fissures.

Mots clefs : Endommagement, fissuration, ouverture de fissures.

1 Introduction
L’analyse et la prévision de la ruine des structures en béton armé constituent un enjeu crucial dans le domaine
du génie civil. Les modèles non linéaires actuellement utilisés ont montré leur capacité à décrire le comporte-
ment non linéaire du béton. Néanmoins la description desouvertures de fissures qui représente un paramètre
essentiel reste problématique. Ces modèles sont généralement basés sur la mécanique de l’endommagement
[1] et/ou la plasticité [2] et ont pour objectifs de décrire l’effet de la fissuration et non la fissuration elle même.
Nous proposons une méthode d’évaluation des ouvertures de fissures à partir d’un modèle basé sur la théorie
de l’endommagement. Nous présentons des résultats obtenus sur un tirant en béton armé issus du benchmark
CEOS.fr. Les gradients de contraintes existants naturellement dans ce type de structure ne sont pas suffisants
pour obtenir une localisation qui dépend également de l’hétérogénéité du béton. Nous proposons une méthode
simple permettant de créer un champ de propriétés matérielles spatialement corrélé.

2 Principe du modèle de comportement
Le modèle développé s’inspire du modèle microplans de Bazant [3]. Nous rappelons les principes de base
du modèle microplans et l’adaptation proposée par Fichant [4]. Ce modèle est basé sur la relation entre la
contrainte totaleσ et la contrainte effective du matériauσ̃ défini par :

σ̃ij = C0
ijklεkl ou σ̃ij = C0

ijkl

(

Cendom
)

−1

klmn
σmn (1)

avecσij une composante de la contrainte totale,σ̃ij une composante de la contrainte effective,Cendom
ijkl la

rigidité du matériau endommagé etC0
ijkl la rigidité initiale du matériau sain considéré isotrope et élastique

linéaire.
Les contraintes sont solutions de l’équation des travaux virtuels intégrée sur une sphèreS de rayon unité :

trouverσij pour que∀ε∗ij
4π
3 σijε

∗

ij =
∫

S

(

[(1 − d(n)) nkσ̃klnlni + (1 − δ(n))(σ̃ijnj − nkσ̃klnlni)] ε
∗

ijnj

)

dΩ
(2)

où d(n) et δ(n) sont des variables scalaires représentant les effets de l’endommagement. Ce modèle peut
utiliser l’interpolation numérique de ces surfaces à partir d’un nombre fini de valeursd(n) et δ(n) mais peut
aussi se baser sur une expression continue ded(n) et δ(n) en fonction den [5, 6]. Dans la suite, et pour plus
de simplicité, nous considérerons que les deux surfaces d’endommagement sont identiques :d(n) = δ(n). Si
la surface d’endommagement est sphérique, le caractère isotrope du matériau est conservé. La croissance de
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l’endommagement est donnée par l’évolution de la surfaced’endommagement. Cette évolution est contrôlée
par une surface de chargef telle que :

f(n) = nεen − εd − χ(n) (3)

où εe est la déformation élastique,χ est une variable d’écrouissage. L’évolution de la surface d’endommage-
ment est définie par une équation inspirée d’un modèle isotrope [7] :

si f(n∗) = 0 etn∗dεen∗ > 0

alors

{

dd(n∗) =
[

εd0(1+B(n∗εen∗))

(n∗εen∗)2
exp (−B (n∗εen∗ − εd0))

]

n∗dεen∗

dχ(n∗) = n∗dεen∗

sinon dd(n∗) = 0, dχ(n∗) = 0

(4)

Les paramètres du modèle sontεd0 etB. Les vecteursn∗ désignent les trois directions principales de l’incrément
de déformation. Pour le modèle d’endommagement isotrope, on utilise la même loi d’évolution de l’endom-
magement mais avec une surface d’endommagement approximée par une sphère de rayon1 − d ( d(n) = d).
Dans ce cas, la loi d’évolution intégrée s’écrit :

d = 1 − εd0

ε
exp[B(εd0 − ε)] (5)

3 Couplage avec la plasticit́e
Le couplage entre l’endommagement et la plasticité est introduit dans la définition de l’énergie libre du
matériau afin de séparer le calcul de l’endommagement de celui de la plasticité [1, 2]. Nous décomposons
l’incrément de déformation en une partie élastique et une partie plastique :

dεij = dεe
ij + dεp

ij (6)

L’évolution de la déformation plastique est contrôléepar une fonction d’écoulement qui est exprimée en terme
de contrainte effective du matériau non endommagé. Cettefonction de charge est la combinaison de deux
fonctions de Drucker-PragerF1 etF2 ayant la même forme :

Fi =

√

2

3
J ′

2 + Ai

I ′1
3

− Biw (7)

oùJ ′

2 etI ′1 sont respectivement le second invariant du déviateur des contraintes effectives et le premier invariant
des contraintes effectives.w est la variable d’écrouissage et (Ai, Bi, i = 1, 2) sont quatre paramètres qui sont
définis à partir du rapportγ entre la résistance en traction et la résistance en compression et du rapportβ entre
la résistance en compression biaxiale et la résistance encompression uniaxiale :

A1 =
√

2
1 − γ

1 + γ
, A2 =

√
2

β − 1

2β − 1
, B1 = 2

√
2

γ

1 + γ
, B2 =

√
2

β

2β − 1
(8)

La loi d’écrouissage est donnée par :

w = q
√

p + w0 (9)

où q et r sont des paramètres du modèle,w0 représente le domaine initial réversible dans l’espace des con-
traintes,p est la déformation effective plastique.

4 Paramètres du mod̀ele :
– Module d’élasticité :E
– Coefficient de Poisson :ν
– Limite d’élasticité en traction :εd =

f
t

E
où ft désigne la limite élastique en traction (confondue ici avec la

contrainte à rupture).
– Paramètre d’évolution :B = hft

Gf
oùGf désigne l’énergie de fissuration en traction.

La plupart des paramètres de plasticité ne sont pas accessibles à l’utilisateur, seuls les deux paramètres de la
loi d’écrouissagew0 et q sont visibles.
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5 Variations spatiales des caract́eristiques :
Le module d’élasticité du béton est une variable aléatoire spatialement corrélée ayant une valeur moyenne
Emoy avec un coefficient de variation que nous avons choisi égal `a 3% (soit un écart typeσE = 0, 03Emoy). Le
coefficient de poisson est supposé constant car les effets de sa variation sur les résultats peuvent être considérés
comme négligeables[8]. Le module d’élasticité du béton est considéré en tout point comme la réalisation d’un
champ scalaire aléatoire gaussien stationnaire qui obéit à une loi de covariance exponentielle. Nous utilisons la
méthode des bandes tournantes [9] pour reproduire sa corr´elation spatiale. La méthode des bandes tournantes
implantée dans le code de calculs Cast3M [10] est basée surune décomposition du champ en coordonnées
polaires. La matrice de covariance est donnée par l’équation suivante :

Cij = σ2 exp



−

√

d2
ij1

λ2
1

+
d2

ij2

λ2
2

+
d2

ij3

λ2
3



 (10)

où dijk est la distance entre les points considérés mesurée sur l’axe ~ek et λk est la longueur de corrélation
correspondante. Nous ferons l’hypothèse d’une corrélation isotrope et dans ce cas, l’équation 10 devient :

Cij = σ2 exp

(

−d

λ

)

(11)

L’utilisation de la méthode des bandes tournantes requiert un maillage régulier qui respecte l’anisotropie de
la corrélation spatiale (donc isotrope dans notre cas). Lataille h des éléments finis est prise égale à2.5 cm
(taille du plus gros granulat présent dans le béton). De façon a représenter correctement les variations des
caractéristiques du béton, la longueur de corrélation est au minimum égale à trois fois le diamètre du plus gros
granulat [11]. Nous avons choisi d’utiliser une longueur decorrélationλ = 10cm.

6 Estimation des ouvertures de fissures :
On considère qu’un élément endommagé est traversé parune fissure unique et que la partie du matériau non
fissurée est élastique. La déformationε de l’élément de tailleh sollicité par une contrainte donnée par l’équation
de comportement non linéaire, se décompose en une déformation élastiqueε0 dans l’élément et un saut de
déformationδ0 représenté par le tenseur d’ouverture unitaire de fissureεouf (Équation 13). La contrainte
effectiveσ̃ est obtenue à partir de la déformationε et des caractéristiques initiales du matériauE etν.

σ̃ij =
E

1 + ν
εij +

Eν

(1 + ν) (1 − 2ν)
εkkδij (12)

ε = ε0 + εouf (13)

ε0ij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σkkδij (14)

La contrainte est identique dans la partie “fissurée” et “non fissurée”, posonsσan = σ̃ − σ, en inversant la
relation 12, on obtient :

εij =
1 + ν

E
σ̃ij −

ν

E
σ̃kkδij (15)

on en déduit :

εouf ij =
1 + ν

E
σanij −

ν

E
σankkδij (16)

Le tenseur d’ouverture unitaire de fissure doit être multiplié par la taille de l’élément pour déterminer le tenseur
d’ouverture de fissure :δ0

ij = hεouf ij
. L’ouverture de fissure pour une direction~n normale à la fissure est

donnée par :
δ0
n = niδ

0
ijnj (17)

7 Simulation d’essais de tirants en b́eton armé (Mivelaz [12]) :

8 Maillage et hypothèses de calcul :
Le calcul est réalisé en 3D, le béton est modélisé par des éléments cubiques à 8 noeuds (Figure 1) et les aciers
par des éléments uniaxiaux de type barre. Le béton et l’acier sont supposés adhérer parfaitement. La taille des
éléments est de l’ordre de2, 5cm et la position des armatures respecte le plan de ferraillage. Nous avons utilisé
la symétrie du problème et seul le quart de la poutre est modélisé. Pour prendre en compte correctement les
effets de l’hétérogénéité, le tirant est modélisé sur toute sa longueur, deux plans de symétrie passant par l’axe
moyen du tirant sont utilisés. Les extrémités du tirant sont supposées élastiques.
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FIG. 1 – Maillage du tirant : Béton et acier

Emoy CvE
λ ν ft Gf α w0 q ρ

33400PMa 3% 0, 1m 0, 2 1, 82MPa 100Nm 40 50MPa 5000MPa 2400kg/m3

TAB . 1 – Paramètres pour le comportement du béton

9 Caractéristiques des mat́eriaux :
Pour l’acier : L’acier est supposé élastoplastique à écrouissage cinématique. Le module d’élasticité est :
Es ≈ 200000MPa, le coefficient de poisson est :ν = 0.3.

Pour le béton : Les paramètres du modèle de comportement sont donnés dans le tableau 1 ci-joint : dans le
cadre d’une démarche prédictive, des valeurs “standards” pour le modèle sont adoptées excepté pour le module
d’élasticité identifié à partir des données expérimentales de Mivelaz [12].

10 Résultats des simulations :

10.1 Ŕesultats globaux :
Nous reportons sur la figure 3 les évolutions de l’effort et de l’ouverture des trois premières fissures en fonction
de la déformation moyenne imposée. Les résultats sont comparés à ceux obtenus de l’expérimentation.

10.2 Ŕesultats locaux :
Les endommagements et ouvertures de fissures pour des déformations de3.10−4 et 7.10−4 sont représentés
sur les figures 4 à 7. Les résultats obtenus sont qualitativement bons. Du point de vue quantitatif, les valeurs
des ouvertures de fissures obtenues sont inférieures aux valeurs mesurées expérimentalement. Ceci peut être
expliqué par les emplacements des capteurs des déplacements utilisés pour la mesure de ces ouvertures. Ces
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FIG. 2 – Module d’élasticité de tirant
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capteurs sont positionnés sur une bande de largeur plus grande que celle des fissures ce qui conduit évidemment
à une surestimation des valeurs des ouvertures de fissures.
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FIG. 3 – Résultats de simulations
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FIG. 4 – Endommagement
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FIG. 5 – Ouverture de fissures

Endommagement et ouverture de fissures à 0.3%
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FIG. 6 – Endommagement
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FIG. 7 – Ouverture de fissures

Endommagement et ouverture de fissures à 0.7%
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11 Conclusions
Le modèle utilisé reste simple et prouve une relative efficacité dans divers cas de chargements, les paramètres
du matériau sont standards (excepté pour le module d’élasticité et la résistance à la traction) et donc facilement
identifiables. L’introduction d’un champ de modules d’élasticité spatialement corrélé présente un intérêt majeur
dans le cas des tirants où le gradient de contraintes est tr`es faible, en revanche, elle présente peu d’intérêt
dans le cas de structures avec des gradients de contraintes importants. Cette introduction n’apporte aucun biais
complémentaire lié au maillage et reste très peu coûteuse. La mesure des ouvertures de fissures avec la méthode
de post traitement proposée semble réaliste et est applicable à la plupart des modèles continus sans faire de
modifications.
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