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Résuḿe :
Nous proposons dans cetteétude une technique numérique qui combine la ḿethode deśeléments finis multiéchelles et la
méthode asymptotique numérique. Cette proćedure permet de traiter les instabilités des matériaux h́et́erog̀enesà la fois
au niveau microscopique et au niveau macroscopique. Une application aux mat́eriaux composites̀a fibres longues sera
détaillée. Le comportementélastoplastique de la matrice est considéré dans cettéetude.

Abstract :
We propose in this study a numerical technique which combines the multiscale finite element method and the asymptotic
numerical method. This procedure allows dealing with the instabilities of heterogeneous materials at both microscopic
and macroscopic scales. An application to long fiber composites will be detailed. The elastoplastic behaviour of the matrix
is considered in this study.

Mots clefs :Méthode asymptotique nuḿerique, Méthode deśeléments finis multíechelles, Microflam-
bage, Instabilités, Compositèa fibres longues.

1 Introduction
Le microflambage des fibres est l’un des plus célèbres ph́enom̀enes d’instabilit́e dans le cadre des matériaux
hét́erog̀enes et l’un des ḿecanismes principaux de rupture des compositesà fibres longues sous le mode de
compression. Pour prédire correctement ce ḿecanisme, il est ńecessaire de prendre en compte la présence
des fibres avec la courbure initiale et le comportement non linéaire de la matrice [1]. Dans ce travail, nous
proposons une technique numérique efficace, dans le cadre des matériaux h́et́erog̀enes, afin d’analyser le mi-
croflambage plastique des compositesà fibres longues. La présente technique qui est en mesure de traiter les
instabilit́es au niveau macro et micro, aét́e pŕesent́es dans [2]. Dans ce travail, on combine la méthode des
éléments finis multíechelles (EF2) [3] et la méthode asymptotique numérique (MAN) [4]-[5]. Dans la ḿethode
EF2, on extraità partir d’un probl̀eme microscopique associé à un voluméelémentaire représentatif (VER), les
contraintes macroscopiquesà chaque point matériel de la structure macroscopique.
La MAN est baśee sur le d́eveloppement des problèmes non lińeaires sous la forme de séries entìeres qui sont
tronqúeesà des ordreśelev́es. Cela permet d’obtenir une série de probl̀emes lińeaires qui sont ŕesolus de façon
récursive. En conśequence, dans le cadre de l’homogéńeisation, on peut construire le tenseur de localisation
en utilisant le principe de superposition. Ces tenseurs sont les m̂emes pour tous les problèmes lińeaires d́eduits
de la proćedure de perturbation. Donc, une relation explicite de comportement au niveau macroscopique est
calcuĺee pour chaque pas asymptotique. En outre, la longueur de pas est naturellement adaptative et estimée a
posteriori en utilisant les termes de la série calcuĺes pŕećedemment. Ce n’est pas le cas pour les algorithmes
classiques it́eratifs baśes sur la proćedure de Newton-Raphson. Cet avantage permet de suivre des courbes de
réponse complexes.

2 Formulation du probl ème ḿecanique
On peutécrire la forme faible du problème macroscopique dans un domaineΩ comme suit :

{ ∫

Ω P̄ : δF̄ dΩ = λ Text(δū) dans Ω ,
ū(X̄) = û(X̄) sur ∂Ωu ,

(1)

où P̄, F̄, λ etText sont la premìere contrainte de Piola-Kirchhoff, le gradient de déformation, le param̀etre de
chargement et le travail des efforts extérieurs, respectivement. La barre sur les variables indiqueles quantit́es
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macroscopiques. La relation de comportement macroscopiquen’est pas connue explicitement, elle sera estimée
à partir d’un mod̀ele microscopique pour lequel on connait les lois de comportement de ses constituants.
Ainsi, la forme faible du problème microscopique est définie pour un voluméelémentaire représentatif qui
occupe un domaineω, comme suit :

∫

ω

P : δF dω = 0 , (2)

où P et F sont la premìere contrainte de Piola-Kirchhoff et le gradient de déformation au pointX au niveau
microscopique. Diff́erents types de conditions aux limites peuventêtre consid́eŕes au niveau microscopique
telles que d́eformations lińeaires, tractions uniformes ou conditions de périodicit́e. On consid̀ere dans ce travail
les conditions de ṕeriodicit́e sur les bords du VER :

u
+ − u

− = (F̄ − I)(X+ − X
−) sur ∂ω , (3)

où u est le d́eplacement aux bords du VER et les exposants+ et− sont associés aux indices de noeud sur les
bords oppośes du VER.
Au niveau microscopique, on suppose que les lois de comportement sont connues en chaque phase du VER.
Pour la fibre, nous considérons un mod̀ele en grands d́eplacements avec une relation de comportement linéaire :

S(X) = C
(r) : γ(X) , (4)

où S est la seconde contrainte de Piola-Kirchhoff liéeàP via P = FS. C
(r) est le tenseur d’ordre quatre des

constanteśelastiques associé à la phaser etγ est le tenseur de déformation de Green-Lagrange. Concernant la
matrice, nous choisissons une loi de comportement non linéaireélastoplastique basée sur la relation Ramberg-
Osgood [5]-[6] :

E γ = (1 + ν) S
d − (1 − 2ν) P I +

3

2
α

[

Seq

σy

]n−1

S
d (5)

où E, ν, α, n etσy sont, respectivement, le module d’Young, le coefficient de Poisson, un coefficient scalaire,
l’exposant ŕeel d’́ecrouissage et la contrainte limite d’élasticit́e. P = −1

3S : I est la trace du tenseur des

contraintes.Seq =
√

3
2S

d : Sd est la contraintéequivalente de Mises, etSd = S + P I est le tenseur d́eviateur
des contraintes.
Les deux probl̀emes aux niveaux micro et macro sont couplés via les relations suivantes, qui permettent de
déterminer la contrainte effective et le gradient de déformation macroscopique, respectivement :

P̄ = 〈P(X)〉 =
1

|ω|

∫

ω

P(X)dω , (6)

F̄ = 〈F(X)〉 =
1

|ω|

∫

ω

F(X)dω . (7)

Dans le cadre de la MAN, le développement en série est d́efini comme suit :
{

U(a) = U0 +
∑N

p=1 ap
Up ,

λ(a) = λ0 +
∑N

p=1 apλp .
(8)

où U repŕesente les variables microscopiques ou macroscopiques etN est l’ordre de troncature. On peut donc
écrire ces problèmes sous forme de suites de problèmes lińeaires comme suit (1 ≤ p ≤ N ) :

Problème macroscopique
∫

Ω
P̄p : δF̄dΩ = λpText(δū) dans Ω , (9)

Problème microscopique
{

L(up, δu) = Fnl
p (δu) dans ω ,

up = F̄pX sur ∂ω .
(10)

Relations de couplage

P̄p =
1

|ω|

∫

ω

Pp(X)dω , (11)
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F̄p =
1

|ω|

∫

ω

Fp(X)dω . (12)

Les d́efinitions de l’oṕerateur tangentL et du termeFnl
p sont donńees dans [6].

En ŕesolvant le probl̀eme (10), on peut obtenir la contrainte microscopique en fonction du gradient de d́eformation
macroscopiquèa chaque ordrep :

Pp = L : F̄p + P
nl
p . (13)

La contrainte effective peut doncêtre obtenuèa chaque ordrep en faisant la moyenne de l’équation (13) :

P̄p = 〈L〉 : F̄p +
〈

P
nl
p

〉

, (14)

où 〈L〉 est le tenseur de comportement macroscopique. En introduisant (14) dans l’́equation (9), on peut́ecrire
la forme finale du problème lińeaireà l’ordre p au niveau macroscopique :

∫

Ω
F̄p : 〈L〉 : δF̄dΩ = λpText(δū) −

∫

Ω

〈

P
nl
p

〉

: δF̄dΩ . (15)

En ŕesolvant le probl̀eme (15), on peut d́eterminer̄Fp qui permet de calculer toutes les quantités microscopiques
et macroscopiques.

3 Application numérique
Nous avonśetudíe l’influence du microflambage des fibres sur le comportement de lamacrostructure. Une
repŕesentation bidimensionnelle d’un stratifié est utiliśee (voir la figure 1) pour la microstructure, où e2 est
la direction90◦ correspondant̀a la direction de chargement. L’amplitude de l’imperfection (v0) est constante
à travers l’́epaisseur. Donc, nous considérons une microstructure avec une fibre utilisant les conditions aux
limites de ṕeriodicit́e sous les conditions de contraintes planes et avec un comportement non lińeaire de la
matrice en choisissant une loi de comportementélastoplastique. La longueur d’onde et l’amplitude de l’im-
perfection sont200.π µm et 3µm, respectivement. Le diam̀etre de fibre est10µm et la fraction volumique de
fibre est0, 6. La microstructure est discrétiśeeà l’aide d’unélément finià 9 noeuds avec 12́eléments suivant
la largeur et 15́eléments suivant la longueur.

1
e

e
2

v0

FIG. 1 – La microstructure du composite stratifié à fibres longues avec l’imperfection.

La macrostructure est montrée sur la figure 2. Elle représente une plaque rectangulaire encastrée sur trois bords
et soumisèa l’action d’une pressionλP sur le bord suṕerieur. Gr̂aceà la syḿetrie, seule la moitié de la structure
a ét́e utilisée pour ŕesoudre ce problème.
Dans la figure 4, le d́eplacement d’un point situé sur le bord suṕerieur de la macrostructure est présent́e en
fonction du param̀etre de chargementλ. Cette figure montre l’influence de l’instabilité microscopique sur le
flambage macroscopique : d’abord, dans la portion de courbe préćedant le point A, le comportement macro-
scopique est essentiellement linéaire. Toutefois, nous pouvons observer un changement brutal dans la portion
de courbe entre les points A et B. Notonségalement le m̂eme ph́enom̀ene entre les points B, C, D et E. Il
est principalement causé par l’apparition d’instabilit́es microscopiques aux différents points. Il est̀a noter que
grâceà la pŕediction d’ordréelev́e de la MAN, nous pouvons détecter ces instabilités. Leśetats d́eformés de la
microstructure dans les points A, B, C, D et E (voir figure 4) sont présent́es sur la figure 5. Il y a une grande
diff érence entre ceśetats d́eformés microscopiques, malgré la faible variation de la charge macroscopique qui
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FIG. 2 – Ǵeoḿetrie et conditions aux limites du problème, P =1N/mm
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FIG. 3 – Topologie du maillage pour la macrostructure
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FIG. 4 – La ŕeponse charge-déplacement pour le problème du microflambage plastique.

montre l’interaction entre les instabilités locales et globales. En outre, nous observons que les modesde flam-
bage microscopique sont les mêmes pour tous les points après le flambage de la macrostructure (points B, C,
D et E), ce qui montre que nous suivons la même branche de bifurcation.
Enétudiant les diagrammes macroscopiques de contraintes-déformations pour les différents points d’int́egration
(I, II et III, voir figure 3) qui sont pŕesent́es sur la figure 6, nous constatons que, sous le mode de compression,
les différents points d’int́egration ne passent pas la contrainte maximale en même temps, ce qui explique la
forme de la courbe charge-déplacement̀a proximit́e de la charge maximale. Par conséquent, ce ph́enom̀ene
induit une ŕeduction de la longueur de pas asymptotique. De plus,à cause de l’apparition d’instabilités suc-
cessives, les résultats sont sensibles au maillage macroscopique ;c’est-̀a-dire, lorsqu’on raffine le maillage,
plusieurs instabilit́es sont d́etect́ees par la MAN induisant une réduction importante des longueurs de pas au
voisinage des points limites en charge. En outre, nous observons la perte d’ellipticit́e à l’échelle macroscopique
qui peutégalement causer l’accumulation des pas asymptotiques et la sensibilit́e au maillage macroscopique.
Une th́eorie d’homoǵeńeisation de second ordre pourraitêtre utiliśee pour obtenir un problème bien-pośe à

4
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Point A Point DPoint CPoint B Point E

FIG. 5 – Lesétats d́eformés de la microstructure au point d’intégrationIPI montŕe sur la figure 3 pour les
diff érents points pŕesent́es sur la figure 4.

proximité de la charge maximale [7].
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FIG. 6 – La ŕeponse contrainte-déformation au niveau macroscopique pour les points d’intégration (I, II et III),
montŕe sur la figure 3.

4 Conclusion
La technique proposée combinant la ḿethode deśeléments finis multíechelles et la ḿethode asymptotique
numérique fournit un cadre efficace pour analyser le microflambageplastique des compositesà fibres longues.
À notre connaissance, c’est la première étude sur le microflambage plastique dans le cadre des méthodes
multiéchelles. Dans ce travail, nous avons considéŕe une relation de comportement non linéaireélastoplastique
de la matrice. Les grands déplacements sontégalement pris en compte aux deuxéchelles. De plus, la MAN
permet d’obtenir ce type de courbes de réponse malgŕe l’apparition d’instabilit́es successives.
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[4] Cochelin, B., Damil, N., Potier-Ferry, M. Ḿethode asymptotique numérique. Hermes Science Publica-
tions, 2007.

[5] Zahrouni, H., Potier-Ferry, M., Elasmar, H., Damil, N. Asymptotic numerical method for nonlinear
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