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Résuḿe :
Cetteétude constitue la première mise eńevidence exṕerimentale de l’existence de modes d’onde de surface piéǵes (water
wave trapped modes) autour d’un obstacle dans un guide d’ondes. Une nouvelle technique de profilometrie 3Dà haute
résolution permet de mesurer la déformation de la surface libre du liquide. La structure spatiale des modes piéǵes est
mise enévidence en isolant les modes antisymétriques de la partie lińeaire de la d́eformation de la surface libre. Les
résultats montrent un très bon accord avec les prédictions th́eoriques et nuḿeriques.

Abstract :
This study constitutes, to our knowledge, the first experimental evidence for the existence of water waves trapped modes
around an obstacle placed in a waveguide. A high-resolution3D profilometry technique allows for the measurement
of the free surface deformation. The trapped modes’ space structure is made evident by analysing the antisymmetric
contribution to the linear oscillation modes of the free surface. The results shown are in very good agreement with the
theoretical predictions and numerical calculations.

Mots clefs : modes píeǵes, ŕesonnances, ondes de surface

1 Introduction
Dans le cadre de la thèorie linéaire des ondes de surface, les modes piégés correspondent à des modes propres
d’oscillation générés par la présence d’un obstacle dans un milieu ouvert. Ces modes, dont l’existence implique
la non-unicité des solutions au problèmes du dispersion associés, representent des oscillations d’énergie finie
concentrés autour de cet obstacle.
L’existence des modes piégés dans le domaine des ondes de surface a été étudiée théoriquement par Ursell
[1] et aussi par Evans et Linton [2]. Dans ce travail nous noussommes intéressés aux modes piégés autour
d’un cylindre vertical de rayona placé au centre d’un guide d’ondes formé par deux parois paralèlles séparées
d’une distance2d. Dans le problème posé, la dépendance suivant la direction verticale peut être séparée, et le
problème se réduit à la résolution de l’équation de Helmholtz pour le potentiel de vitesseΦ

(∇2 + k2)Φ = 0, (1)

oùk est la racine positive de la relation de dispersion des ondesde surface (en négligeant les effets de la tension
de surface)

ω2 = gk tanh (kh0) . (2)

ω est la fréquence,g l’accélération de gravité eth0 la hauteur de la surface libre au repos. Les conditions limites
sont des conditions limites de Neumann sur les parois

∂Φ

∂y
= 0, y = ±d, (3)

et sur le bord du cylindre,
∂Φ

∂n
= 0, r =

√

x2 + y2 = a (4)
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ainsi que la condition de radiation
Φ → 0, pour |x| → ∞. (5)

Cette dernière condition est équivalente, dans le contexte de ce problème, à imposerΦ d’énergie finie.
La symmétrie du problème permet de décomposer le champ endeux parties, symétrique et antisymétrique par
rapport à l’axe du guide. Le problème symétrique a pour solution la propagation d’une onde plane le long du
guide pour toutes les fréquences. Le problème antisymétrique présente une fréquence de coupure, en dessous de
laquelle les ondes sont évanescentes. Evans al. [3] ont prouvé théoriquement qu’en dessous de cette coupure, il
existe des modes piégés, associés à des valeurs dek2 correspondant à des valeurs propres de l’operateur−∇2.
De plus, Callan et al. [4] ont déterminé numériquement leurs fréquences de résonnance.
Nous présentons ici une étude expérimentale dans cette configuration. La première partie présente le montage
expérimental et la technique optique de mesure. La partie 2présente les résultats obtenus.

2 Montage exṕerimental et technique de mesure

FIGURE 1 – Montage expérimental. Un guide d’ondes est formé par deux parois parallèles placées à2d = 10
cm l’une de l’autre. Des cylindres de diamètres2a (voir texte) sont placés verticalement au centre du guide
d’ondes pour étudier les modes d’onde de surface piégés autour d’eux.

Notre montage expérimental, illustré dans la Fig. 1, est placé dans une cuve remplie d’eau de hauteurh0 =
5 cm. Il est composé d’un guide d’ondes formé par deux parois parallèles de 60cm de longueur, placées à
2d = 10 cm l’une de l’autre. Un cylindre de diamètre2a (2a= 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90cm) est placé au
centre du guide d’ondes.
Les ondes de surface sont créées par un batteur réglable en fréquence et en amplitude. Le batteur forme un angle
d’environ 45◦ avec l’axe longitudinal du guide d’ondes, de sorte que des modes d’oscillation symétriques et
antisymétriques sont créées à l’entrée du canal.
Une particularité de cette étude expérimentale est la technique de mesure employée pour la détermination de
la déformation de la surface libre. L’application de cettemèthode optique de profilométrie par transformée
Fourier (‘Fourier Transform Profilometry’, FTP) au domainedes ondes de surface a été décrite par Cobelliet
al. [5] et Maurelet al. [6]. Brièvement, le principe de cette technique de profilométrie consiste à projecter un
réseau de franges parallèles sur la surface à mesurer. Ladéformation des franges dues à la déformation de la
surface libre permet de remonter à l’information du champ de déplacement de la surface.
Dans notre étude, la fenêtre d’observation correspond auguide d’ondes, d’une taille de (10cm× 40 cm). Elle
est echantillonée sur421 × 1623 px2, c.-à.-d. sur plus de 680 000 points.
Les champs de déformation de la surface libre ont été enregistrés à l’aide d’une caméra rapide. La fréquence
d’acquisition de la caméra a été synchronisée au batteur de façon à mesurer 100 champs de déformations
instantanéshT (x, y, t) par période d’oscillation.

3 Résultats
La Fig. 2(a)-(f) montre six mesures instantanées du champsde déformation (totale) de la surface libre ob-
tenus par cette technique, poura/d = 0.5 à la fréquence de résonnance expérimentalekd = 1.37 pour ce
rappor d’aspect. Ces images illustrent l’évolution au cours du temps de la déformation de la surface libre à des
intervales de temps réguliers au cours d’une période.
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Dans ces figures, on observe une oscillation asymétrique (par rapport à l’axe du guide) localisée autour de
l’obstacle, et qui domine la dynamique de la surface libre. Cette oscillation s’amortit rapidement quand on
s’éloigne du cylindre. A la sortie du guide, seule la partiesymetrique de l’onde est visible.

FIGURE 2 – Séquence de six champs instantanés de la déformation totalehT (x, y, t) de la surface libre mesurée
poura/d = 0.5 à la fréquence de résonnance expérimentalekd = 1.37. Ces snapshots montrent l’évolution au
cours du temps de la déformation de la surface libre à intervales de temps réguliers au cours d’une période.

A partir de ces acquisitions temporelles (100 par période), nous avons effectué une décomposition en série de
Fourier de la forme

hT (x, y, t) = h0(x, y) +

∞
∑

n=1

Hn(x, y, t), (6)

où on a défini
Hn(x, y, t) = Hn(x, y) cos

[

nωt + φn(x, y)
]

(7)

en tout point de mesure (pixel) dans la fenêtre d’observation.
La Fig. 3 montre les trois premiers modes de Fourier d’oscillation de la surface libre obtenus avec cette
décomposition poura/d = 0.5 et kd = 1.37, correspondant à la résonnance. La contribution à l’ordre zéro,
H0(x, y) (en haut) correspond à la surface au repos. Le mode linéaire,H1(x, y, t) (au milieu de la Figure) est
caracterisé par la présence d’une oscillation asymétrique (mais pas antisymétrique) autour du cylindre. Fina-
lement, la contribution du premier mode non-linéaire,H2(x, y, t) (en bas), montre une structure spatiale plus
complexe. Pour les ordres supérieurs, la contribution à la déformation de surface est négligeable.
Chacune des composantesHn(x, y) peut être séparée en parties symmétrique et antisymmétrique par rapport
à l’axe longitudinal du guide, selon les définitions usuelles

Hs
n(x, y) =

1

2

[

Hn(x, y) + Hn(x,−y)
]

(8)

Ha
n(x, y) =

1

2

[

Hn(x, y) − Hn(x,−y)
]

(9)

La Fig. 4 montre à nouveau la structure spatiale du mode lin´eaire (en haut). L’avantage de cette dernière
décomposition devient évidente lorsque l’on considèrela partie antisymétriqueHa

1
(x, y) (partie centrale de la

Figure). Ce champ met clairement en évidence la structure du mode piégé, isolé des autres contributions.
Finalement, la partie symétrique du mode linéaireHs

1
(x, y) (en bas de la figure) met en évidence, comme

attendu, la contribution correspondant au mode plan qui se propage le long du guide.

3.1 Fréquences de ŕesonnance
Dans la Fig. 5, les fréquences de résonance mesurés pour différents cylindres, sont comparées à la prédiction
théorique de Callan [op. cit.]. Les résultats ainsi obtenus montrent un très bon accord avec la théorie linéaire
des modes d’ondes de surface piégés. Des travaux sont en cours pour étudier le casa/d > 0.81 pour lequel un
second mode piégé est attendu [7].
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FIGURE 3 – Trois premiers modes de Fourier du
déplacement de la surface libre :H0(x, y) (en haut),
H1(x, y, t) (au milieu) etH2(x, y, t) (en bas).

FIGURE 4 – Mode linéaire de FourierH1(x, y, t) (en
haut) décomposé en parties antisymétrique (au milieu)
et symétrique (en bas).
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FIGURE 5 – Paramètres de résonancekd des modes piégés en fonction du rapport d’aspecta/d, déterminés
expérimentalement (cercles noires), comparés avec la prédiction théorique de Callanet. al. [4] (courbe).

4 Conclusions
Nous avons montré expérimentalement l’existence des modes piégés à la surface d’un liquide dans le cas de
cylindres circulaires de diamètre2a placés verticalement au centre d’un guide d’ondes de largeur 2d. L’utili-
sation à haute fréquence d’acquisition d’une méthode demesure globale nous a permis de mettre en évidence,
pour la première fois à notre connaissance, la structure spatiale des modes piégés confinés au voisinage de
l’obstacle.
Pour chacun des rapports d’aspecta/d explorés, une courbe de résonance a été déterminée. Apartir des
fréquences de résonnance ainsi déterminées, nous avons pu construire une courbe liant la fréquence de résonnance
du mode piégékd à chaque rapport d’aspecta/d. Cette courbe expérimentale est en très bon accord avec les
prédictions théoriques et numériques obtenues par Callanet. al. [4].
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