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|dentification de faibles non-linéarités dans lesystemes en
vibration a partir de données temporelles

J. LARDIES

Institut FEMTO-ST ; Département de Mécanique Ap@e rue de I'Epitaphe, BESANCON
joseph.lardies@univ-fcomte.fr

Résumé :

On se propose d’identifier les faibles non-linéésitdans les systémes en vibration a partir de léponse
temporelle. Deux méthodes sont proposées. La premi&thode est basée sur une analyse du modeéle
espace d'état non linéaire issu du systeme en tilraUne identification par sous-espaces est alors

proposée. La deuxieme méthode est basée sur uhgsargar la transformée en ondelettes des données
temporelles. Des résultats numériques sont présenté

Abstract :

Our purpose is the identification of weak nonlingas in vibrating systems from time data. Two rodgh

are proposed. The first method is based on thelinear state space model of the vibrating systech uses

a subspace approach to identify the system matrithe second method uses the wavelet transform of
transient signals. Numerical results are presented

Mots clefs :identification modale, sous-espaces, transformée endelettes, vibrations non linéaires,
oscillateur de Duffing

1 Introduction

La plupart des structures mécaniques soumises iltegions sont habituellement traitées par un éwd
linéaire. Cependant, lorsque les structures sultisde grands déplacements, les effets de non-iiééar
deviennent importants et le modele linéaire n'dsis pcorrect. Il faut noter aussi que, méme lorsque
'amplitude du déplacement d’une structure resiblda des distorsions importantes peuvent apparaitr
lorsqu’on considere, par exemple, un frottement Becir ces raisons, l'identification des non-linéarest

un sujet de recherche toujours d’actualité. Dartolaaine temporel, cette identification fait souvappel a
des techniques de traitement du signal comme tasfsemée de Hilbert, qui est proposée par Feldrbgn [
Dans le cas d’'un systeme a plusieurs d.d.l. cefthade nécessite un filtre passe-bande pour sépfzagque
composante du signal, ce qui perturbe fortemedeiiification de chague mode est ses non-linéarités
surtout si les modes sont proches. Cette commimiicaed pour but de présenter deux méthodes
d'identification et de quantification des faiblesnrinéarités dans les systemes en vibration. leanfare
méthode est basée sur le modéle espace d’étatngairé de I'oscillateur. Les matrices d’état matrice

de transition et la matrice des entrées du systguaiecontiennent toute l'information modale sont
déterminées par les algorithmes sous-espaces (€3t grace a ces matrices que nous pourronsfideet
quantifier les non-linéarités. La deuxieme méthotilese la transformée en ondelettes de la répbhee du
systeme vibrant [6-8]. On montre que les non-linéaren raideur sont liées a la phase de la treméf®en
ondelettes et les non-linéarités en amortisseméaimplitude de la transformée en ondelettes. [Bssltats
numeériques et expérimentaux sur un oscillateur défiiy sont présentés, montrant I'efficacité des
algorithmes lors de I'identification et quantificat de faibles non-linéarités dans les oscillateurs
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2 ldentification par sous-espaces

2.1 Le modele espace d’état continu

L’équation différentielle du mouvement d’'un systemen’ degrés de liberté, ayant des non-linéarités e
amortissement et en raideur, se met sous la forme :

p
M X(t) + Co X(B) + Ko x() + Y o, L;g;(t) = f(t) (1)
j=1

Avec M,, G, et K, les matrices (n'xn’) masse, amortissement et tajdgt) le vecteur déplacement des n’
d.d.l., a; terme scalaire paramétrant 'amplitude de’T& fon linéarité, Lest un vecteur (n'x1) localisant

les non-linéarités dont les composantes sont Li-Q et ¢t) est une fonction scalaire indiquant le type de
non-linéarité (en amortissement de type sec oualdotb, quadratique, ... , en raideur de type bilieéa
quadratique, cubique...) et f(t) le vecteur excitatihe genre de non-linéarité est donc exprimé par |
fonction g(t) et la valeur de p, qui n'est pas asmet qui fournit le nombre de non-linéarités, paoftre
pour prendre en compte le maximum de non-linéar@stransforme I'’équation équation différentiedie
second ordre en équation différentielle du prerorelre en utilisant une représentation dans un esgac
dimension n=2n’. Pour cela on effectue le changé¢mevariable [2, 4]:

w(t)
am{*(t)} et uy=| @
x(H)
_gp(t)
& (1) est le vecteur d’état continu (nx1) et u(t) le eectdes entrées (n'+p)x1. Nous obtenons :
f(t)
[X(t)} z[ O Loar Hx(t)} {On-x_q Oua + Onu } ~ () .
] |-MPK, -MIc,|[x®] |Mg Mgal, . MJalL, .

_gp(t)

et doncé(t)= A. &(t) + B, u(t) avec A la matrice de transition continue et B matrice des entrées

continue. Ces deux matrices s’expriment en fondies parametres physiques du systeme.
Le vecteur des mesures temporelles (ou des soréippglé vecteur observation et provenant des wapte
placés sur la structure, se met sous la forme []t) = CE(t) avec C matrice de positionnement des

capteurs de déplacement, formée de O et de 1. @etrice est aussi appelée matrice des observations
matrice des sorties du vecteur espace d’état.

La méthode d’identification et de quantificationsdeon-linéarités est basée sur la déterminatiotade
matrice transfert de I'oscillateur non linéaire tt€amatrice de transfert est :

H¢) = C(jo ! - Ac)"Be 4)
Lorsqu’on développe on obtient

HE) = (Kotjo Co- 0 Mo) (I a;Ly a,ls ... oLy (5)
Dans le cas particulier om =0 on a

H(0)=-CAB.= (Ko Ko'oyly Ko'o,lp ... Ko aLy) (6)

C’est cette expression qui sera utilisée pour ifienet quantifier les faibles non-linéarités enatissement
et raideur. Mais pour pouvoir obtenir cette égalités devons déterminer en un premier temps lescest
d’état du systeme : A B. et la matrice d’observation C en utilisant la noékl des sous-espaces.

2
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2.2 Le modéele espace d'état discret

Le modele espace d’état continu précédent estétiisé avec une période d’échantillonndyeet devient,
en tenant compte du bruit de proceg®tvdu bruit de mesure {3]:

k1= A &+ B U+ W (7)
y=C &« + (8)

& « est le vecteur d’état discret (nx1) qui est damgpiatique inconnu ; A=exp(At) est matrice de

transition discrete (nxn) et B la matrice des egrdiscrete nx(n'+p) indiquant I'influence des ées sur
I'état du systéme,est le vecteur des entrées discrétisé a I'indtaatt y le vecteur des mesures (ou des
sorties) ou encore le vecteur observation dis&étifinstant k. La matrice des entrées discretmeesous

la forme :

B= (exp(t) — 1) At B, 9) (

Les matrices A, B et C du modéle discret qui narenettent de déterminer les matricesefAB. du modéle
continu sont obtenues en utilisant la méthode das-espaces [3, 4]. Pour cela on forme les matdees
Hankel des entrées et des sorties U et Y ainslagoetrice de Hankel G contenant une partie degenet
des sorties. On détermine la projection obligudePY sur G a l'instant i. On effectue la décomposien
valeurs singuliéres de cette projection orthogogaiepeut étre pondérée avec deux matriceeVW\s. Les
matrices de pondération dépendent de l'algorithous-gspaces choisi : N4SID, MOESP, CVA [3]. En ne
retenant que les n valeurs singuliéres les plusitaptes et les vecteurs singuliers associés on a :

WP W, = Ur S Vi (10)
La matrice d’observabilité définie par

C

w = | CA (11)

CA.i-l

peut alors étre estimée pa# = W, U, g2

, & partir de laquelle nous pouvons identifierrtegtrices A et C.
Une autre technique pour identifier A, B et C cetesia déterminer la matrice des états a l'instant i et
i a linstant i+1. On montre, en notan\vi_1 la matrice d’observabilité a laquelle on a enlewébloc

lignes, que la matrice des états se met sousrzefor

o =W R o, =W P (12)

l4Ji+et lJJi“L_lsont les pseudo-inverses dél et de LIJi_l. Par conséquent, les matrices A, B et C sont
déterminées par résolution aux moindres carréysterse :

) (e alle) - G
Yi C 0)VY; Pv

pw €t py représentant les résidus. Ayant identifié les itedgrA, B et C, par sous-espaces on forme les
matrices A, B et C et on identifie les non-linéarités dans kté&sye en vibration en utilisant I'équation (6).
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2.3 Cas patrticulier d’'un systéme non linéaire a un d.d.

Nous allons étudier le cas particulier d’'un systema linéaire a un d.d.l. en réponse libre. Pola oa
consideére I'équation (1) qui normalisée a la massenet sous la forme :

.. 2 P i q._
X+ WH X + 2ui|x| sign(x) + Ngx = 0 (14)
i=0

me

ou wp est la pulsation naturelle du systéme Iinéaip&r]e i°™ coefficient d’amortissement etqle

coefficient de raideur a I'ordre g. Conformémemagoliubov [9] nous cherchons une solution de fani®:
x(t) = A(t) das, t + B(t) ) = A(t)cos(o(t)) (15)

avec A(t) eto(t) les modulations en amplitude et phase de la répdiree On montre [9-11] que la dérivée

de l'amplitude est fonction des coefficients d'atissement et non des coefficients de raideur etlgue
dérivée de la phase est fonction des coefficieptsaideur et non des coefficients d’amortissememt.
obtient :

i L0/2+1)

A =- Z =z O T2 +312) A (16)
‘1( ) et rg+2)
B(t)— o, [1+(-D ][2q+1(r (q/2+3/2))2] (17)

En utilisant la transformée en ondelettes, la i@taf{16) nous permettra d'identifier et de quastifles
valeurs des coefficients d’amortissement non lieSaet la relation (17) nous permettra d’identifi¢rde
quantifier la non linéarité en raideur. C’est graceette derniere relation que I'on pourra obténirelation
fréquence instantanée-amplitude, pour un osciltaten linéaire en raideur.

3 Identification par la transformée en ondelettes

3.1 Théorie et généralités
La Transformée en Ondelettes (T O) continue d’'gnalix(t) est définie par [6] :

(Wy)(@ )= () v (e 18)

Nota

ou Xx(t) est le signal & analyser®ft) est 'ondelette mere analysante. Le paraméest ¢ facteur d’échelle,

ou paramétre de dilatation, définissant la larggerla fenétre d’analyse. La variable a joue le e
l'inverse de la fréquence : plus a est petit méimsdelette analysante est étendue temporellenpiun, son
spectre est étendu et sa fréquence centrale élezgmrametre b est le paramétre de translatiomettant

la localisation de I'ondelette analysante dans denaine temporel. Les ondelettes sont donc de forme
constante mais de taille variable, proportionnalleparamétre de dilatation a. Modifier a et b permirevoir

des ondelettes a la fréquence voulue et a I'ingtanbaité. La T O décrit le contenu de x(t) locaatrau
voisinage de (a,b) dans le plan temps-échelle etéfinitive, les ondelettes sont des signaux étlipour
analyser d’'autres signaux : on choaisit un signehbionnu, I'ondelette analysante, et on va cherther
similitude qui existe entre le signal a étudienetre ondelette.

La linéarité de la TO implique que la TO de P signhast :

(Wy 3 X )@b)= 3 (W, x; )@b) (19)
i=1 |—l

Cette propriété est pratique pour I'analyse deaignmulti-composantes car grace a elle on pouaiaris
chaque mode et identifier les non-linéarités reéetiau mode isolé.
L'ondelette mere choisi dans cette étude est I'tmttlede Morlet modifiée qui est définie par :



1™ Congrés Francais de Mécanique Marseille, 24-28 aolt 2009

- t2/2N

y(t) = e) @0l ¢ (20)

ou o, est la pulsation de I'ondelette et N le parametiecgmmande la forme de l'ondelette, ce parametre

fournit un compromis entre une bonne résolutionpmlle et fréquentielle. La valeur optimale de $ e
obtenue par minimisation de I'entropie des coedfits de la transformée en ondelettes [11].
La version dilatée dans le domaine fréquentielaledkelette de Morlet modifiée est :

-Dlam-o0gy)?2

Y@o)=Nz e 4

L'ondelette de Morlet dilatée est un filtre passeédbe de pulsation centrate, = o, /a dont la largeur est

(21)

proportionnelle a 1/aoua, .

3.2 Amplitude et phase de la transformée en ondelettes
Soit x(t) = A(t)cosfp(t) ) signal modulé en amplitude et en fréquence. Lad&€Q(t) est [6-8]

(WyX)(@ b) (Va/2) Ab) ¥ (a¢ (b)) €°® (22)

En utilisant I'ondelette de Morlet modifiée, le miel de la TO est maximal le long d’'une courbe défpar
a=a(b)=w,/¢(b), appelée aréte de la transformée en ondelettesgbdb)zcoﬁﬁ(b) pulsation instantanée.

Les valeurs prises par les coefficients de la T@rhg de I'aréte constituent le squelette de la€E©n a en
utilisant 'ondelette de Morlet modifiée:

(Wyx)@(b), b) (/N ma(b) /2)A(b) e *® (23)
d’ou A(b) = #wa )(a(b),b){ I yN ma(b) ete(b)=Arg[ (W, X) (a(b)b)] (24)

A partir de ces deux relations nous obtendn) et p(b) =¢ (b)-®, qui sont utilisés dans les équations

(16) et (17) pour identifier et quantifier les niméarités en amortissement et raideur. Pour utesys a
plusieurs ddl la linéarité de la TO nous permeséparer chaque mode et d’effectuer la méme proeédur
d’identification.

4 Application

On considére un oscillateur a amortissement visquetua raideur cubique (Duffing) dont I'équation
différentielle est :mox(t) +co>'<(t) + kox(t) + k3x3(t) =f(t) avec g =1 kg, ¢ = 0,7 Ns/m, k= 400N/m
et k3 =500 N/m. En considérant la méthode des sous espacesitadep le type et la position de la non-

linéarité sont respectivementa ; = ks, gu(t) = x(t) et Ly = 1 et on obtient la fonction de transfert paur 0

H@O)=-CA™'B.=[1/k kiky. Le systtme est excité par une force aléataitessjenne centrée. La
réponse X(t) est obtenue numériqguement par I'alyoe de Runge-Kutta, sur 2048 points de mesurestC'e
cette réponse qui sera analysée par I'algorithme espaces pour déterminer d’abord A, B et C sui{d)

et par la suite Aet B.. Les valeurs identifiées au cours d’'un essai epnrt0,66 Ns/m, =401 N/m et k=
505 N/nt. En fait, comme on génére des nombres aléataisssyaleurs varient d’'une simulation & une
autre, mais ne dépassent jamais 10% des valewtesxa

La TO en ondelettes s’applique a la réponse libreydteme. La figure 1 (a) nous montre la répoise |
temporelle de I'oscillateur. On applique la TO &&eéponse et nous obtenons I'amplitude de lafigbre
1(b)) grace a laquelle on extrait I'aréte et leedgtie de la TO. lls nous permettent d’obtenir lésation

instantanéen(t) et I'amplitude A(t) du signal. Nous pouvons aloosnfier A(t) et ¢(t) qui seront utilisés

dans les équations (16) et (17) pour déterminepédficient d’amortissent et le coefficient de eud non-
linéaire. La figure 1 (c) montre les variations|@enplitude en fonction de la fréquence instantande=

h(g/2n), la pulsationm est obtenue a partir de cette figure en consid&éht= 0. Ainsi on obtientf=

5
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3,184 Hz. Pour déterminer le coefficient d'amogisgnt on tracé\ en fonction de A. On obtient une droite

dont la pente nous permet d’obtenpir. En effet, d’aprés I'équation (16) on/&:-%A. La valeur du

3n

coefficient de raideurn, est obtenue par régression linéaire de 'équaiahqui s'écritB(t) =%A(t)2.

Temps (s)

rrrrrrrrrr

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Indices du temps

Figure 1. Réponse temporelle, amplitude de la Tigaeations de I'amplitude en fonction de la fréque

Les résultats de l'identification, ainsi que leeears relatives sur les parametres, sont donnéslddableau
1. On étudie le systéme non bruité et bruitéc un bruit gaussien dont le rapport signal sur bruit (S/B)
de 15 dB. Les résultats de Iidentification sont convenables et meilleurs que ceux obtenus par la
méthode des sous espaces.

Parameétres a identifier| H1(S?) | A, (%) | o (rads) | Ao (%) | ns(m.s)y | An, (%)
Exacts 0,7 20 500
Identifiés, S/B 0,702 0,3 20,005 0,03 502,044 0,41
dentifiés, S/B=15 0,690 -1,4 20,018 0,10 495,175 | -0,97

Tableau 1. Paramétres d’identification pour I'datdur & amortissement visqueux et a raideur cebiqu

5 Conclusion

Deux algorithmes ont été utilisés pour identifieqeantifier les non-linéarités. Ils ont été appég sur un
simple oscillateur a 1 ddI et les résultats obsesant satisfaisants. lls vont étre appliqués earsystemes a
plusieurs ddl et sur des cas tests en laborataerésultats seront fournis lors de la conférence.
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