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Résuḿe :
Les Analogies Áeroacoustiques (AA), initiées par Lighthill en 1952, sont aptesà fournir le champ acoustique rayonné par
un écoulement, pour des points observateurs situés en dehors de la zone source, siège des instationnarités turbulentes.
Par une recombinaison deséquations de Navier-Stokes, nous montrons qu’il est possible d’obtenir une extension de la
théorie de Lighthill/Curle, baśee sur la pression totale, valableà l’int érieur commèa l’extérieur de la zone de production
sonore.

Abstract :
Aeroacoustic Analogies (AA), initiated by Sir J. Lighthillin 1952, are able to give the acoustic field radiated by an aero-
dynamic flow, given that the observer is located outside the source region, where the turbulent instabilities are confined.
With a re-organisation of the Navier-Stokes equations, we obtain an extension of the Lighthill/Curle theory, based on the
total pressure, for an observer located equally inside or outside the acoustic source region.

Mots clefs : aéroacoustique, analogies acoustique, zone source, pression totale, méthode hybride,
analogie de Curle.

1 Introduction
La reformulation des équations de Navier-Stokes (NS) faite par Lighthill en 1952 permet d’obtenir une équation
d’onde donnant les fluctuations acoustiques en un point observateur en fonction des données de l’écoulement
turbulent, regroupées dans ce que l’on appelle le Tenseur de Lighthill Tij [1]. Ce travail donne naissance à ce
que l’on appelle les Analogies Aéroacoustiques (AA). Ces AA ont connu un essor particulier depuis le milieu
des années 1970 grâce notamment au développement des ressources informatiques qui ont permis de mettre en
évidence la bonne qualité des analogies en comparaison avec les résultats expérimentaux.
Très vite, il a été mis en évidence quelques limitationsà l’AA de Lighthill. Curle [2], en 1955, montre que
la présence d’obstacles rigides dans l’écoulement (non pris en compte par Lighthill) se traduit par l’ajout de
dipôles à la solution de Lighthill : à faible nombre de Mach, l’influence de l’obstacle est beaucoup plus impor-
tante que celle de l’écoulement (à comportement quadripolaire). En 1969, Ffowcs Williams et Hawkings [3]
étendent encore le domaine d’application de la théorie enprenant en compte la possibilité d’avoir des surfaces
mobiles. Par la suite, certaines études ont mis en évidence la difficulté d’accéder à la signification physique des
sources, la convection de ces dernières ou l’influence de l’écoulement. Pour répondre à ces problématiques,
d’autres analogies ont été développées (Powell [4], Howe [5], Doak [6]...), mais ces considérations ne font
pas l’objet de ce travail. Ici, nous travaillons sur une des limitiations de l’AA de Lighthill-Curle qui n’a reçu
jusqu’ici que très peu d’attention : la validité de la solution pour un point observateur situé dans la zone source.
Les premiers travaux autour de cette limitation ont pourtant débuté dès 1959 par Frantz [7] puis en 1967 par
Ollerhead [8], qui prédisent une solution en champ proche,mais toujours en dehors de la zone source. Ce n’est
que récemment que la résolution de cette limitation a connu un nouveau souffle, par les travaux de Schram
[9]. L’auteur développe une formulation intégrale (en fréquence) pour une AA valable dans l’ensemble de l’es-
pace. L’approche reposant sur certaines approximations rend cependant difficile une estimation fiable dans la
zone source. Parallèlement, la société Free Field Technology a développé une solution basée sur une formu-
lation variationnelle de l’équation de Lighthill (voirhttp ://www.fft.be/?id=67). Bien adaptée aux
cas d’écoulements confinés, la méthode semble moins indiquée dans la configuration qui nous intéresse ici :
celle du bruit rayonné par un écoulement autour d’un véhicule terrestre. Pour cette raison, nous privilégions
l’approche intégrale.
Après avoir brièvement rappelé la démarche de Lighthill-Curle, nous présentons ici un développement d’AA
pour la pression totale, reposant sur la même idée que dans[2], valable sans restriction sur la position du point
observateur. Ensuite, nous résolvons l’équation obtenue en prenant en compte certaines contraintes numériques
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dues à la possibilité de placer le point observateur dans la zone source. Enfin, nous appliquerons la résolution
de cette AA sur un cas analytique de source 2D fréquentielle.

2 Rappel de la d́emarche de Lighthill-Curle
Dans leurs travaux, Lighthill et Curle ([1], [10], [2]) suivent la même démarche pour l’établissement de leur
AA. Soit les équations de NS dans le cas général :

Equation de conservation de la masse :
∂ρ

∂t
+

∂ρui

∂xi
= Qm. (1)

Equation de la quantité de mouvement :
∂ρui

∂t
+

∂ρuiuj

∂xj
+

∂(pδij − τij)

∂xj
= ρfi. (2)

Ici, on considère l’air comme un fluide non pesant (ρfi = 0) et le débit nul (Qm = 0). En prenant la dérivée
temporelle de (1) dont on soustrait la divergence de (2), on obtient l’équation intermédiaire suivante :

∂2ρ

∂t2
+

∂2ρui

∂t∂xi
−

∂2ρui

∂xi∂t
−

∂2ρuiuj

∂xi∂xj
−

∂2(pδij − τij)

∂xi∂xj
= 0 (3)

On retranche ensuite des deux côtés de (3) le termec2
0

∂2ρ
∂x2

i

, ce qui fait apparaı̂tre l’équation d’onde :

∂2ρ

∂t2
− c2

0

∂2ρ

∂x2
i

=
∂2Tij

∂xi∂xj
(4)

où on a introduit le tenseur de LighthillTij = ρuiuj +(p−c2
0ρ)δij −τij. Lighthill simplifie ensuite le problème

en posant que le point observateur est “entouré d’un fluide homogène au repos”, ce qui permet de n’avoir que
des fluctuations d’origine acoustique au point observateur. Cette étape revient à séparer l’espace en 2 zones
(une zone source, siège des instabilités turbulentes et une zone ‘acoustique’ homogène et au repos). Apres
convolution de (4) par la fonction de Green spatio-temporelle en espace libreG = G(x, t, y, τ), la fluctuation
acoustique de masse volumique en un point observateur (not´e x) situé en dehors de la zone source (pointsy)
est donnée par l’équation intégrale suivante

ρa(x, t) =

∫ t

−∞

∫

V
G

∂2Tij

∂yi∂yj
dydτ +

∫ t

−∞

∫

Σ

(
G

∂ρ′

∂n
− ρ′

∂G

∂n

)
dydτ. (5)

oùV est le domaine source,Σ les bords (fixes) d’un obstacle éventuel etn indique le vecteur normal à la paroi.
La notationφ′ = φ−φ0 signifie que l’on prend la partie fluctuante du champ par rapport à un état de référence
φ0. Dans le cas tridimensionnel, la convolution temporelle est simplifiée et, après intégrations par parties (IPP)
on obtient la forme plus classique dite de Curle [2] :

pa(x, t) =
∂2

∂xi∂xj

∫

V

[
Tij

4πr

]

t−r/c0

dy −
∂

∂xi

∫

Σ

[
Pijnj

4πr

]

t−r/c0

dy. (6)

où r = |x − y| et on a poséPij = p′δij − τij. Si le tenseur de Lighthill est, en général, considéré comme
connu dans l’intégrale (c’est a direindépendantde la pression acoustique), il n’en est pas de même du terme
surfaciquep′ qui contient toutes les fluctuations de pression, c.à.d la pression dite hydrodynamique d’origine
turbulente et la pression acoustique diffractée sur la paroi de l’obstacle. Dans certain cas cependant, on peut
s’affranchir d’un calcul de diffraction (onéreux en 3D) etréduire la pression présente dans l’intégrale de surface
à sa partie hydrodynamique seule [11].

3 Développement d’une AA pour la pression totale
Dans l’hypothèse de Lighthill [1], le point observateur est supposé en dehors des sources dans un fluide ho-
mogène et au repos. Pour passer outre cette hypothèse, on retravaille les équations de NS pourles champs
totaux en suivant le même type de démarche que Lighthill, mais pour obtenir une équation pour la pression
totale. On repart des équations de NS rappelées dans la section précédente, avec les mêmes hypothèses que
Lighthill, et, comme ce dernier, on prend la dérivée temporelle de la conservation de la masse à laquelle on
soustrait la divergence de l’équation de la quantité de mouvement. On obtient donc l’équation (3). On ajoute
ensuite le terme1

c2

0

∂2p
∂t2 des deux côtés de l’égalité pour obtenir l’équation d’onde pour la pression totale sui-

vante :

∂2p

∂t2
− c2

0

∂2p

∂x2
i

= c2
0

∂2(ρuiuj − τij)

∂xi∂xj
+

∂2(p − c2
0ρ)

∂t2
(7)
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Afin de simplifier le problème, nous nous plaçons dans un casd’écoulement typique du transport terrestre :
nombre de Mach faible (Ma ≈ 0, 1), les fluctuations sont supposées isentropiques et les effets visqueux
négligeables (Larsson [12] montre en effet que pour cette classe d’écoulement, les sources acoustique d’origine
entropiques, visqueuses, dues à la compressibilité de l’écoulement et aux effets de convection/réfraction des
ondes acoustiques n’interviennent que dans une très faible mesure). En suivant ces hypothèses, et en se plaçant
dans le domaine fréquentiel (avec la convention temporelle φ(x, t) = φ̂(x)e−iωt) on peut réécrire (8) sous la
forme d’une équation de Helmholtz

(∇2 + k2)p̂t(x) = −
∂2T̂ij

∂xi∂xj
. (8)

Ici, pt représente la fluctuation totale de pression etk = ω/c0 est le nombre d’onde. Enfin, dans l’hypothèse
d’incompressibilité du fluide on a simplementTij = ρ0uiuj . Le traitement de (8) sous forme intégrale donne

c(x)p̂t(x) = −

∫

VCFD

∂2T̂ij

∂yi∂yj
Ĝdy +

∫

∂V

(
Ĝ

∂p̂t

∂n
− p̂t

∂Ĝ

∂n

)
dy (9)

où n indique la normale au domaine et̂G = Ĝ(x, y, ω) une fonction de Green quelconque. Le coefficient
geométriquec(x) vaut 1 dans le domaine fluide,1/2 sur les bords d’obstacle et s’annule sinon. Dans cette
équation, nous nous mettons volontairement dans les conditions pratiques d’un calcul CFD (Computational
Fluid Dynamics) préalablement résolu dans le domaine d’´etude notéVCFD. La frontière∂V dénote les li-
mites de l’écoulement, décomposable en deux parties distinctes :Σ1, les parois des obstacles etΣ2 les limites
(non rigides) du domaine CFD. Bien que théoriquement valable, cette formulation n’est malheureusement pas

 

 

Σ1
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FIG. 1 – Traitement des singularités : découpage de l’espace.

adaptée à un traitement numérique comme l’ont montré Schram et al. [9]. Ceci étant dû essentiellement à
l’évaluation de la double dérivée du tenseur de Lighthill. On stabilise la solution par le biais d’une double IPP
qui transfère les dérivations dêTij à Ĝ. Le prix d’une telle opération est l’apparition des intégrales de saut sur
les surfaces limites du fluide. L’autre difficulté est la pr´esence d’une intégrale singulière qu’il faut traiter avec
soin. Pour cela, on utilise un domaine d’exclusion,Vǫ, circulaire ou sphérique, de rayonǫ et centré autour du
point observateur, comme le montre la figure 1. En appliquantles IPP dans le domaine tronquéVCFD \ Vǫ, on
trouve

p̂t(x) = −

∫

VCFD\Vǫ

∂2Ĝ

∂yi∂yj
T̂ijdy −

∫

Σ1

p̂t
∂Ĝ

∂n
dy

+

∫

Σ2

(
Ĝ

∂p̂t

∂n
− p̂t

∂Ĝ

∂n

)
dy −

∫

Σ2

(
Ĝ

∂T̂ij

∂yi
nj − T̂ij

∂Ĝ

∂yj
ni

)
dy

−

∫

Σǫ

(
Ĝ

∂T̂ij

∂yi
nj − T̂ij

∂Ĝ

∂yj
ni

)
dy −

∫

Vǫ

∂2T̂ij

∂yi∂yj
Ĝdy (10)

Notons que certains termes surfaciques sur les bords de l’obstacle n’apparaissent plus une fois que les condi-
tions ‘classiques’ sur les parois sont prises en compte, c.`a.d la dérivée normale de la pression est nulle ainsi
que la vitesse de l’écoulement (condition de non-glissement). La première ligne s’apparente à la formulation
de Curle. L’intégration sur les bords fictifs du domaine de calcul (Σ2) fait apparaitre deux termes de nature
différente. Le premier s’annule en choisissant la fonction de Green en espace libre et en faisant simplement
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tendreΣ2 vers l’infini. Le traitement du deuxième terme est beaucoupmoins trivial et implique certaines
hypothèses sur la physique de l’écoulement en aval [13]. Le problème ne se pose évidemment pas si le do-
maine contient tout l’écoulement (ce qui est impossible enpratique) puisque dans ce cas les vitesses et leur
dérivées spatiales sont nécessairement nulles surΣ2. La dernière intégrale surΣǫ contient la singularité de la
fonction de Green. Celle-ci peut être analytiquement résolue sous réserve que le tenseur de Lighthill soit suf-
fisament régulier localement au voisinage du pointx. Ainsi, compte tenu du comportement en champ proche
Ĝ ∼ − ln ǫ/2π, (d = 2) et Ĝ ∼ 1/4πǫ, (d = 3) oùd est la dimension du domaine, il est clair que

∫

Σǫ

Ĝ
∂T̂ij

∂yi
njdy =

{
O(ǫ ln ǫ), d = 2,
O(ǫ), d = 3. (11)

De la même façon, on trouve

∫

Vǫ

∂2T̂ij

∂yi∂yj
Ĝdy =

{
O(ǫ2 ln ǫ), d = 2,
O(ǫ2), d = 3.

(12)

Le traitement de l’intégrale singulière (due à la deriv´ee première dêG) se fait après changement de variable
surΣǫ. En deux dimensions, on posey − x = ǫ(sin θ, cos θ), et on trouve

lim
ǫ→0

∫

Σǫ

T̂ij
∂Ĝ

∂yj
ni dy =

1

2π

∫ 2π

0

(
T̂11 cos2 θ + T̂12 sin 2θ + T̂22 sin2 θ

)
dθ =

T̂11 + T̂22

2
. (13)

En coordonnées sphériques,y−x = ǫ(sin θ cos ϕ, sin θ cos ϕ, cos θ), seuls les termes diagonaux du tenseur de
Lighthill ont une contribution, et on obtient après intégration

∫

Σǫ

T̂ij
∂Ĝ

∂yj
ni dy =

T̂11 + T̂22 + T̂33

3
. (14)

En résumé, la formule de Curle valable en zone source peut maintenant s’écrire

p̂t(x) =
T̂ii(x)

d
− lim

ǫ→0

∫

VCFD\Vǫ

∂2Ĝ

∂yi∂yj
T̂ij dy −

∫

Σ1

p̂t
∂Ĝ

∂n
dy, (15)

où nous avons omis l’intégration sur la troncature du domaine fluideΣ2 par souci de clarté. Notons que cette
analyse, purement formelle, est valide dans tous les cas. Sil’on se restreint maintenant aux écoulements incom-
pressibles à faible nombre de Mach, on peut faire l’hypoth`ese d’une séparation entre champ de pression acous-
tiquepa et ‘hydrodynamique’ph. Ce dernier étant simplement la solution ‘statique’ (k = 0) de l’équation (8).
En admettantph comme quantité connue fournie par un calcul CFD, on obtient, après soustraction, la forme
alternative suivante

p̂a(x) = −

∫

VCFD

∂2(Ĝ − Ĝ0)

∂yi∂yj
T̂ij dy −

∫

Σ1

p̂a
∂Ĝ

∂n
dy −

∫

Σ1

p̂h
∂(Ĝ − Ĝ0)

∂n
dy (16)

où Ĝ0 est la fonction de Green de l’équation de Poisson. Notons que Ĝ − Ĝ0 est une fonction régulière, cela
permet de s’affranchir de la procédure de régularisationdécrite plus haut.

4 Exemple nuḿerique en 2D
Dans cette dernière section, nous comparons les formulations intégrales 1 (monopolaire, equ. (9)) et 2 (qua-
dripolaire, equ. (15)) sur un cas théorique en deux dimensions. Pour celà, on utilise la source analytique
dévéloppée dans la thèse de Whitmire [14], étendue à un cas 2D fréquentiel. Les termes de vitesse ont pour
expression :

u1 =
A1e

ik1y1

2ω
et u2 =

A2e
ik2y2

2ω

où A1, A2, k1 et k2 sont des constantes données. Pour de ne pas avoir à évaluer les intégrales de saut sur
Σ2, on applique un filtre (fenêtre de Blackman) annulant le tenseur de Lighthill et ses dérivées sur les limites
du domaine. Les maillages source et observateur sont tous les deux composés de mailles carrées, de côté de
longueurh, décalées d’une demi-mailleh/2 dans les deux directions (voir figure 2). Le calcul se fait à partir
des valeurs de la vitesse de l’écoulement prises aux noeudsdu maillage (cercles blancs). Afin de simplifier le
calcul et éviter la singularité, l’intégrale sur la maille où repose le point observateur n’est pas prise en compte.
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h

0.1

1

10

100

0 50 100 150 200 250 300 350

E
rr
e

u
r 

R
M

S
 (

%
)

1/h

FIG. 2 – Gauche : Maillage source (trait plein) et observateur (pointillé). Droite : Evolution de l’erreur RMS
entre les deux formulations (monopolaire et quadripolaire) en fonction du raffinement du maillage.

Pour la formulation 1, cela a pour effet d’induire une erreurenO(h2 ln h) pour des valeurs deh suffisamment
faibles. L’estimation de l’erreur pour la formulation 2 nécessite un développement de Taylor du tenseur au
deuxième ordre, et on trouveO(h2).
Sur la figure 2 (à droite) sont tracées les estimations des erreurs relatives RMS entre les deux formulations en
fonction de la taille des mailles. Ici le nombre d’onde acoustique est d’environk ≈ 6.65 (correspondant à une
fréquence de 360 Hz). Le champ hydrodynamique est calé à la même fréquence spatiale (on prendk1 = k2 =
k) avecA1 = 5000 etA2 = 20. On observe un bonne convergence à partir deh ≈ 1/50, (kh ≈ 0.13). Au-delà,
le raffinement du maillage n’est plus utile. Enfin, sur la figure 3, on montre la contribution du terme additionel

( T̂ii(x)
2 ) pour un calcul AA en zone source. La zone représentée sur les 3 graphes correspond à la ligne centrale

de la zone sourcex2 = 0, où le terme additionel est le plus important.
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FIG. 3 – Champ de pression totale sur la ligne centralex2 = 0.

5 Conclusions et perspectives
Dans ce travail, nous avons presenté une formulation d’analogie aéroacoustique permettant d’accéder à la
fluctuation de pression totale en des points observateurs situés indifférement dans la zone de production sonore
ou en dehors de celle-ci. Les contraintes liées à la résolution de l’AA dans la zone source ont pour conséquence
d’introduire un terme additionnel à la solution de Curle. Dans le cadre d’écoulements à faibles nombre de
Mach, les hypothèses simplificatrices ont permis de montrer sur un cas bidimensionnel fréquentiel l’importance
de ce terme addititionel dans la solution totale. Avec la formulation présentée ici, on retrouve bien la solution
classique de Curle en dehors de la zone source. La validationde cette démarche a été faite sur un cas analytique
(cas de Whitmire [14] étendu au 2-D) et sera par la suite appliquée à un cas de cylindre 2-D en écoulement
puis à un cas 3-D.
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