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Résumé :  
La simulation des procédés ultrasonores de contrôle non destructif passe par la prise en compte des 
faisceaux acoustiques, par exemple par superposition d'ondes planes, ce qui conduit au calcul d'intégrales 
de Fourier spatiales pour déterminer les champs dans les divers milieux. On montre ici les nombreux 
avantages d'une méthode d'intégration en variable complexe (rapidité, précision, élimination de singularités, 
voire du phénomène d'aliasing) comparativement à des techniques telles la FFT. 

Abstract : 
The simulation of ultrasonic non destructive testing needs to take into account bounded acoustic beams, via 
a superposition of plane waves for instance. This leads to the calculation of spatial Fourier integrals in 
order to determine the fields in each medium. This paper aims at showing the numerous advantages of an 
integration method using complex variables (fastness, accuracy, cancellation of singularities or even 
aliasing phenomenon) compared with integration techniques like FFT algorithm. 

Mots clefs : faisceaux acoustiques, CND, plan complexe, ultrasons 

1 Représentation de Fourier d'un faisceau acoustique monochromatique en 
géométrie bidimensionnelle (rappel) 

La décomposition d'un champ acoustique en ondes planes monochromatiques, est une méthode classique 
pour modéliser le rayonnement d'un émetteur plan [1-4]. Cette méthode s'avère fructueuse lorsque le faisceau 
émis interagit avec des structures multicouches planes. Elle fait intervenir des transformées de Fourier 
spatiales. Pour un milieu de propagation fluide 0 (vitesse de propagation 0c , masse volumique 0ρ ) 

occupant le demi-espace 0≥z  (figure 1), on suppose connue la donnée d'émission sur le plan émetteur 0=z  
(déplacement normal ou vitesse normale 0ŵ ), soit à partir de résultats expérimentaux, soit sur la base d'une 

expression analytique telle que 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tiaxWtixWtxw ωω −−=−= exp/expexpˆ;ˆ 22
000   ,  (1) 

dans le cas d'un faisceau gaussien généré dans le fluide 0 par un émetteur de diamètre a2  (le "chapeau" 
désignant une quantité pouvant prendre des valeurs complexes.) Un autre type de donnée d'émission 

fréquemment utilisé est le "créneau", pour lequel l'émetteur vibre en mode piston : ( )xW0
ˆ  est alors constant 

sur le segment axa ≤≤−  et nul à l'extérieur. 

La recherche du champ rayonné dans l'espace 0≥z  va se faire au moyen d'une superposition continue 

d'ondes planes ou évanescentes, de vecteur d'onde zzxx kkc eenk ˆ
00 +== ω , où ω  est la pulsation des 

ondes, n  est le vecteur direction de propagation de l'onde et où ),( zxB ee=  est la base orthonormée 
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associée au repère ),,( zxOR =  de l'émetteur, voir figure 1. L'amplitude ( )xkÂ  de chacune de ces ondes est 

une fonction à déterminer de la composante xk  du vecteur d'onde. Pour tout point ( )zxM ,  du demi-espace 

0≥z , la pression acoustique complexe ( ) ( ) ( )tizxPtzxp ω−= exp,ˆ;,ˆ  s'écrira sous la forme d'une intégrale 

de Fourier (variable d'intégration xk , au facteur ( )ti ω−exp  près), telle que [4] :  

 ( ) ( ) ( )[ ]∫
+∞

∞−
+= xzxx kzkxkikAzxP dˆexpˆ,ˆ   . (2) 

La composante zk̂  du vecteur d'onde est réelle ou imaginaire. Elle dépend de xk  par l'intermédiaire de la 

relation de dispersion 

 2
0

2
0

2
0

22 )(ˆ ckkk zx ω===+ k   . (3) 

Le choix de la détermination de cette fonction ( )xz kk̂  est une question primordiale. 

Ce choix étant fait (voir §°2), l'amplitude complexe ( )xkÂ  est ensuite déterminée à partir de la donnée 

d'émission, telle que (1) par exemple, (voir § 3). 

x
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FIG. 1 – Schéma de principe de la décomposition en onde planes d'un faisceau acoustique borné créé par un 

émetteur dans un milieu fluide. 

2 Choix des ondes planes constitutives du faisceau 
L'unicité de la solution (2) de l'équation de propagation des ondes dans le milieu fluide 0 est assurée par la 
prescription de son comportement lorsque +∞→z  (condition de rayonnement ou de décroissance à l'infini). 
Cette prescription se fait sur chacune des ondes planes ou évanescentes constitutives, par un choix 

convenable de la valeur de zk̂  issue de la relation de dispersion (3) : 

- pour 0kkx ≤ , zk̂  est réel. L'onde constitutive est une onde plane progressive. Celle-ci se propage vers 

les 0>z  si l'on choisit la détermination réelle positive pour zk̂ . (4-a) 

- pour 0kkx > , zk̂  est imaginaire pur. L'onde constitutive est évanescente dans la direction Oz . Elle 

décroît exponentiellement vers les 0>z  si l'on choisit la détermination à valeur imaginaire positive. (4-b) 
 
La technique de calcul des intégrales de Fourier spatiales utilisée au §°5, sur la base du théorème intégral de 

Cauchy, suppose que la variable d'intégration xk  prend elle-même des valeurs complexes xk̂ . Il convient 

donc de préciser la fonction )ˆ(ˆ
xz kk  dans le plan complexe de xk̂ . Les conditions (4) sur zk̂  guident le 

choix de la branche à retenir pour cette fonction. Cette branche, dite branche principale, correspond à la 
condition 

 ( ) 0ˆ >ℜ zke   , (5) 
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où )ˆ(Xeℜ  et )ˆ(Xmℑ  désignent respectivement les parties réelle et imaginaire de X̂ . Le domaine de 

validité de cette branche est limité aux deux coupures de l'axe réel : 0kk x −<<∞−  et +∞<< xkk0  sur 

lesquelles ( ) 0ˆ =ℜ zke  (figure 2). 

-k0

k0

0

( )xkm ˆℑ

( )xke ˆℜ

xk̂

P Q

P'Q'

 

FIG. 2 – Trajets d'intégration dans le plan complexe de xk̂ . 

Sur le feuillet correspondant à cette branche principale, le comportement à l'infini de la fonction zk̂  est le 

suivant : 

- dans le demi-plan ( ) 0ˆ >ℑ xkm , xz kik ˆˆ −≈  , (6-a) 

- dans le demi-plan ( ) 0ˆ <ℑ xkm , xz kik ˆˆ ≈  . (6-b) 

Compte tenu des conditions (4) imposées à la solution zk̂  de l'équation de dispersion (3), sur ce feuillet, le 

trajet d'intégration réel en xk  de la transformée de Fourier (2), constitué de l'ensemble de l'axe réel, doit être 

précisé comme suit lorsque la branche principale )ˆ(ˆ
xz kk  est introduite dans l'intégrale (2) : 

- bord supérieur de la coupure 0kk x −<<∞−    ( ( ) 0ˆ >ℑ zkm ) , (7-a) 

- segment 00 kkk x <<−    ( ( ) 0ˆ >ℜ zke ) , (7-b) 

- bord inférieur de la coupure +∞<< xkk0    ( ( ) 0ˆ >ℑ zkm )  , (7-c) 

ce qui correspond au trajet pointillé sur la figure 2. 

3 Détermination de l'amplitude ( )xkÂ  
En utilisant l'équation d'Euler [5]  

 0V =∇+∂∂ pt ˆˆ
0ρ   , (8) 

où V̂  est le vecteur vitesse particulaire, la vitesse particulaire ŵ  dans le fluide, selon la direction Oz, peut 
s'exprimer en fonction de la pression acoustique par 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ztzxpitizxWtzxw ∂∂=−= /;,ˆ)]/(1[exp,ˆ;,ˆ 0ωρω   , (9) 

ce qui, en utilisant l'Eq. (2), conduit à 

( ) ( ) ( )[ ]∫
+∞

∞−
+= xzxxz kzkxkikAkzxW dˆexpˆˆ1

,ˆ
0 ωρ

 (10-a) 

En supposant que la vitesse normale de la face avant de l'émetteur et la vitesse particulaire normale dans le 
fluide en 0=z  sont égales, on obtient 

 ( ) ( ) ( ) ( )xWkxkikAkzxW xxxz 0
0

ˆdexpˆˆ1
0,ˆ === ∫

+∞

∞−ωρ
  , (10-b) 

où ( )xW0
ˆ  est une fonction connue telle que donnée par (1) par exemple. 

L'amplitude ( )xkÂ  de chaque onde constitutive peut alors être calculée par transformée de Fourier inverse : 
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 ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−= xxkixW

k
kA x

z
x dexpˆ

ˆ2
ˆ

0
0

π
ωρ

  . (11) 

Par suite, puisque les amplitudes ( )xkÂ  sont désormais connues, le champ de pression ( )zxP ,ˆ  dans le 

fluide 0 peut alors être calculé, pour tout 0≥z , en utilisant l'intégrale de Fourier (2) prise sur l'axe réel, selon 
le trajet précisé au §°2. 

4 Trajet d'intégration réel 
L'intégrale de Fourier (2) (de même que l'intégrale (11), dans le cas où une inversion de Fourier analytique 
n'est pas possible) peut être classiquement calculée par transformée de Fourier discrète. Cette technique 
permet l'utilisation de l'algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT), mais elle exige que le paramètre 

xk  soit réel. Elle est en outre contraignante dans la mesure où elle impose une association stricte entre les 

points d'échantillonnage de la variable d'intégration et les points de l'espace physique où les valeurs du 
champ sont calculées, points qui devront se trouver en nombre égal aux points d'intégration et équi-répartis 
sur une parallèle à la ligne émettrice. 

Les langages de programmation matriciels actuels permettent par contre de calculer très rapidement les 
intégrales de la forme (2) par une simple méthode des trapèzes. La contrainte sur les points de calcul est 
évitée. De plus, comme on le verra au §°5, le trajet d'intégration en xk  peut être modifié dans le plan de la 

variable complexe xk̂ . 
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FIG. 3 – Cartographies du champ de pression dans un fluide avec quatre coupes à 0=z , az 5.2= , az 5=  

et az 5.7= , par usage d'un trajet d'intégration réel (50 points d'échantillonnage pour xk ) pour le calcul de 

l'intégrale de Fourier (2).  a) Mode piston, 50 =ak , 1111 ≤≤− ak x . b) Mode Gaussien, 10 =ak , 

44 ≤≤− ak x . 

Les figures 3 présentent dans le plan ),,( zxO  des cartographies du champ de pression acoustique généré par 
un émetteur, en faisant usage d'un chemin d'intégration réel pour calculer les intégrales de Fourier quand la 
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vitesse normale 0ŵ  est un créneau [mode piston, voir Fig. 3-a)] ou une Gaussienne (Fig. 3-b). Pour 

l'échantillonnage choisi pour xk  (seulement 50 points), les champs ne sont pas bien calculés et présentent 

beaucoup d'irrégularités. Il faut au moins 500 points pour obtenir une meilleure résolution, et ce pour chaque 

point ( )zxM ,  de l'espace physique. En effet, les points 0kk x ±=  de l'axe réel, pour lesquels 0ˆ =zk , sont 

des singularités (intégrables) pour les intégrales de Fourier ; les valeurs de discrétisation en xk  doivent donc 

éviter ces points et il faut un nombre de points important pour obtenir une valeur approchée convenable de 
l'intégrale au voisinage de ces singularités. 

5 Trajet d'intégration complexe 
Au lieu d'utiliser un trajet d'intégration réel en xk , il est également possible de choisir un trajet complexe, en 

faisant appel au théorème intégral de Cauchy qui autorise la déformation d'un contour d'intégration fermé 
sous réserve de rester dans le même domaine d'holomorphie de la fonction à intégrer. L'intégrale (2) peut se 
mettre sous la forme 

 
( ) ( ) ( )[ ]


⌡

⌠
+=

+∞

∞−

xzx
z

x kzkxki
k

kG
ak

Wc

zxP
dˆexp

ˆ

ˆ,ˆ
0

000ρ
  , (12) 

avec ( ) ( )
ak

ak
kG

x

x
x

sin1ˆ
π

=  pour un mode piston d'amplitude constante 0W   , (13-a) 

et ( )






















−=

2

2
exp

2

1ˆ ak
kG x

x π
 pour un mode gaussien [voir Eq. (1)]  . (13-b) 

L'étude du comportement à l'infini de la fonction ( )xkĜ  et de l'exponentielle de propagation permet de 

déduire la déformation possible du contour à l'infini. D'après les théorèmes classiques d'analyse dans le plan 
complexe [6], dans le cas d'un faisceau en mode piston [Eq. (13-a)], le contour déformé doit s'éloigner à 

l'infini parallèlement à l'axe réel, au-dessus de cet axes dans la région ( ) 0ˆ <ℜ xke  et au-dessous dans la 

région ( ) 0ˆ >ℜ xke . Dans le cas du faisceau gaussien [Eq. (13-b)], il suffit d'imposer au contour de s'éloigner 

à l'infini dans un angle ( ) ( )xx kekm ˆˆ ℜ<ℑ , le cas échéant en traversant l'une ou l'autre des coupures, en 

changeant alors la détermination de zk̂ . Dans les deux cas, un trajet d'intégration à trois segments tel que 

celui tracé sur la figure 2 peut convenir, avec des points de troncature 'Q  et Q  à définir. Pratiquement, on 
pourra choisir les points de connexion 'P  et P  de telle sorte que les intégrales sur les segments ''PQ  et PQ 
soient négligeables. L'étude de la précision du calcul numérique porte alors sur la position des extrémités 'P  
et P  du segment unique d'intégration et sur le nombre de points de discrétisation (équi-répartis) sur ce 
segment. Les figures 4 présentent ainsi dans le plan ),,( zxO  des cartographies du champ de pression 
acoustique, dans les mêmes conditions que celles des figures 3 (y compris au niveau du nombre de points 
d'échantillonnage), mais en faisant usage d'un tel chemin d'intégration complexe.  
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FIG. 4 – Cartographies du champ de pression dans un fluide avec quatre coupes à 0=z , az 5.2= , az 5=  

et az 5.7= , par usage d'un trajet d'intégration complexe (50 points d'échantillonnage pour xk ) pour le 

calcul de l'intégrale de Fourier (2).  a) Mode piston, 50 =ak , ak x
ˆ  compris entre i4.011+−  et i4.011− . 

b) Mode Gaussien, ak x
ˆ  compris entre i4.04+−  et i4.04− . 

Utiliser un tel trajet d'intégration améliore considérablement la précision du calcul de l'intégrale (2), comme 
le montre la comparaison entre les figures 3 et 4, sans devoir augmenter le nombre de points 
d'échantillonnage en xk . Cette technique d'intégration complexe, rapide et précise, est intéressante lorsque le 

nombre de points de calcul dans l'espace physique devient grand, par exemple pour l'établissement de 
cartographies telles que celles de la figure 4, ou quand plusieurs milieux sont impliqués lorsque le faisceau 
émis interagit avec une structure multicouche fluide ou solide. 
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