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Propagation guidée d'ondes de cisaillement horizoales dans
des plagues solides rugueuses

T. VALIER -BRASIER, C. POTEL, M. BRUNEAU

Laboratoire d’Acoustique de I'Université du MaineAUM), UMR-CNRS 6613, Université du Maine,
avenue Olivier Messiaen, 72085 Le Mans cedex )dea

Résumé

La propagation d'ondes de cisaillement a polarsathorizontale (ondes SH) dans des guides d'ondes
isotropes a surfaces rugueuses fait apparaitre désanismes de couplage de modes guidés. La nouvelle
modélisation de ces mécanismes proposée ici repask formulation intégrale du probléme aux linsite
posé, et les solutions sont construites a partirddeeloppements sur les modes du guide a géométrie
compatible, extérieur au guide réel. Les résul@ittenus pour des rugosités périodiques sont enrdcco
avec des résultats extraits de la littérature.

Abstract

Shear horizontal waves (SH-waves) propagatingatragic rough waveguide involve mechanisms of modes
coupling. The new modelling of these mechanismsepted here relies on the integral formulation hie t
frame of a modal approach, using the set of therdignctions of a plate with regularly shaped suefathat
bound outwardly the perturbed surfaces of the rowglkieguide. The results obtained for periodic rowegs

are in agreement with results available in theratere.

Mots clefs :acoustique, rugosité, guide

1 Introduction

Depuis plus d'une décennie, I'étude des effets dadosité de paroi sur la propagation acoustigues des
guides d'ondes fait I'objet d'un regain d’intér@gtamment dans le cadre du contrle non destreictifue

de vérifier la qualité de collages dans les stmgstuassemblées ou de caractériser |'état de suiface
certaines piéces [1-5]. La présente étude faie suiles études analytiques effectuées en milieides [6, 7]

et a pour objet d'ouvrir la voie a I'étude de lapagation des ondes de Lamb dans des guides solides
rugueux. Elle porte sur la propagation d'ondesisiliement a polarisation horizontale, paralléle atries

de surface de guides solides isotropes. Plus préeist, 'objet de I'étude est d'exprimer I'évolutite

'amplitude de modes propagatifs@\,(](x)) au cours de leur propagation dans la partie ddegdont les
parois sont rugeuses.

La méthode utilisée ici présente la particularééfaire usage de la formulation intégrale du proleléaux
limites posé, les solutions étant construites &irpde développements sur les fonctions propregudde a
géométrie compatible, extérieur au guide réel. lgosité de paroi est introduite dans le modéledesr
conditions de contraintes nulles aux frontieresfqui intervenir la pente locale de la rugosité.

2 Le probleme
Le guide d'onde considéré, caractérisé par sa matsmique o et son second coefficient de Larpé est
une plaque limitée par deux plans paralléles rugaeuongueur et de largeur infinies (figure 1).dlan de

propagation correspondant (par choix) au fglarz) et le guide étant infini suivant la dimensiog"; le
domaineD d'étude de frontier@ D (probléme 2D) est défini parpositif et parz appartenant a l'intervalle
(zl(x), zz(x)), ou les coordonnéexs;, et z, définissent les cotes des frontieres du guide defles de la
corrugation pourx compris dans I'intervall@,ﬁ). Un guide fictif aux parois situées e+0 et z=L,
immédiatement extérieur au guide réel (confondwc degguide réel en dehors de la corrugation), détn
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domaine d'étude retenu pour la formulation intégrafilisée. Les vecteurs, et i, sont les vecteurs
unitaires normaux respectivement aux surfa:c]g.{z) et zz(x) en tout point des rugosités et orientés vers
I'extérieur du guide. Le guide fictif extérieur pbésseurL définit le domaineD .

X

z,(X) A

y L
§J V\\/\A\/ZZ(X)
zZ=:: ---------- 2 iy -

FIG. 1 — Le guide d'onde a parois rugueuses datitiedictif extérieur.

Le champ de déplacement, supposé harmonique datipule., est exprimée en fonction du temps par la
fonction exp(i «t). Ainsi, dans le cadre des hypothéses de l'acagstigéaire et étant donné les symétries

du systéme étudié, I'amplitude complexe du champégacement (suivary) lj(x,z) ne dépend que des

deux variablesx et z, et est solution du systeme d'équations suivamportant I'équation de Helmholtz et
des conditions de contraintes nulles aux frontieres

(6§X+6222+kT2)0(x,z)=0, D(X,Z)DD, (1-a)
'?(x,z).m:f), Ox0[-o0,+ 0], enz=2,(x), (1-b)
?(X-Z)-ﬁz =0, DXD[—OO,+°°[, enz=27,(x), (1-c)
0(0,2)=U,(2)3(x), x=0, (1-d)

ou le nombre d'onde; est défini parky =w/cy , ¢t = i/ p représentant la célérit¢ d’'une onde
transverse dans un solide isotrope, ou la fondﬂ@(z) représente I'amplitude (harmonique) du champ
incident a l'entrée du domaine> €l ou'?(x,z) désigne le tenseur des contraintes, la notaligp

représentant la dérivée partielle seconde par ragpo.

3 Conditions aux frontiéres
Etant donnée I'expression du vecteur normal auxifes rugueuses

g = Ng ey Bxho)+ (-1)9e,) )

avec Ng =1+ (0hg) 2 3)

et compte-tenu de la loi de Hooke et de la natited8 I'onde, les conditions (1-b) et (1-c) de caintes
nulles sur les surfaces rugueuses du guide peétrenéxprimées de la fagcon suivante

?(X’Zq)'ﬁq:NallTxy(X’Zq)(axhq)*'(_1)quy(X’Zq)Jéy:6' Ux, q=12, (4-a)
soit u[(axhq)ax+(—1)qazq lj(x,zq):o, Ox, q=12 , (4-b)
ou encore aan(x,zq)zo, 0x, =12 , (5)

ou I'opérateu@nq = ﬁq.i représente la dérivée suivant la nornmgjea la surface.
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4 Expression modale du champ
Le champ de déplacement est exprimé par un déveragt sur les fonctions propr$$n(z),

0(52)=ZAnlenld ©

ou le nombrem prend les valeurs entieres de 0 a I'infini. Cascfimns propres sont solutions du probléeme
aux valeurs propres de Neumann transverse poutide @ géométrie compatible (extérieur au guidg,rée

(azzz +k$n] wmlz)=0, zofo.L], (7-a)
(7-b)
02, l/lm(z)=0, enz=0et z=L,

wm(2)=1/ (2—5m0)/L cos(kmz) , (8)
K

m =m7/L 9

et ont pour expression

avec

et ouJyyg repreésente le symbole de Kronecker.

5 Formulation intégrale du probleme
Le champ de déplacement dans le domdn€du guide étudié peut étre exprimé, par applicatenla

formule de Green, compte tenu des équations (bwa) |p champ de déplacemetﬁ\tet du choix de fonction
de Green satisfaisant a des conditions de Neumémma(ions (11.a) et (11.b) ci-dessous), de la fagon
suivante [10] :

EX,Z;D ED) U (x,Z) } _ T sz( x2:X ,z’)O (){ ,z’) dzZdx

X,z)U DO—D), 0 b2
+q§2T[G(X’Z;x’Zq)a“qo(x’Zq)_o(x1Zq)aan(X1Z?X’Zq)]dX" (10)

ou l'intégrale double représente I'effet des sosr(tt]a), et ou l'intégrale simple (intégrale de surfaemiée
a l'infini) traduit les effets des frontiéres duniine.

La fonction de GreelG( X,Z; X ,z’) choisie est définie dans le domaibg du guide a géométrie compatible
(guide extérieur) et satisfait a des conditiondldeamann aux frontieres :
[aﬁx +02,+ szj G( x,z;X ,z') = —J(X - x’) 6(2— z'), D( X,Z,X ,z')D Do, (11-a)
6ZG( X,Z; X ,z’)=0, D(X,X ,z’)D Do, enz=0et z=L. (11-b)

Cette fonction de Green peut étre développée (stimmaimple) sur la base des fonctions propres
orthogonales (8) du guide extérieur a parois lissesctilignes, comme suit [8] :

G(xzx,2) = Zgm X )gm(2)¢m(2) (12)
avec gm(x; x’) = exd— [ Km| X=X |)/(2| /(m) , (13)
et K2 =K% -K2 . (14)

Compte tenu de la condition en frontiéere (5), IetéarGaan de I'équation (10) est nul, et le facteur

U aan de I'équation (10), peut étre mis sous la forme
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30 (x2)an, 6 xzt 2)=X T 3 Anb)mle) o 24l Jun(d (15)

g=1 m n ¢l

L’équation (10) prend alors la forme suivante :

ey, Ty et s

ot Fa(d)= [ onlxix)en(2)00(2)alx)d xd 2, (17)
A Am(x))=- gj/&m(x')wm(z'q)o(x:zq) n(Za)anlxx)dx (18)

avec O(X"Z'q)zNal[(ax'hq)ax'+(_1)qaz'q] L OX,q=12 . (19)

La projection de I'équation (16) sur la fonctionopre ¢/m(2) permet d'obtenir une équation pour
'amplitude Am de chaque modm,

Am:ﬁm"'Z[ |:|nm('a‘n)+BnmAn] (20)
avec Bom :{ [ ]wn [@wm(z)dz . (21)
0 Z,

L’équation (20) fait apparaitre deux meécanismesalglage, I'un traduit par I'opérateur de voluidg,, et

l'autre par I'opérateur de surfadénm, qui représentent respectivement le couplage ddesad a la
profondeur de rugosité sur chaque section du guigieeux et le couplage en surface du guide d{pante.

Le comportement du champ de déplacement est dalecndaé par ces deux mécanismes de couplage
(couplage de volume et de surface [9]) au coula geopagation le long de I'axe du guide.

6 Résolution par approximations successives

En supposant que les facteurs de couplage du metelieoite de I'équation (20) (opérateh%grn et Bnm

liés respectivement a la profondeur et la pentaléscde la rugosité) sont des petites perturbatiams
rapport a l'opérateur de sourBg, l'amplitude de chaque mode considéré, na®E®¥ a l'ordreN , est
recherchée par approximations successives [8],

AN = A + AD + A 4+ AN=D 4 A(N) (22)

ou N est le nombre d'itérationsAr(r?) représentant la solution a l'ordd= €@ I'absence de rugosité
(z1 =0 et z, =L, approximation de Born), donnée par

A(n?)(x) = ﬁm(x): J°° jzzlz g m(x; x')z//m(z’)ljo(z')d(x') dzZdx (23)

avec Uo(2)8(x)= Quitim(z) () (24)
ou Qm est I'amplitude de la source acoustique, qui @spssée ici ne créer que le mode noté'”

Compte tenu des relations (20) et (22), I'exprassidordre N de I'amplitude de chaque mode, en fonction
de l'ordre(N — 1) prend la forme
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ANO()= =3 3127 AND () (2 JO(X 24 o X (2 ¢ + 3 Bam (R AND () (25)

n g=1

7 Résultats et discussion
La configuration choisie ici a titre d'illustratioast celle d'un guide en forme de plague d'épaiskeu
comportant une rugosité en dents de scie uniquemenia surface supérieure, (), l'autre surface étant

parfaitement lisse (figure 2), la rugosité de |€ate z;, de longueur’ , étant composée de 20 dents de scie.
Chaque dent de scie est caractérisée par une halgeugositéh telle queh/L =0,04 et une périodicité
spatiale/ telle queL/A=25.

7=20/ L

Z

FIG. 2 — Schéma du guide d’onde étudié.

Les résultats présentés ici portent sur les ang@&wdu mode incidentn() ou des modes diffusés § en
fonction de la fréquence et de la coordonnée dpati®our certaines fréquences, la relation de phjon

Kpnt+Kn=21/N=0 , (26)
est satisfaite ; elle caractérise le couplage lggié entre un mode incidemt et un mode diffusé
(figure 3). Le domaine de fréquendeétudié est compris entre les valeurs de la fréquaiimensionnée

fL/cr =13 et f L/cy =1,75. Quatre modes sont pris en compte dans les caldsmodes incident SHO

et diffusés SH1, SH2 et SH3. Sur la bande fréqekatde I'étude, les modes SHO, SH1 et SH2 sont
propagatifs et le mode SH3 est soit évanescentpsojiagatif (sa fréquence de coupure est donnée par

fL/cr =15).

SH 1] SH 2|

1
fL/cT
FIG. 3 — Courbes de dispersion (courbes en tr&tag) et de phonon (courbes en traits pointillés).

| numum. - ”
{ T

1”" wumM“ Lo
":'lf/.’.'n“.h VU §

3
L 0

FIG. 4 — Module de 'amplitude normalisée de moele$onction de la coordonnée spatiale
adimensionnalisée/ A et de la fréquence adimensionnaliséke/c; : a) mode incident SHO, b) mode
diffusé SH2, et ¢) mode diffusé SH3.
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Dans ce domaine de fréquence, il existe deux oglstide phonons, représentées par lintersection des
courbes de phonon (courbes descendantes sur ta Byt des courbes de dispersion (courbes asumsda
sur la figure 3) : une premiére relation de phoantre le mode incident SHO avec le mode diffusé 8hi2

f L/c; =138 et une seconde relation de phonon entre le maddeint SHO et le mode diffusé SH3 en

fL/cr =163.

L’amplitude du mode incident SHO décroit trés faibent au cours de la propagation, sauf pour les
fréquences pour lesquelles les deux relations daghavec les modes créés par couplage SH2 et @3 s
vérifiées (respectivement L/c; =138 et f L/c; =163) (figure 4a). Corrélativement, I'amplitude de
chacun de ces deux modes diffusés SH2 et SH3 glgertble sauf pour la fréquence associée a storela
de phonon avec le mode incident (figures 4b etldey.mécanismes de transfert d’énergie entre maybest
lieux pour des fréquences proches de fréquencétanétes relations de phonon avec les modes cogse
sont clairement mis en lumiere par ces résultatd,[3, 7].

8 Conclusion

Le modele analytique présenté permet d'interptéteeffets de rugosité de frontieres de faible dxaugen
comparaison avec I'épaisseur de la plaque) et ibefapentes, et de mettre en lumiére les mécasisiae
transfert d’énergie entre modes. Il apparait etiqudier que pente et hauteur de rugosité exermarg deux
des influences du méme ordre de grandeur sur leplamges de modes. Pour un profil périodique, les
mécanismes de transfert d’énergie entre modestr@snsensibles au voisinage des relations de ph@em
différents aspects des effets de couplage modasné dia rugosité sont fondamentaux en pratiquegrenets

de caractérisation de rugosités réelles dont lasfilprprésentent en général des caractéristiques
intermédiaires entre profil périodique et proféatoire.
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