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Modelisation de la turbulence et groupes de syetries de Lie :
Application aux écoulements anisothermes

N. AL SAYED, D.RAZAFINDRALANDY, A. HAMDOUNI
LEPTIAB, Universié de La Rochelle, Avenue Michel&peau,17042 La Rochelle Cedex 01, France

Résune :

Leséquations aux @rivées partielles (EDP) admettent un ensemble de transfoomatkpendant d’'une maaie C>° de
parametres €els qui laissent invariant 'ensemble des solutions. @assformations forment un groupe de Lie local, dit
groupe de sygtries de Lie de I'EDP. Le groupe de sgtries de Lie deg¢quations de Navier-Stokes coepll’équation
d’énergie joue undle fondamental dans la description physique de la turbtgethesecoulements anisothermes. Aussi,

il est naturel d'imposer aux mades de turbulence de type LES de conserver ce groupe. Daagoemunication nous
propopsons une construction d’une calsse deé&esiLES peservant ce groupe.

Abstract :

Partial differential equations (PDE) admit a set of transfations depending 0@'>°, a real parameter which leave
invariant the set of solutions. These transformations farwcal Lie group, said group of Lie symmetries of the PDE. The
group of Lie symmetries of the equations of Navier-Stokeaten coupled with energy plays a fundamental role in the
physical description of turbulent flows anisotherme. Alfsig, natural to impose models of the type of turbulence tgpkee
this group. In this communication we propopsons constomotif a calss models preserving this group.

Mots clefs : Turbulence, Convection thermique, Simulation des grandegchelles, Groupe de syitrie,
Modeéle invariant.

1 Introduction

Il existe un lien tesétroit entre les propeies physiques traduites par uaguation aux @rivées partielles et
les transformations qui laissent invariant I'ensemblesitdstions de ceéquations. Ces transformations forme
un groupe de Lie local, dit groupe de s§trie de Lie. L'importance de ces sgtnies a toujour jo@ un Ble
important dans la construction des nateb. La plus part des mekks de sous-maille ou LES [6] que I'on
trouve dans la litrature @truisent les propétés d’'invariance de I'ensemble des solutions éesations de
Navier-Stokes par rappoit certaines transformations. En effet, éggations posslent des transformations
(la transformation galdenne, I'indiference materielle,...) apjgels syrdtries, quia toute solution associe une
autre solution.

A notre connaissance, le premier autawavoiréffectle une analyse en tenant compte de tous les groupes de
synétries de€quations de Navier-Stokes dans le cas isotherme est ObftlaSuite a cetteétude, Raza-
findralandy et al [3] ont construit et vaiddes modles qui respectent les s@inies degquations de Navier-
Stokes pour descoulements isothermes. lls ont alors memjue I'approche par le groupe de stnie permet

de construire des meétes donnant des bonésultats nurériques. Dans cette communication, on propose
d’étendre ce travail au cas anisotherme.

Le réesung est organis comme suit. Dans la section 2, on fait un rappel sur I'espacget et le groupe de
symétrie deséquations degcoulements anisothermes. Ensuite, dans la section 3, poggaine classe de
mockles anisothermes qui sont invariants par les groupes detsgm

2 Notations et cEfinitions

Définition 1 . SoientX etU deux ouverts de dimension respectivemegttg , et soientf et h deux fonctions
définies sur un voisinage ouvert delansX a valeur dand’/, on dit quef eth estn-équivalent au point ssi
d5f%(a) = dyh*(a), pour toutx € {1, ...,q} etJ=(j1, ..., jx) oU order deJ égale|J| = j1 + ... + Jk.
L’ensemble de toutes les fonction&fidies sur un ouvert d& contienta, a valeur dansU est noé par
I'.(X x U), et toutes les fonctions-equivalentx f au pointa par ;7 f.

JU X xU)={jif;Vae XetVf el (X xU)}.

J"(X x U) est apgele le ™ prolongement d& ou bien len®™¢ espace de jet d&, qui est une vaéte.
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Théoréme 1. J"(X x U) est une vaite avec coordonges des fonctions naturet’( u®, u%) définie comme

suit : A A
(o f) = a', u*(Go f) = f*(a), uj(ia f) = 9sf%(a).
Les coordonées des fonctions naturelles, nous permettent d’identdgeckeriveés produits de I'espace avec

les diferentes puissances @& soit U, = R%* I'ensemble de coordomes deuj ol p;= C];Jrkfl’ et soit

U™ =U x U; x ... x Un I'espace produit caésien dont les coordoies repésentent 'ensemble deéri/ées
produitsu§ de tous les ordres dean, de dimension.C?,,, = gp™

Remarque 1 . L'espace de jef™” (X x U) est identifiable ave& x U™, a partir des coordoné@es des fonctions
naturel.

Définition 2 . Soitf : Q@ ¢ X — U une application difrentiable, on éfinie 'application pf™) f : O —
U™ dans laquelle les (BF) f)S satisfont cett@galite :
(pr™ )5 (x) = 05f%(x).

cette application est appet len®™¢ prolongement d¢.

Pour unélementr dansf? , pr(")f(x) est un vecteur dariRe?"", et siM un sous-ensemble dé x U, son jet
d’espace correspondant est :

M®™ = M x Uy x ... x U,,.

Le prolongement nous permet de transformer unesystde E.D.P en un sgshe déquation algbrique,
prendre un sysime déquation :

A,j({xi} Aut {ou}, {0:0;u} ..., {0, ...0;,u"}), v =1,..1,
on peut @finir une application\ : M (™ — R! et identifier le systme de E.D.P avec
on = {(m,u(”)) e MM /A(z,u™) = O} .

En identifiant le systme de E.D.P avec sous-ensembladu espace de jet.
Définition 3 . Soit{2 un sous ensemble ouvert deet f : @ — U une application diffrentiable, alorsf est
dit un solution de E.D.P &quation diférentiable si

Az, pr™f(z) =0, V2 e Q.

Lors de la modlisation de la turbulence par LES, il est important que le @®de @truise pas les syetries
deséquations (1) si on veut retrouver les lois de conservatitesgroprétes de la solution exacte. Autrement
dit, lorsqu’on introduit le modle dans legquations filtees (LES), il faut que les syatries desquations
d’origine soient aussi syatries de€quations finales diol'importance du groupe de syatrie.

2.1 Groupe de synétrie deséquations descoulements anisothermes

Considerons un fluide visqueux newtonien, incompressible, de caffid’expansion thermiqué et de dif-
fusivité thermiquek, s’ecoulant dans un domainggulier(2. Ce mouvement de fluide e&gi par lequations
desécoulements anisothermes suivantes [1] :

0 . .
T 4 div(u @ u) + 5 VD — 2vdivS — Bgey =0

ot
Z(Zeriv(uQ ) — kdiv(Ve ) =0 @)
divu =0

oll e, est le vecteur unitaire vertical ascendahte tenseur des taux d&fbrmation :S = 3(Vu + Viu). La
simulation des grandéchelles consista £parer les petiteschelles et les grandéshelles par un filtre. Les
égquations des Navier-Stokes fles erecoulement anisotherme sont :

(g?MNW®u%+R@—QmWS—ﬂﬂQ—%kﬁdNT:O
P
9 _ _ 2
gf+div(u9 ) — kdiv(V8 )+divh = 0 @)
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oUr=u®u—-uxu et h=0u—60u

sont respectivement le tenseur de sous-maille et le flux ihesde sous-maille.
On peut @composer le tenseuren deux tenseursgdiatorique et spérique

. 1 1
=71 47° OUTd:T—g(tI'T)Id et TS:§(trT)Id,

de telle facon que la trace @€ soit nulle. La partieé—(trr)ld sera dans la suite incorga@a p dans (2), ce qui

, . e 1 . - s
a donre la pression modiéie P = p + pg(trr)Id. On notera encorg cette pression modéde. Il reste don@

mockliserr? eth pour fermer le€quations. _ _ _
On va ceterminer les groupes de sgines desquations Navier-Stokes avec tegngture qu’on peuécrire
sous la forme :

0
F<t,:p,u,u

o0 Vi Vo, v, V230, v%) =0, (3)

d’une sous-vaéte deJ?.
SoitT, une transformation de la forme :

Ty : (¢, @,u,0,p) — (£,2,1,0,p) ol a est un paramtre du groupe

T, est appede une syratrie de ) si

. ol - A aA A
F (t:cu Y Vi, vp, Vo, v%,v%) —0. (4)

Lorsque c’est le cas, on dira aussi qd¢ €st invariante par la transformatidn. Lensemble de ces trans-
formations est le group€' de synetrie de (). Il y a plusieurs type de syatries, mais on se limitera ici aux
symétries continuea un pararatre defquations ). Soit X un ¢gerérateur infiniesimal du groupé&-, défini
par

0 0
X = gtat'i‘zgxl "‘Znul +77p8 +77989

~

. ot O%; o, op o0 ,
=\ 5 ;= ;= == = = =1,2
o gt <8a> a=0 ’ 51’% ( aa ) a=0 T < 8@ ) a=0 7 np (80’) a=0 o " <8a> —0 ' Y ’

On montre [5] alors pour que le groupe de transformafiospit un groupe de syétrie de léquation 8) si et
seulement si

F=0=X®F=0 (5)

ol X2 est le prolongement d& & I'ordre2 (voir Olver [5]).
Lorsqu’on applique la condition de sytmie (5), on obtient un systne déquations sur leg et dont la
résolution conduit auxayerateurs infiniésimaux degquations (1) :

Xo= o, ©)

Yo= (0 0

Z=Bomy + 5o ®)
X12—332a—9018(;+u2861—u1632, )
X; = aylt )a‘l + o/(t)aan - pxia;'(t);)p,i =1,2,3 (10)
Y1:2t;+;xj(£j—guj£j 81)—39889 (11)

avec((t) etw;(t) deux fonctions arbitraires de classe®, o’ sa cerivee premére et sa cerivée seconde.

3
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Si on consiére queTl, depend aussi de et x alors on obtient un @érateur infiniesimal supplementaire
independant :
0 0 0 0 0 0
Yo=ux;— — +2p—+ 0 —+ 20—+ 26— 12
2= e, Yo T Pap e T aw T ox (12)
Ces @rérateurs infiniésimaux determinent congibment les groupes de synetries. En effet, connaissant
X, on peut retrouver les transformations apparteaanta partir du systme suivant :

&
x4
da (13)
4(0) = gq,

ouq = (t,z,u,0,p). Lorsqu'on applique le sy8me (13) aux @rérateurs (6)-(12), on obtient un systie
d’équations dont lagsolution conduit aux groupes de ssime desequations (1), ces groupes sont.
— Le groupe des translations temporelles

(t,z,u,0,p) — (t+ a,x,u,0,p) (14)

Le groupe des translations par rapg@ola pression

(t’ "E? u? 0?p) - (t7 l‘? ’U/, 67p + <(t)) (15)

Le groupe des translations pression-ténafure

(t,iL',U, eap) N (tvxa u7(9 + %’p + G;,Bg-’I):g) (16)

Le groupe des rotations horizontales, d’angle

(t,z,u,0,p) — (t, Rx, Ru,0,p) ou R est la matrice de rotation. a7)
Le groupe des transformations gaédihnes gréeralies

(t,z,u,0,p) — (t,z + a(t),u+a'(t),0,p+ pr .l (t)) otz = (x;);, @ = (;);. (18)

Le premier groupe de changementsdielle

(t,z,u,0,p) — (aQt, ax,ailu,a*30,a*2p) (29)
— Le second groupe de changemenéstklle
(t,z,u,0,p,v, k) — (t,az, au,ab, a’p, a®v, a*k). (20)

Gracea la tteorie de Lie, on a pu trouver tous les groupes de&yima un nombre fini de paragtres. Les
équations (1) pogslent d’autre propetés d'invariance, ce sont I'invariance paflection et I'indifference
magrielle, ckfinies respectivement comme suit :

(t7x7u797p) B (t,A:z:,Au, Z.297p)7 (21)

1
(t, 2, u,0,p) — (t, R(t)w, R(tyu + R (t)z, p — 3wy + Sw? [|]|*,0), (22)

ou A = diag(i1,i2,13), iy = =1, R(t) est la matrice de rotation plane, d’angte et la fonction de courant.
Dans la partie suivante, on vagsenter une athode de construction d’'une classe de &lesl anisothermes
invariants.

3 Construction d'une classe de moédles anisothermes invariants

Pour que le moeéle soit invariant par rapport aux groupes des translaijbpdy (15) et (18), il suffit que le
tenseur de sous-mailiesoit independant du temps et du pression. Et pour assurer l'invarigaicrapporh la

translation pression-tergpature (16), on ne fait interverfirqu’a travers son gradiefit = V4. Ensuite, pour
avoir I'invariance par rotation, on prend

—r? = ¢(5,T) (23)
—h =3(S,T). (24)

4
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D’aprés la tleorie des invariants etdgali€é des traces, on peut maliber les deux couplds, H) de la mangre
suivants :

—74 = B,S + BAd[?S + By (To T) + B4 [S(To T)]” + B [S(T o T)S]",
(25)

—h=E¢T + E;ST + EsS°T,
ou les coefficients?; sont des fonctions des invariants @péndants foréma partir deS et deT qui sont :

X =trS,6=detS,9 =T ,w; =T.ST,ws =S T.ST, et Adj est I'operateur adjugé ou comatrice tel
que : B B -
S.(AdjS) = (det S) L.

Il ne reste plus maintenant qufaire \erifier I'invariance par les changement&dhelle (19 et 20).

Théoréme 2 Un mockle de sous-mailler¢, k) de la forme

—7 = v S+ vXV2E A S + v X 32 E(T @ T) 4+ vA2F[S(T ® T)| 4+ vX 52 F;S[(T ® T) S]]
h=x <F6 FA2RT 4 X‘1F8§2) T,
(26)

ol lesF;, i= 1,...,8, sont des fonctions des invariantes £ 5, v2 = 15, vz = ks, va = 3), respecte
les groupes de sy&trie destquations deécoulements anisothermes (1).

Preuve et nethode de construction
En effet, les premiers changementéatielle sont éfinis comme suit :

(t,x,u,0,p,v, k) — (a®t,az,a ‘u,a30,a p, v, K). (27)

Et on a I'invariance du mazle si et seulement si

1 - 1
=77 et h=—h (28)
a a
commeS:—2S et ’]I‘:—4’]I‘
a a
1 1 1

N VR R ) )
alorsonaX = X, {=—5& V=70, o1 = qywi, w2 = 5w
a a a a

8
a
A partir de ces relations et I&gjuations (25), on doit avoir

1

at

1 1

1 1 .
Ei(— X, Ef, g’ﬁ, 0L ﬁwz) =b; B (X, &0, w, we) i=1,..,8. (29)

avec
bl = 1,b2 = a2,63 = aG,b4 = a8,b5 = alo,bﬁ = 1,b7 = a2,b8 = a4.

La variation degy; autour dex = 1, donne

oE; 3 OE; oF; 5 OF; OE; )
— 29 — 3 = F; =1,....8 30
ax T2%9e Ty Tavigy, T3a,, T Al 1= L (30)
avecc; =0 = —— = § = -2 = ? =0 = 1 = -1
C1 =U,C2 = 2763_ 2704_ , C5 = 2,06_ , C71 = 2768_ .

Leséquations caragetistiques sont

dx 2d¢ d9 2de;  dws dE; |
X 3¢ 20 5w 3w BT (1)

Les solutions degéquations (31) sont de la formes; = X F;(vy,va,v3,v4), ¢ = 1,...,8. c’est qui montre
I'invariance par le premier et second changemeéathélle, d'al le theoeme.
On va prendre un cas particulier de la classe degieo(26) de la forme

5
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Ogm Ogm O9m 0gm | =
—74 =1 |2¢, — -4 — — +
T v [ g 3u1 o V2 - S5v3 o 6vy o S
_ Im da _ agm = _909m 5,/ _
1/29 d 3/2 d 20 d
v [X " AS RO T Ty 4 222 ST e T (32)

hen (D p120% g,y 992\ T
(91}2 8

U3 V4

ou g,,, etg; sont des fonctions des invariants v,, v3, v4 respectent les groupes de $tmes de€quations des
écoulements anisothermes (1). Oag@nte dans ce qui suit quelques cas particuligrsyoa un fort couplage
entre la vitesse et la terapature, c’esi-dire que la vitesse intervient dans I'expression éequ’inversement,

la temgerature intervient dans I'expression e On donnera ensuite quelques exemples simples delesd

ou la temgrature n'intervient pas dans I'expressionrde
— Mocele fortement cougl, si on choisiy,, et g; fonctions uniquement de; etv,, ona:

m m el 1 m
—szl/<29m—31)189 —4@26‘(]>S+ 99 — Adj?S,
v [[S]] &1 (33)

—h = KJhtT.

. 0 . R R 3 — —
ou h; = 8—‘%. On obtient un modle coupé au ~ et H dépendent tous les deux deet def .

U2 . , . .
— Modele non coup#, si on suppose qug, depend uniquement de= v; et g; uniquement de,, alors on
obtient un modle non coud al le tenseur de sous-maille nepknd pas de la terapature :

1
—74 = v(2g,, — 3vg!,)S + v—— g/, AdjeS,
[15]] (34)

—h = /{ht T,

— Mockle linéaire, prenons le cas19,, eth; sont des fonctions ligaires de : g,,, = Cy,v, hy = Croou Cy,
et C; sont deux constantes du nmadds, @pendant de la taille du maillage et de la constante de Snmaggri
Alors,

—rd = C,,(—detS— 5 S+Adj dg 1
7 = VO (~deB g SHA S ),

o (35)
—h = kCydefS L T.

4 Conclusion

Dans cettettude, nous avons @enter la construction d’'une classe de glesl LES erécoulement aniso-
therme peservent les syatries desquations N.S coupla I'équations nergie. La dtermination de ces
mockles @pend du choix de deux fonctions et de quatre invariants olupgr desyratrie de Lie. Dans le cas
isotherme, les performances de cette appr@ch@ prouwee sur des applications de type cautielsen [2].
Nous pésentons des tests sur les cas de convection naturelleetesmpour des choix des fonctiongpenées
a (33)-(35).
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