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Modélisation de la turbulence et groupes de syḿetries de Lie :
Application aux écoulements anisothermes

N. AL SAYED, D. RAZAFINDRALANDY, A. HAMDOUNI

LEPTIAB, Universit́e de La Rochelle, Avenue Michel Crépeau,17042 La Rochelle Cedex 01, France

Résuḿe :
Leséquations aux d́erivées partielles (EDP) admettent un ensemble de transformations d́ependant d’une manièreC∞ de
param̀etres ŕeels qui laissent invariant l’ensemble des solutions. Ces transformations forment un groupe de Lie local, dit
groupe de syḿetries de Lie de l’EDP. Le groupe de symétries de Lie deśequations de Navier-Stokes couplé à l’ équation
d’énergie joue un r̂ole fondamental dans la description physique de la turbulence deśecoulements anisothermes. Aussi,
il est naturel d’imposer aux modèles de turbulence de type LES de conserver ce groupe. Dans cette communication nous
propopsons une construction d’une calsse de modèles LES pŕeservant ce groupe.

Abstract :
Partial differential equations (PDE) admit a set of transformations depending onC∞, a real parameter which leave
invariant the set of solutions. These transformations forma local Lie group, said group of Lie symmetries of the PDE. The
group of Lie symmetries of the equations of Navier-Stokes equation coupled with energy plays a fundamental role in the
physical description of turbulent flows anisotherme. Also,it is natural to impose models of the type of turbulence to keep
this group. In this communication we propopsons construction of a calss models preserving this group.

Mots clefs :Turbulence, Convection thermique, Simulation des grandeśechelles, Groupe de syḿetrie,
Modèle invariant.

1 Introduction
Il existe un lien tr̀esétroit entre les propriét́es physiques traduites par uneéquation aux d́erivées partielles et
les transformations qui laissent invariant l’ensemble dessolutions de ceśequations. Ces transformations forme
un groupe de Lie local, dit groupe de symétrie de Lie. L’importance de ces symétries a toujour joúe un r̂ole
important dans la construction des modèles. La plus part des modèles de sous-maille ou LES [6] que l’on
trouve dans la litt́erature d́etruisent les propriét́es d’invariance de l’ensemble des solutions deséquations de
Navier-Stokes par rapportà certaines transformations. En effet, ceséquations possèdent des transformations
(la transformation galiĺeenne, l’indiff́erence materielle,...) appelées syḿetries, qui,̀a toute solution associe une
autre solution.
A notre connaissance, le premier auteurà avoiréffectúe une analyse en tenant compte de tous les groupes de
symétries deśequations de Navier-Stokes dans le cas isotherme est Oberlack [4]. Suite à cetteétude, Raza-
findralandy et al [3] ont construit et validé des mod̀eles qui respectent les symétries deśequations de Navier-
Stokes pour deśecoulements isothermes. Ils ont alors montré que l’approche par le groupe de symétrie permet
de construire des modèles donnant des bons résultats nuḿeriques. Dans cette communication, on propose
d’étendre ce travail au cas anisotherme.
Le résuḿe est organiśe comme suit. Dans la section 2, on fait un rappel sur l’espacede jet et le groupe de
symétrie deséquations deśecoulements anisothermes. Ensuite, dans la section 3, on propose une classe de
mod̀eles anisothermes qui sont invariants par les groupes de symétrie.

2 Notations et d́efinitions
Définition 1 . SoientX etU deux ouverts de dimension respectivementp et q , et soientf eth deux fonctions
définies sur un voisinage ouvert dea dansX à valeur dansU , on dit quef eth estn-équivalent au pointa ssi
∂Jf

α(a) = ∂Jh
α(a), pour toutα ∈ {1, ..., q} etJ=(j1, ..., jk) où order deJ égale|J | = j1 + ...+ jk.

L’ensemble de toutes les fonctions définies sur un ouvert deX contienta, à valeur dansU est not́e par
Γa(X × U), et toutes les fonctionsn-équivalent̀a f au pointa par jn

a f .

Jn(X × U) = {jn
a f ;∀ a ∈ X et∀ f ∈ Γa(X × U)} .

Jn(X × U) est apṕele le ǹeme prolongement deU ou bien lenème espace de jet deU , qui est une varíet́e.
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Théorème 1 . Jn(X × U) est une varíet́e avec coordonńees des fonctions naturel (xi, uα, uα
J ) définie comme

suit :
xi(jn

a f) = ai, uα(jn
a f) = fα(a), uα

J (jn
a f) = ∂Jf

α(a).

Les coordonńees des fonctions naturelles, nous permettent d’identifierles d́erivés produits de l’espace avec
les diff́erentes puissances deR, soit Uk ≡ R

qpk l’ensemble de coordonnées deuα
J où pk= Ck

p+k−1, et soit
Un = U ×U1 × ...×Un l’espace produit cart́esien dont les coordonnées repŕesentent l’ensemble des dérivés
produitsuα

J de tous les ordres de0 à n, de dimensionq.Cn
p+n = qp(n)

Remarque 1 . L’espace de jetJn(X×U) est identifiable avecX×Un, à partir des coordonńees des fonctions
naturel.

Définition 2 . Soitf : Ω ⊂ X −→ U une application diff́erentiable, on d́efinie l’application pr(n)f : Ω −→
Un dans laquelle les (pr(n)f)α

J satisfont cettéegalit́e :

(pr(n)f)α
J (x) ≡ ∂Jf

α(x).

cette application est appelée lenème prolongement def .
Pour unélémentx dansΩ , pr(n)f(x) est un vecteur dansRqp(n)

, et siM un sous-ensemble deX × U , son jet
d’espace correspondant est :

M (n) = M × U1 × ...× Un.

Le prolongement nous permet de transformer un système de E.D.P en un système d’́equation alǵebrique,
prendre un système d’́equation :

∆ν(
{

xi
}

, {uα} , {∂iu
α} , {∂i∂ju

α} , ..., {∂i1 ...∂jn
uα}), ν = 1, ...l,

on peut d́efinir une application∆ : M (n) → R
l et identifier le syst̀eme de E.D.P avec

δ∆ ≡
{

(x, u(n)) ∈M (n)/∆(x, u(n)) = 0
}

.

En identifiant le syst̀eme de E.D.P avec sous-ensembleδ∆ du espace de jet.

Définition 3 . SoitΩ un sous ensemble ouvert deX etf : Ω −→ U une application diff́erentiable, alorsf est
dit un solution de E.D.P l’́equation diff́erentiable si

∆(x, pr(n)f(x)) = 0, ∀ x ∈ Ω.

Lors de la mod́elisation de la turbulence par LES, il est important que le modèle ne d́etruise pas les syḿetries
deséquations (1) si on veut retrouver les lois de conservation et les propríet́es de la solution exacte. Autrement
dit, lorsqu’on introduit le mod̀ele dans leśequations filtŕees (LES), il faut que les syḿetries deśequations
d’origine soient aussi syḿetries deśequations finales d’òu l’importance du groupe de symétrie.

2.1 Groupe de syḿetrie deséquations deśecoulements anisothermes
Consid́erons un fluide visqueux newtonien, incompressible, de coefficient d’expansion thermiqueβ et de dif-
fusivité thermiquek, s’ecoulant dans un domaine régulierΩ. Ce mouvement de fluide est régi par leśequations
desécoulements anisothermes suivantes [1] :































∂u

∂t
+div(u⊗ u) + 1

ρ∇p− 2νdivS − βgθeg = 0

∂θ

∂t
+div(uθ ) − kdiv(∇θ ) = 0

divu = 0

(1)

où eg est le vecteur unitaire vertical ascendant,S le tenseur des taux de déformation :S = 1
2(∇u + ∇tu). La

simulation des grandeśechelles consistèa śeparer les petiteśechelles et les grandeséchelles par un filtre. Les
équations des Navier-Stokes filtrées eńecoulement anisotherme sont :































∂u

∂t
+div(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− 2νdivS − βg(θ − θ0)eg+ div τ = 0

∂θ

∂t
+div(uθ ) − kdiv(∇θ )+div h = 0

divu = 0

(2)
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où τ = u⊗ u− u⊗ u et h = θu− θu

sont respectivement le tenseur de sous-maille et le flux thermique de sous-maille.
On peut d́ecomposer le tenseurτ en deux tenseurs, déviatorique et sph́erique

τ = τd + τ s où τd = τ −
1

3
(tr τ)Id et τ s =

1

3
(tr τ)Id,

de telle façon que la trace deτd soit nulle. La partie13(trτ)Id sera dans la suite incorporéeàp dans (2), ce qui

a donńe la pression modifíeeP = p + ρ
1

3
(trτ)Id. On notera encorep cette pression modifíee. Il reste donc,̀a

mod́eliserτd eth pour fermer leśequations.
On va d́eterminer les groupes de symétries deśequations Navier-Stokes avec température qu’on peut́ecrire
sous la forme :

F

(

t, x, u,
∂u

∂t
,∇u,∇p,∇θ,∇2θ,∇2u

)

= 0, (3)

d’une sous-varíet́e deJ2.
SoitTa une transformation de la forme :

Ta : (t, x, u, θ, p) −→ (t̂, x̂, û, θ̂, p̂) où a est un param̀etre du groupe.

Ta est appeĺee une syḿetrie de (3) si

F

(

t̂, x̂, û,
∂û

∂t̂
, ∇̂û, ∇̂p̂, ∇̂θ̂, ∇̂2θ̂, ∇̂2û

)

= 0. (4)

Lorsque c’est le cas, on dira aussi que (3) est invariante par la transformationTa. L’ensemble de ces trans-
formations est le groupeG de syḿetrie de (1). Il y a plusieurs type de syḿetries, mais on se limitera ici aux
symétries continues̀a un param̀etre deśequations (1). Soit X un ǵeńerateur infinit́esimal du groupeG, défini
par

X = ξt
∂

∂t
+

3
∑

i=1

ξxi

∂

∂xi
+

3
∑

i=1

ηui

∂

∂ui
+ ηp

∂

∂p
+ ηθ

∂

∂θ
.

où ξt =

(

∂t̂

∂a

)

a=0

, ξxi
=

(

∂x̂i

∂a

)

a=0

, ηui
=

(

∂ûi

∂a

)

a=0

, ηp =

(

∂p̂

∂a

)

a=0

etηθ =

(

∂θ̂

∂a

)

a=0

i = 1, 2, 3

On montre [5] alors pour que le groupe de transformationG soit un groupe de syḿetrie de l’́equation (3) si et
seulement si

F = 0 ⇒ X(2).F = 0 (5)

oùX(2) est le prolongement deX à l’ordre2 (voir Olver [5]).
Lorsqu’on applique la condition de symétrie (5), on obtient un système d’́equations sur lesξ et η dont la
résolution conduit aux ǵeńerateurs infinit́esimaux deśequations (1) :

X0 =
∂

∂t
, (6)

Y0 = ζ(t)
∂

∂p
, (7)

Z = βgx3
∂

∂p
+

1

ρ

∂

∂θ
, (8)

X12 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
+ u2

∂

∂u1
− u1

∂

∂u2
, (9)

Xi = αi(t)
∂

∂xi
+ α′

i(t)
∂

∂ui
− ρxiα

′′

i (t)
∂

∂p
, i = 1, 2, 3 (10)

Y1 = 2t
∂

∂t
+

3
∑

j=1

xj
∂

∂xj
−

3
∑

j=1

uj
∂

∂uj
− 2p

∂

∂p
− 3θ

∂

∂θ
, (11)

avecζ(t) etαi(t) deux fonctions arbitraires de classeC∞, α′ sa d́erivée premìere etα′′ sa d́erivée seconde.

3
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Si on consid́ere queTa depend aussi deν et κ alors on obtient un ǵeńerateur infinit́esimal supplementaire
independant :

Y2 = xj
∂

∂xj
+ uj

∂

∂uj
+ 2p

∂

∂p
+ θ

∂

∂θ
+ 2ν

∂

∂ν
+ 2κ

∂

∂κ
. (12)

Ces ǵeńerateurs infinit́esimaux determinent complètement les groupesG de sym̀etries. En effet, connaissant
X, on peut retrouver les transformations appartenantàG à partir du syst̀eme suivant :











dq̂

da
= X.q̂

q̂(0) = q,

(13)

où q = (t, x, u, θ, p). Lorsqu’on applique le système (13) aux ǵeńerateurs (6)-(12), on obtient un système
d’équations dont la résolution conduit aux groupes de symétrie deśequations (1), ces groupes sont.
– Le groupe des translations temporelles

(t, x, u, θ, p) −→ (t+ a, x, u, θ, p) (14)

– Le groupe des translations par rapportà la pression

(t, x, u, θ, p) −→ (t, x, u, θ, p+ ζ(t)) (15)

– Le groupe des translations pression-température

(t, x, u, θ, p) −→ (t, x, u, θ +
a

ρ
, p+ aβgx3) (16)

– Le groupe des rotations horizontales, d’anglea

(t, x, u, θ, p) −→ (t, Rx,Ru, θ, p) oùR est la matrice de rotation. (17)

– Le groupe des transformations galiléennes ǵeńeraliśees

(t, x, u, θ, p) −→ (t, x+ α(t), u+ α′(t), θ, p+ ρx � α′′

i (t)) où x = (xi)i, α = (αi)i. (18)

– Le premier groupe de changements d’échelle

(t, x, u, θ, p) −→ (a2t, ax, a−1u, a−3θ, a−2p) (19)

– Le second groupe de changements d’échelle

(t, x, u, θ, p, ν, κ) −→ (t, ax, au, aθ, a2p, a2ν, a2κ). (20)

Grâceà la th́eorie de Lie, on a pu trouver tous les groupes de symétrie à un nombre fini de param̀etres. Les
équations (1) possédent d’autre propriét́es d’invariance, ce sont l’invariance par réflection et l’indiff́erence
mat́erielle, d́efinies respectivement comme suit :

(t, x, u, θ, p) −→ (t,Λx,Λu, i2θ, p), (21)

(t, x, u, θ, p) −→ (t, R(t)x,R(t)u+R′(t)x, p− 3wψ +
1

2
w2 ‖x‖2 , θ), (22)

où Λ = diag(i1, i2, i3), il = ±1,R(t) est la matrice de rotation plane, d’anglewt etψ la fonction de courant.
Dans la partie suivante, on va présenter une ḿethode de construction d’une classe de modèles anisothermes
invariants.

3 Construction d’une classe de mod̀eles anisothermes invariants
Pour que le mod̀ele soit invariant par rapport aux groupes des translations(14), (15) et (18), il suffit que le
tenseur de sous-mailleτ soit ind́ependant du temps et du pression. Et pour assurer l’invariance par rapport̀a la
translation pression-température (16), on ne fait intervenirθ qu’à travers son gradientT = ∇θ̄. Ensuite, pour
avoir l’invariance par rotation, on prend

−τd = L(S,T) (23)

−h = F(S,T). (24)

4
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D’aprés la th́eorie des invariants et l’égalit́e des traces, on peut modèliser les deux couples(τ,H) de la manìere
suivants :







−τd = E1S + E2AdjdS + E3(T ⊗ T)d + E4

[

S(T ⊗ T)
]d

+ E5

[

S(T ⊗ T)S
]d
,

−h = E6T + E7S T + E8S
2
T,

(25)

où les coefficientsEi sont des fonctions des invariants indépendants forḿe à partir deS et deT qui sont :
X = trS

2
, ξ = detS, ϑ = T

2
, ω1 = T � S T, ω2 = S T � S T, et Adj est l’oṕerateur adjugúe ou comatrice tel

que :
S.(AdjS) = (detS) Id.

Il ne reste plus maintenant qu’à faire v́erifier l’invariance par les changements d’échelle (19 et 20 ).

Théorème 2 Un mod̀ele de sous-maille (τd, h) de la forme










−τd = νF1S + νX−1/2F2 Adjd S + νX−3/2F3(T ⊗ T)d + νX−2F4[S(T ⊗ T)]d] + νX−5/2F5S[(T ⊗ T)S]d]

−h = κ
(

F6 + X−1/2F7S + X−1F8S
2
)

T,

(26)

où lesFi, i= 1,...,8, sont des fonctions des invariantes (v1 = ξ
X 3/2 , v2 = ϑ

X 2 , v3 = ω1

X 5/2 , v4 = ω2

X 3. ), respecte
les groupes de syḿetrie deśequations deśecoulements anisothermes (1).

Preuve et ḿethode de construction
En effet, les premiers changements d’échelle sont d́efinis comme suit :

(t, x, u, θ, p, ν, κ) −→ (a2t, ax, a−1u, a−3θ, a−2p, ν, κ). (27)

Et on a l’invariance du mod̀ele si et seulement si

τ̂d =
1

a2
τd et ĥ =

1

a4
h. (28)

comme Ŝ =
1

a2
S et T̂ =

1

a4
T

alors on a :X̂ =
1

a4
X , ξ̂ =

1

a6
ξ, ϑ̂ =

1

a8
ϑ, ω̂1 =

1

a10
ω1, ω̂2 =

1

a12
ω2.

A partir de ces relations et leséquations (25), on doit avoir

Ei(
1

a4
X ,

1

a6
ξ,

1

a8
ϑ,

1

a10
ω1,

1

a12
ω2) = bi Ei (X , ξ, ϑ, ω1, ω2) i = 1, ..., 8. (29)

avec
b1 = 1, b2 = a2, b3 = a6, b4 = a8, b5 = a10, b6 = 1, b7 = a2, b8 = a4.

La variation desEi autour dea = 1, donne

X
∂Ei

∂X
+

3

2
ξ
∂Ei

∂ξ
+ 2ϑ

∂Ei

∂ϑ
+

5

2
ω1
∂Ei

∂ω1
+ 3ω2

∂Ei

∂ω2
= ciEi i = 1, ..., 8 (30)

avecc1 = 0, c2 = −
1

2
, c3 = −

3

2
, c4 = −2, c5 = −

5

2
, c6 = 0, c7 = −

1

2
, c8 = −1.

Leséquations caractéristiques sont

dX

X
=

2

3

d ξ

ξ
=

dϑ

2ϑ
=

2

5

dω1

ω1
=

dω2

3ω2
=

dEi

ciEi
, i = 1, ..., 8. (31)

Les solutions deśequations (31) sont de la forme :Ei = X ciFi(v1, v2, v3, v4), i = 1, ..., 8. c’est qui montre
l’invariance par le premier et second changement d’échelle, d’òu le th́eor̀eme.
On va prendre un cas particulier de la classe de modèle (26) de la forme

5
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−τd = ν

[

2gm − 3v1
∂gm

∂v1
− 4v2

∂gm

∂v2
− 5v3

∂gm

∂v3
−6v4

∂gm

∂v4

]

S+

ν

[

X−1/2∂gm

∂v1
Adjd S +X−3/2∂gm

∂v3
(T ⊗ T)d + 2X−2∂gm

∂v4
[S(T ⊗ T)]d,

]

−h = κ

(

∂gt

∂v2
I3 + X−1/2 ∂gt

∂v3
S + X−1 ∂gt

∂v4
S

2
)

T,

(32)

où gm etgt sont des fonctions des invariantsv1, v2, v3, v4 respectent les groupes de symétries deśequations des
écoulements anisothermes (1). On présente dans ce qui suit quelques cas particuliers où il y a un fort couplage
entre la vitesse et la température, c’est-̀a-dire que la vitesse intervient dans l’expression deh et qu’inversement,
la temṕerature intervient dans l’expression deτd. On donnera ensuite quelques exemples simples de modèles,
où la temp̀erature n’intervient pas dans l’expression deτd.
– Modèle fortement couplé, si on choisitgm etgt fonctions uniquement dev1 etv2, on a :















−τd = ν

(

2gm − 3v1
∂gm

∂v1
− 4v2

∂gm

∂v2

)

S + ν
1

||S||

∂gm

∂v1
AdjdS,

−h = κhtT.

(33)

où ht =
∂gt

∂v2
. On obtient un mod̀ele coupĺe òu τ etH dépendent tous les deux deS et deθ .

– Modèle non coupĺe, si on suppose quegm dépend uniquement dev = v1 et gt uniquement dev2, alors on
obtient un mod̀ele non coupĺe òu le tenseur de sous-maille ne dépend pas de la température :











−τd = ν(2gm − 3vg′m)S + ν
1

||S||
g′mAdjdS,

−h = κht T,

(34)

– Modèle linéaire, prenons le cas où gm etht sont des fonctions lińeaires dev : gm = Cmv, ht = Ctv oùCm
etCt sont deux constantes du modèles, d́ependant de la taille du maillage et de la constante de Smagorinsky.
Alors,











−τd = νCm(−detS 1

‖S‖
3S+AdjdS 1

‖S‖
),

−h = κCtdetS 1

‖S‖
3 T.

(35)

4 Conclusion
Dans cettéetude, nous avons présenter la construction d’une classe de modèles LES eńecoulement aniso-
therme pŕeservent les sym̀etries deśequations N.S couplé à l’équations d’́energie. La d́etermination de ces
mod̀eles d́epend du choix de deux fonctions et de quatre invariants du groupe desym̀etrie de Lie. Dans le cas
isotherme, les performances de cette approcheà ét́e prouv́ee sur des applications de type cavité Nielsen [2].
Nous pŕesentons des tests sur les cas de convection naturelle et mixetes pour des choix des fonctions présent́ees
à (33)-(35).
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