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Résuḿe :

Nous proposons dans cette communication de développer une approche analytique, de type milieu continu, pour le
calcul des contraintes dans un matériau ensiĺe. Cette approche, basée sur leśequations d’́equilibre bidimension-
nelles des milieux continus coupléesà un crit̀ere de Mohr-Coulomb et̀a une condition de glissement aux parois,
a pour objectif d’aḿeliorer la théorie de Janssen et les autres théories existantes du m̂eme type. Elle permet de
calculer pŕeciśement les contraintes en tout point du silo, et ceci quels que soient les paramètres physiques inter-
venant (angles de frottement, cohésion, taille du silo...). Nous proposons ensuite de comparer les résultats obtenus
par l’approche d́evelopṕee, avec ceux obtenusà partir de simulations nuḿeriques discr̀etes ŕealiśees avec le code
MULTICOR de type Dynamique des Contacts, ainsi que la théorie de Janssen pour les matériaux non coh́esifs.

Abstract :

We propose in this communication to develop an analytic approach, of continuous medium type, for the compu-
tation of the stresses in an ensiled material. This approach, based on the two dimensional equilibrium equations
of the continuous media coupled with Mohr-Coulomb criterion and a slip condition at the walls of the silo, has
for objective to improve the Janssen theory and the other existing ones of the same type. It enables to compute
accurately the stresses in all the silo whatever the physical parameters involved (cohesion, friction angles, silo
dimension..). We propose, next, to compare the results given by the developed approach, with the ones given by the
discrete numerical simulations achieved with the MULTICOR software, which based on an approach of Dynamic
Contacts type. A comparison with Janssen theory for non cohesive materials is performed.

Mots-clefs :

Milieux granulaires, Th éorie de Janssen, Simulations paŕEléments Discrets.

1 Introduction

Un des probl̀emes importants dans la conception des silos est la prédiction de la distribution
de contraintes s’exerçant sur les parois induite par le matériau granulaire stocké. Cette distri-
bution d́epend des param̀etres du mat́eriau granulaire et de l’écoulement lors du processus de
remplissage et de vidange. La modélisation par une approche continue du matériau ensiĺe per-
met d’obtenir des mod̀eles simples donnant accèsà la valeur des contraintes aux parois [2].
La premìere partie de cettéetude est consacrée au d́eveloppement d’une approche de type milieu
continu qui s’affranchit des limitations de la théorie de Janssen [2] et des approches existantes
du même type [5] et permet de calculer les contraintes dans un matériau ensiĺe [3]. Cette ap-
proche permet́egalement de représenter aussi bien qualitativement que quantitativement l’effet
d’écrantage caractéristique des matériaux ensiĺes [4]. Dans une seconde partie, une modélisation
du ph́enom̀ene d’́ecrantage est effectuéeà partir des simulations nuḿeriques discr̀etes ŕealiśees
avec le code MULTICOR de type dynamique des contacts [1]. Nous calculons les contraintes

1
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moyennes s’exerçant au niveau des parois lors du remplissage d’un silo par un milieu granulaire
polydisperse avec la ḿethode d́evelopṕee dans [7]. Les résultats des simulations numériques
sont alors comparésà ceux obtenus avec l’approche continue dévelopṕe ici et lesétats passifs
et actifs de Janssen.

2 L’approche analytique propośee

Dans cette approche, on identifie le matériau granulairèa un milieu continu v́erifiant les
équations d’́equilibre bidimensionnelles dans le plan(~x,~z) où les directions~x et~z correspondent
aux axes du silo:

∂σx

∂x
+

∂τxz

∂z
= 0 (1)

∂τxz

∂x
+

∂σz

∂z
= ρg (2)

On suppose, de plus, que le critère de Mohr Coulomb est atteint aux parois latérales du silo.
Ainsi, on as0 = (p0 + H) sin φ, où p0 et s0 désignent respectivement le centre et le rayon du

cercle de Mohr aux parois,φ l’angle de frottement interne et
H

tan φ
la coh́esion du mat́eriau. Si

on noteα = (~x,~eI) l’angle entre l’axe~x correspondant̀a la direction horizontale et la direction
principale des contraintes~eI , les expressions des contraintes aux parois s’écrivent:





σ0
x = p0 + s0 cos 2α0

σ0
z = p0 − s0 cos 2α0

τ 0
xz = s0 sin 2α0

(3)

D’autre part, on consid̀ere que le matériau granulaire est dans unétat de glissement aux parois1

τ 0
xz = µpσ

0
x, où µp = tan φp est le coefficient de frottement aux parois. Enfin, on restreint notre

analysèa un mod̀ele linéaire en cisaillement, où la contrainte aux paroisτ 0
xz vérifie:

τxz(x,z) =
x

x0

τ 0
xz(z) (4)

En utilisant (4), l’́equation d’́equilibre (1) conduit̀a:

σx = σ0
x(z) +

1

2
(1− x2

x2
0

)x0
∂τ 0

xz

∂z
(5)

D’autre part, si on consid̀ere la condition limite de surface libre de charge enz = 0, l’ équation
d’équilibre (2) permet de montrer queσz = σ0

z(z) vérifie l’équation d’́equilibre de Janssen:

∂σ0
z

∂z
(z) = ρg − 1

x0

τ 0
xz(z) (6)

Pour calculer les contraintes dans tout le silo, on utilise la condition de glissement aux parois
ainsi que les relations du cercle de Mohr. On obtient la valeur dep0:

p0 =
H sin φ(µp cos 2α0 − sin 2α0)

sin φ sin 2α0 − µp(1 + sin φ cos 2α0)

1. A la différence de la th́eorie de Janssen qui suppose unétat de glissement en tout point du silo.
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et les expressions des contraintes aux parois:



σ0
x = − H sin φ sin 2α0

sin φ sin 2α0 − µp(1 + sin φ cos 2α0)

σ0
z =

H sin φ(2µp cos 2α0 − sin 2α0)

sin φ sin 2α0 − µp(1 + sin φ cos 2α0)

τ 0
xz = − µpH sin φ sin 2α0

sin φ sin 2α0 − µp(1 + sin φ cos 2α0)

(7)

où α0 désigne l’angle(~x,~eI) au niveau des parois. En remplaçant ces expressions dans (6), on
obtient l’équation diff́erentielle suivante d’inconnueα0(z):

(2µp sin 2α0 + cos 2α0 − sin φ)
dα0

dz
=

D

2Rh

(D
ξ

2µp cos φ
+ sin 2α0) (8)

où D = sin φ sin 2α0 − µp(1 + sin φ cos 2α0).

Nous voyons apparaı̂tre le nombre sans dimensionξ =
2ρgRh

µH
qui caract́erise le rapport entre

les effets de la gravité et de la coh́esion,Rh désignant le rayon hydraulique du silo [6]. Deux
cas sont possibles. Si la solutionα0(z) de l’équation (8) est telle que:

• α0 <
π

4
, alors on adopte la notation classiqueσI = σX et σq = σZ , où la direction prin-

cipale ~X est la plus proche de~x. Dans ce cas on aσX > σZ et σ0
x > σ0

z suivant la relation (3),
où σX et σZ sont les contraintes principales aux parois dans les directions~X et ~Z respective-
ment. Ceci correspond̀a l’état passif de la th́eorie de Janssen.

• α0 >
π

4
, alors on adopte la notationσI = σZ et σq = σX . Dans ce cas on aσX < σZ et

σ0
x < σ0

z suivant la relation (3). Ceci correspondà l’état actif de la th́eorie de Janssen.

3 Résolution de l’́equation différentielle

En premier lieu, on effectue le changement de variableu = tan α0 dans le casφ = φp. En

posantu0 =
1 + sin φ

cos φ
, on obtient:

D = sin φ sin 2α0 − µp(1 + sin φ cos 2α0) =
−µ(1− sin φ)

1 + u2
(u− u0)

2

et l’équation diff́erentielle (8) se met sous la forme suivante:

k̃
(u− u1)(u− u2)

(u− u0)2(u− u5)(u− u6)
du = dz (9)

où l’on a pośe k̃ = −2u3
0H

ρg
ainsi que:





u5 =
2u0

ξ
[1 +

ξ

2
−

√
1 + ξ] , u1 =

2µ +
√

4µ2 + cos2 φ

1 + sin φ

u6 =
2u0

ξ
[1 +

ξ

2
+

√
1 + ξ] , u2 =

2µ−
√

4µ2 + cos2 φ

1 + sin φ
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La décomposition eńeléments simples de (9) conduità:

k̃(
A

u− u0

+
B

u− u5

+
C

u− u6

)du = dz (10)

avecA =
u0 − u2

(u0 − u5)(u0 − u6)
, B =

u5 − u2

(u5 − u0)(u5 − u6)
, C =

u6 − u2

(u6 − u0)(u6 − u5)

D’autre part,étant donńe queσz(z) = σ0
z(z), la condition limiteσz(z) = 0 en z = 0 (sur-

face libre de contraintes) et l’équation (7) permettent de déterminer la valeurαl deα0 enz = 0:

αl =
1

2
arctan(2 tan φ)

et donc celle deul = tan αl. En tenant compte de ces conditions limites, l’intégration de
l’ équation (10) conduit̀a:

q(u)− q(ul) = z (11)

où q(u) est d́efinie par:

q(u) = k̃(A ln |u− u0|+ B ln |u− u5|+ C ln |u− u6|)
Compte tenu de l’existence de singularités de la fonctionq(u), un point sensible est de déterminer
l’intervalle de ŕesolution de l’́equation (11)à z fixé. L’une des bornes de cet intervalle est
nécessairementul (correspondant̀a z = 0), et l’autre borne correspond̀a une singularit́e où
la fonction tend vers+∞. Une fois les valeurs deu(z) et deα0(z) = arctan(u(z)) détermińees
numériquement pour une profondeurz donńee, on calcule les contraintes en tout point du
mat́eriau granulaire ensilé en utilisant d’abord (7), puis (4) et (5).

4 Comparaison avec la th́eorie de Janssen pour les matériaux non coh́esifs
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FIG. 1 – Variations des Contraintes verticales suivantz (en Pa) (fig. a) et des contraintes hori-
zontales suivantz (en Pa) (fig.b)

On propose maintenant de comparer les résultats de notre approche avec ceux obtenus avec
la théorie de Janssen. Les figures (1a) et (1b) représentent les variations des contraintesσ0

x et
σ0

z obtenus par notre approche pourH = 10−6N/m2, et par la th́eorie de Janssen dans le cas
actif et passif. On remarque qu’avec notre approche, le matériau est toujours dans unétat actif.
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De plus, les contrainteσ0
x et σ0

z sont encadŕees par leśetats actifs et passifs de Janssen. En
particulier la contrainte aux paroisσ0

x est environ 15% suṕerieureà celle pŕedite par la th́eorie
de Janssen dans le cas actif. Or, il est connu que dans ce cas, la théorie de Janssen sous-estime
les contraintes horizontales aux parois.

5 Comparaison entre les approches discrètes et continues

FIG. 2 – Silo rempli de particules soumisesà la gravite (̀a gauche). Calcul des contraintes
moyennes après la stabilisation de l’́echantillon (̀a droite).

On propose d’effectuer une simulation numérique discr̀ete de d́ep̂ot de particules sous l’effet
de la gravit́e à l’intérieur d’un silo (figure (2)) avec le logiciel MULTICOR. L’objectif est de
comparer les contraintes moyennes calculées par Eĺements Discrets (avec MULTICOR) avec
celles calcuĺees par l’approche continue proposée en premìere partie.

L’ échantillon est pŕepaŕe en utilisant des particules de rayon compris entre0.8 et1cm. La masse
volumique est́egaleà1190kg/m3. A la fin du remplissage, on calcule les contraintes moyennes
au niveau des parois du silo au sein du milieu granulaire. On compare ensuite les résultats
obtenusà ceux donńes par l’approche continue dévelopṕe ici et la th́eorie de Janssen. Nous
proposons d’effectuer le calcul sur unéchantillon de4000 particules en utilisant comme taille
de VER un ensemble d’une dizaine de particules. L’ensemble des résultats est représent́e à la
figure (3).

Il semble que les simulations numériques discr̀etes effectúees sur deśechantillons de4000
particules concordent assez bien avec les résultats obtenus̀a partir de l’approche analytique
de type milieux continus d́evelopṕee ici. Les ŕesultats obtenus par la simulation discrète sont
intermédiaires entre leśetats passif et actif de la théorie de Janssen.
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FIG. 3 –Calcul de la contrainte moyenne pour unéchantillon de4000 particles

6 Conclusions

L’approche de type milieu continu proposée aḿeliore les approches existantes et en parti-
culier la th́eorie de Janssen. Cette approche permet de calculer les contraintes en tout point du
milieu granulaire ensilé, et ceci quels que soient les paramètres physiques intervenant (angle
de frottement interne, angle de frottement aux parois, cohésion...). Des simulations numériques
discr̀etes ŕealiśees avec le logiciel MULTICOR montrent que les contraintes moyennes s’exerçant
sur les parois du silo sont intermédiairesà celles pŕedites par la th́eorie de Janssen dans les cas
actif et passif. Les ŕesultats sont, au contraire, très proches des résultats obtenus̀a partir de la
nouvelle approche de type milieu continu dévelopṕee.
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[7] de Saxće G., Fortin J., and Millet O.,About the Numerical Simulation of the Dynamics of Granular Media
and the Definition of the Mean Stress Tensor, Mechanics of Materials, (36) pp. 1175-1184, 2004.

6


