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Résune :

Nous proposons dans cette communication&estbpper une approche analytique, de type milieu continu, pour le
calcul des contraintes dans un réatu ensie. Cette approche, bae sur le€quations dquilibre bidimension-
nelles des milieux continus coéglsa un critere de Mohr-Coulomb &t une condition de glissement aux parois,
a pour objectif d'angliorer la théorie de Janssen et les autregdthies existantes du@me type. Elle permet de
calculer piecigment les contraintes en tout point du silo, et ceci quels que soient les gaearphysiques inter-
venant (angles de frottement, &stion, taille du silo...). Nous proposons ensuite de compareéksdtats obtenus
par I'approche @velopjee, avec ceux obtenagartir de simulations nuriques discetes ealistes avec le code
MULTICOR de type Dynamique des Contacts, ainsi queéartie de Janssen pour les reaiaux non coBsifs.

Abstract :

We propose in this communication to develop an analytic approach, of continuous medium type, for the compu-
tation of the stresses in an ensiled material. This approach, based on the two dimensional equilibrium equations
of the continuous media coupled with Mohr-Coulomb criterion and a slip condition at the walls of the silo, has

for objective to improve the Janssen theory and the other existing ones of the same type. It enables to compute
accurately the stresses in all the silo whatever the physical parameters involved (cohesion, friction angles, silo
dimension..). We propose, next, to compare the results given by the developed approach, with the ones given by the
discrete numerical simulations achieved with the MULTICOR software, which based on an approach of Dynamic
Contacts type. A comparison with Janssen theory for non cohesive materials is performed.

Mots-clefs :

Milieux granulaires, Th éorie de Janssen, Simulations paEléments Discrets.

1 Introduction

Un des prol#mes importants dans la conception des silos eséldigiion de la distribution
de contraintes s’exercant sur les parois induite par ler@at granulaire stoék Cette distri-
bution cepend des parastres du madriau granulaire et dedcoulement lors du processus de
remplissage et de vidange. La n&hidation par une approche continue du @niziu ensi¢ per-
met d’obtenir des magles simples donnant a&sa la valeur des contraintes aux parois [2].
La premere partie de cettetude est consaee au @éveloppement d’'une approche de type milieu
continu qui s’affranchit des limitations de laétbrie de Janssen [2] et des approches existantes
du méme type [5] et permet de calculer les contraintes dans uariaatensi [3]. Cette ap-
proche permetégalement de repsenter aussi bien qualitativement que quantitativement I'effet
d’écrantage caragtistique des matiaux ensiés [4]. Dans une seconde patrtie, une &lsction
du plenonene décrantage est effed@ea partir des simulations numiques disates ealiges
avec le code MULTICOR de type dynamique des contacts [1]. Nous calculons les contraintes
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moyennes s’exercant au niveau des parois lors du remplissage d’un silo par un milieu granulaire
polydisperse avec la @thode évelopgee dans [7]. Lesésultats des simulations nénques

sont alors compéa@sa ceux obtenus avec I'approche contingvelop ici et lesétats passifs

et actifs de Janssen.

2 Lapproche analytique proposte

Dans cette approche, on identifie le gré&u granulairea un milieu continu @rifiant les
équations cequilibre bidimensionnelles dans le planz) ou les directions’ etz correspondent

aux axes du silo:
0o,  OTys

ox 9z 0 (1)
0Ty,  Oo,

On suppose, de plus, que le erig de Mohr Coulomb est atteint aux paroi€tates du silo.
Ainsi, on as’ = (p + H)sin ¢, ol p° et s désignent respectivement le centre et le rayon du

cercle de Mohr aux paroig,I'angle de frottement interne (-%t— la coresion du madriau. Si
an

on notea = (Z,€7) I'angle entre I'axer correspondard la direction horizontale et la direction
principale des contraintes, les expressions des contraintes aux par@esrs/ent:

00 = p® + 5% cos 20"

0_ .0 _ .0 0
o, =p — S cos2a (3)
70 = s%sin 2a°

D’autre part, on consire que le mariau granulaire est dans état de glissement aux parbdis
70 = p,0?, ol pu, = tan ¢, est le coefficient de frottement aux parois. Enfin, on restreint notre
analysea un moele linéaire en cisaillement,tola contrainte aux parois’, veérifie:
X
0
sz(l’,Z) = _sz(z) (4)

Zo

En utilisant (4), lequation déquilibre (1) conduit:

1 2 070,
0, =00(z) + 5(1 - x—%)xo 3, (5)

D’autre part, si on conséte la condition limite de surface libre de chargezen 0, I' équation
d’équilibre (2) permet de montrer que = ¢?(z) vérifie I'équation déquilibre de Janssen:

do? B I
9z (Z>_pg_x_07—zz(z) (6)

Pour calculer les contraintes dans tout le silo, on utilise la condition de glissement aux parois
ainsi que les relations du cercle de Mohr. On obtient la valeyfde

o Hsing(u,cos2a° —sin2a°)

 sin¢sin2a0 — 1, (1 + sin ¢ cos 2a0)

1. A la difference de la #orie de Janssen qui supposetat de glissement en tout point du silo.
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et les expressions des contraintes aux parois:
( H sin ¢ sin 2a/°

~ sin¢sin 200 — p,(1 4 sin ¢ cos 2a0)

0:

Og

o _  Hsing(2p,cos20° — sin2a”)
?  sin¢gsin2a® — p,(1 + sin ¢ cos 2a0) (")

(0}

0 ppH sin ¢ sin 20

Tez =

 singsin2a® — fp(1 + sin ¢ cos 2a0)

\
ou o désigne I'anglg#,¢;) au niveau des parois. En remplagant ces expressions dans (6), on
obtient 'equation diferentielle suivante d’inconnué(z):
da® D

o (D &

dz 2Ry 2p,cos¢

(241, sin 2a° + cos 2a° — sin ¢) + sin 2a?) (8)
ou D = sin ¢ sin 2a” — 11,(1 + sin ¢ cos 2a°).

" . . 2pgR
Nous voyons appaitie le nombre sans dimensign= ol

qui carackrise le rapport entre

les effets de la grawétet de la coésion, R, désignant le rayon hydraulique du silo [6]. Deux
cas sont possibles. Si la solutiafi(z) de I'équation (8) est telle que:

T . . < . . .
ol < T alors on adopte la notation classique= ox eto;; = oz, ou la direction prin-

cipale)? est la plus proche dé. Dans ce cas onay > oz etol > ¢? suivant la relation (3),
ou ox etoy, sont les contraintes principales aux parois dans les direcoas” respective-
ment. Ceci correspordl |’ état passif de la #orie de Janssen.

m .
oo’ > T alors on adopte la notatiary = o etoy; = ox. Dans ce cas onay < oz et
0% < ¢ suivant la relation (3). Ceci correspoad état actif de la thorie de Janssen.

3 Résolution de I'equation differentielle

En premier lieu, on effectue le changement de variabte tan o° dans le cag = ¢,. En

1 i .
posantu, = Srsne ¢, on obtient:
cos ¢
— 1 — 9]
D = sin ¢ sin 2a° — p1,(1 + sin ¢ cos 2a”) = w(u — ug)?
u

et I'eéquation diferentielle (8) se met sous la forme suivante:

~ (v —uy)(u— ug)

du=dz 9
(u —up)?(u — us)(u — ug) ©)
~ u3
ol I'on a pog k = ——2— ainsi que:
2ug £ 20+ +/4p? 4 cos? ¢
e ] —
us =g 1L+ e 1+ sin¢
2w £ 2u — /4p? 4 cos? ¢
=29 4+>24 01 —
=g Mg+ Vit o 1+ sin ¢
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La decomposition e@lements simples de (9) condait

-~ A B
k( + + ¢ Jdu = dz (10)
U — Ug U — Uy U — Ug
Uy — U2 Us — U2 U — U2
avecA = ,B= ,C =
(uo — us)(uo — ue) (us — ug)(us — ug) (ug — uo)(ug — us)

D’autre part,étant don@ ques.(z) = o%(z), la condition limites.(z) = 0 enz = 0 (sur-
face libre de contraintes) eBuation (7) permettent détkrminer la valeusy, dea’ enz = 0:

1
Q=g arctan(2 tan ¢)
et donc celle de;; = tan ;. En tenant compte de ces conditions limites, &mration de

I’ équation (10) condud:
q(u) — q(w) = z (11)

ou gq(u) est cefinie par:

q(u) = k(Aln|u — uo| + Bln |u — us| + C'ln |u — ug))

Compte tenu de I'existence de singulasitie la fonction(u), un point sensible est déterminer
l'intervalle de Eésolution de quation (11)a z fixé. L'une des bornes de cet intervalle est
nécessairement; (correspondand z = 0), et I'autre borne corresporal une singularé ai

la fonction tend vers-oo. Une fois les valeurs de(z) et dea®(z) = arctan(u(z)) determirees
numeriqguement pour une profondeurdonrée, on calcule les contraintes en tout point du
matriau granulaire englen utilisant d’abord (7), puis (4) et (5).

4 Comparaison avec la tieorie de Janssen pour les m&triaux non coheésifs

8000 T T T T 4000

KK KA KK - -
7000 R HFHHTHHH ¢ 2 3500 # x*

6000 |- <X 4 3000 X

5000 |- X 4 2500 |-

4000 | M E 2000 |

3000 X 4 1500 -

2000 |/ **M**** E 1000

1000 |- 4 500 [
‘nouvelle_approche’ —+— b ‘nouvelle_approche’ —+—

‘janssen_actif' ---x--- i ‘janssen_actif’ ---x---
janssen_passif ---x--- janssen_passif -

L L L L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

)i = 10"°N/m? etp = 17° b) H=10"°N/m? et$ = 17°

FIG. 1 —Variations des Contraintes verticales suivanien Pa) (fig. a) et des contraintes hori-
zontales suivant (en Pa) (fig.b)

On propose maintenant de comparer Esuttats de notre approche avec ceux obtenus avec
la theorie de Janssen. Les figures (1a) et (1b)asentent les variations des contraint@set
o obtenus par notre approche pdiir= 10-N/m?, et par la tieorie de Janssen dans le cas
actif et passif. On remarque qu’avec notre approche, |€maak est toujours dans w@tat actif.
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De plus, les contrainte? et o0 sont encadres par le€tats actifs et passifs de Janssen. En
particulier la contrainte aux paroi§ est environ 15% suieurea celle pédite par la teorie

de Janssen dans le cas actif. Or, il est connu que dans ce caxiie tihe Janssen sous-estime
les contraintes horizontales aux parois.

5 Comparaison entre les approches disétes et continues

FiG. 2 — Silo rempli de particules soumiseésla gravite @ gauche). Calcul des contraintes
moyennes a@s la stabilisation de Echantillon @& droite).

On propose d’effectuer une simulation n@ngue discete de @pdt de particules sous I'effet
de la gravié a l'intérieur d’un silo (figure (2)) avec le logiciel MULTICOR. L'objectif est de
comparer les contraintes moyennes caeslpar EBments Discrets (avec MULTICOR) avec
celles calcudes par I'approche continue progesen prengre partie.

L’ échantillon est @pag en utilisant des particules de rayon compris enget 1cm. La masse
volumique eségalea1190kg/m3. A la fin du remplissage, on calcule les contraintes moyennes
au niveau des parois du silo au sein du milieu granulaire. On compare ensuiésuéats
obtenusa ceux donas par I'approche continuecdelopg ici et la tteorie de Janssen. Nous
proposons d’effectuer le calcul sur échantillon det000 particules en utilisant comme taille
de VER un ensemble d’'une dizaine de particules. L'ensemble&dedtats est repsent a la
figure (3).

Il semble que les simulations n@mques disates effect@es sur de€chantillons det000
particules concordent assez bien avec &siltats obtenua partir de I'approche analytique
de type milieux continus&lelopee ici. Les ésultats obtenus par la simulation dister sont
intermédiaires entre lestats passif et actif de lagbrie de Janssen.
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FiG. 3 —Calcul de la contrainte moyenne pour @ohantillon det000 particles

6 Conclusions

L'approche de type milieu continu propess angéliore les approches existantes et en parti-
culier la treorie de Janssen. Cette approche permet de calculer les contraintes en tout point du
milieu granulaire endd, et ceci quels que soient les pagras physiques intervenant (angle
de frottement interne, angle de frottement aux paroisésim...). Des simulations niriques
discretes ealiges avec le logiciel MULTICOR montrent que les contraintes moyennes s’exercant
sur les parois du silo sont integdiairesa celles pedites par la thorie de Janssen dans les cas

actif et passif. Lesésultats sont, au contraireesr proches desultats obtenua partir de la
nouvelle approche de type milieu contingvelopee.
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