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Résumé :

La résolution des équations de I'élastodynamique par lahod¢ des éléments de frontiere (BEM) conduit & un
systeme linéaire plein. Des travaux récents sur les équatite Helmholtz et Maxwell ont établi la capacité de
la méthode multipble rapide (FM) & réduire la complexité deBEM a N log, N par itération d’'un solveur de
type GMRES. Cet article présente la transposition de I'aphe FM-BEM a I'élastodynamique 3D dans le do-
maine fréquentiel. La précision et I'efficacité de la méthadnt illustrées sur des exemples numériques mobilisant
jusqu’aN = O(10°) inconnues nodales.

Abstract :

The solution of the elastodynamic equations using bounelamment methods (BEMSs) gives rise to fully-populated
matrix equations. Earlier investigations on the Helmhalted Maxwell equations have established that the Fast
Multipole (FM) method reduces the complexity of a BEM solutd V log, N per GMRES iteration. The present
article addresses the extension of the FM-BEM strategy telaBtodynamics in the frequency domain. Efficiency
and accuracy are demonstrated on numerical examples imgtyp to N = O(10°) nodal unknowns.

Mots-clefs :

méthode des éléments de frontiére ; méthode multipble rapal; élastodynamique 3D

1 Introduction

Le principal avantage de la méthode des éléments de frer(BM) est de ne nécessiter
une discrétisation que pour la frontiere de I'objet. Toaigf cette formulation conduit a un
systéme linéaire dont la matrice est pleine et non symddrifjas solveurs itératifs ont alors
une complexité el (N?) en temps et en mémoire. La contrainte de stockage en mémsire |
rend difficiles a appliquer aux systémes BEMSU> O(10%).

Dans d’autres domaines d’application de la BEM tels quet&bmagnétisme ou I'acous-
tique, une diminution significative des colts CPU et mém@ gV log, N)) a été obtenue grace
al'utilisation de la méthode multipdle rapide (FMM, Nishina (2002)). Actuellement, il existe
trés peu d’études publiées sur la FMM en élastodynamiqu@wé&ma (2000) en domaine fré-
quentiel et Takahashet al. (2003) en domaine temporel. Ce travail se propose d’ametlla
méthodologie utilisée par Fujiwara (2000) en prenant enateres avancées récentes réalisées
pour les équations de Maxwell (Darve (2000)).
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2 Meéthode des équations intégrales de frontiere

Formule de repréntation intégral de frontiere. Soit Q2 un solide élastique isotrope, caractérisé
par i (module de cisaillement), (coefficient de Poisson) et(masse volumique). Considérant
uniguement le probléme dans le domaine fréquentiel (dalsal), le déplacement est donné
en un point intérieut: € ) par la formule de représentation (Bonnet (1999)) :

ui () =/ (U (x, y; w) — w;(y) T (e, y;w)]dS,  (x € ), (1)
o0

ou t est le vecteur traction sur la frontiét), et UF (x, y; w) et TF(x, y; w) représentent les
solutions fondamentales de I'élastodynamique (Ering&Suéubi (1975)) :

9 9
UMz, y;w) = e <(5q85ik - 5qk5is)8—mq 8ngS(|y —x|)
o 0
+ 55y Crly =), )

2v 0
THx, y;w) = [méiﬂské + dikdje + 5jk5ue] a_yszlf(wa yiw)n;(y),

oud, (o = S, P) est le noyau de Green de I'espace infini de I'équation de Heltn:

exp(iky|y — x|) pw? 1-2v
Ga(|y_w|): |y_w‘ kg‘: L > %_m ga (3)

k. est le nombre d’'onde correspondant aux ondes élastifuas S et n(y) est la normale
unité deo? dirigée vers I'extérieur dé€).

Equation intégrale de frontiére. Lorsquex € 052, une singularité se produit an= . L utili-
sation d’'un procédé de passage a la limite dans la représenitatégrale (1) conduit a I'équa-
tion intégrale :

cin(®)u;(x) = PV/m[ti(y)Uf(w, y;w) — wi(y)T} (@, y;w)]|dS, (x € 00), 4)
ou PV [ correspond & une intégrale au sens des valeurs principat@authy (CPV) et leerme
libre c;.(x) est égal &.56;;, dans le cas usuel aif) est réguliére eer.

3 Méthode multipdle rapide : principe

Le principe de la FMM est d’accélérer le calcul du produit neatvecteur nécessaire a
chaque itération du solveur itératif. De plus, la matricesgigtéme n’est jamais assemblée, de
sorte a diminuer le codt mémoire.

D’une maniére générale, la précence du tefiié|ly — x|) dans les tenseurs de Green (2)
permet de les reformuler en termes de développements as satiltipdles, analogues a ceux
connus en électromagnétisme (Nishimura (2002); Sehgl. (1997); Darve (2000)). Le vec-
teur positionr = y — x peut étre décomposé en= (xo — x) + (yo — o) — (Yo — y) =
T +ro — Y, OUxg etyy sont deux pbles. L'application du théoreme d’addition dg&bauer
permet alors d’expliciter le développement multipble dasctions de Green de I'équation de
Helmholtz :



18©MeCongres Frangais de Mécanique Grenoble, 27-31 ao(t 2007

kly — k . I
eXP(Z ‘y "DD _ w lim ezks.ng(g; ro)efzk:s.ydg’ (5)
‘y—.’D‘ 47 L—+oo 3cS

ou S est la sphere unité d@° et lafonction de transferg; (s; ro) est définie par

Gr(8mo) = D (21 + 1)i*h{" (klro|) Pe(cos(, 7o) (6)

0<I<L

en termes des polyndmes de Legenfireet des fonctions de Hankel sphériques de premiére
espécehle). Ainsi, les variablese et y de l'intégrale sont séparées. Il n'est plus nécessaire de
recalculer les solutions élémentaires pour chaque couplgothts sur la frontiére de 'objet
et, dans l'intégrale, il est possible de réutiliser les gnédions précédentes selan Les solu-
tions fondamentales de I'élastodynamique (2) peuventresé se mettre sous la forme (5) en
remplacantj;, par les fonctions de transfert appropriéés’y' et 7, (a = S, P).

La formule (5) n’est valable que gt — 7o|/|7o| < 2/v/5 (Darve (2000)). De la provient la
nécessité d’'introduire une grille 3D cubique de ganglobant le domaingS). La formule (5)
est alors applicable dés gqueet y appartiennent a des cellules non adjacentes, les pgles
et yo étant choisis aux centres des cellules. La version moneanide la FMM utilise la dé-
composition (5) dés que ety appartiennent a des cellules non-adjacentes. Les cotibiiisLa
calculer ((1) ou (4)) sont de la forme :

o) = [ awUeywis, (@ec)
aanc,
ouC, etC, sont les cellules de centres respectifset y, (utilisées comme poles de la decom-

position). L'utilisation de la décomposition (5) du noyael @reen dans (2), & fixé conduit a
une procédure en trois étapes£ S, P) :

R (54 90) = / ti(yo + g)e *S¥qs; (initialisation) (7)
oanc,
L7 (54:0) = Uy (84 m0)RY (543 9o) (transfery (8)
ke i 5 - L :
I} (x) = qul—ﬂelkasqwﬁg(sq; Zo) (intégration) 9)

q

ou s, etw, sont les points et poids de quadrature de la sphére unitéhd}es cellule€, etC,
sont adjacentes, la méthode traditionnelle ((1) ou (4)apptiquée.

La méthode multipdle mono-niveau dans le cas de I'élastaiygue a une complexité op-
timale enO(N?3/2). Cette derniére est obtenue en utilisaxtV*/4) cellules. Il s’agit déja d’un
gain appréciable par rapport a la BEM classique mais I'atligare multi-niveaux permet d’ob-
tenir de meilleurs résultats.

Pour pouvoir utiliser le plus souvent le calcul FMM, les cddceffectués au moyen des
méthodes de la BEM classique doivent étre confinés aux réglerf’espace les plus petites.
Par ailleurs, plus les cellules sont grandes, plus les [aleMM sont rapides. Lintroduction
de différents niveaux de grilles est la clé de la FMM multigaux, reposant sur une division
de chaque cellule en 8 cellules plus petites. De nouvelliesgpde cellules non-adjacentes sont
ainsi créées sur lesquelles la FMM, non applicable au nipeaeédent, peut étre utilisée. Ainsi,
les calculs non-FMM sont limités aux cellules adjacentgslasiprofond niveau de subdivision.

Pour une précision donnée, le parametre de troncdiude la fonction de transfert (6) et
le nombre de points de quadraturgdans (7), (8) et (9) dépendent du niveau de subdivision,

3
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et augmentent avec le rapport entre taille de la celluleregdeur d’'onde. De ce fait, la com-
plexité théorique de la méthode multipdle rapide multiegivx est de I'ordre d& (N log, N)
par itération en temps CPU et en mémoire (quelque peu supéidda complexité (V) de la
méthode en statique ou le paramétre de troncature ne dépsmtumombre de niveaux).

4 Méthode multipdle rapide : précision et efficacité numérigie

Dans cette partie, deux exemples sont traités pour mettéwidence la précision et I'effi-
cacité numeérique de la méthode.

Cavité sphérique sous pression uniforme. Une cavité sphérique de raydi placée dans un
espace infini élastique isotrope £ 0.25) est soumise a une pression interne uniforfhd.a
solution analytique de ce probleme est connue (Eringen letil8u(1975)). La qualité de la
solution numérique FMM est évaluée au moyen de I'erreuttiveda@n moyenne quadratique.
La Table 1 montre la précision de la FMM pour différentes uedede fréquences normalisées
(np = kpR/m). Ces résultats montrent également que la précision seatétsi le nombre de
points du maillage par longueur d’ondeest inférieur a 8. Ainsi, les autres résultats présentés
utilisent des maillages choisis de facon a comporter au snbihnoeuds par longueur d’onde
S. Pour terminer, on retrouve numériqguement les complexitésriques en temps CPU et en
co(t de stockage pour la BEM classique, la FMM mono-niveda EMM multi-niveaux, sur
la figure 1.

np 0.50 | 1.00 | 2.00

nb noeuds \g 16 8 4
cavittr = R 0.006| 0.006 | 0.021
domaineR < r < 3R | 0.006| 0.008| 0.031

TAB. 1 — Erreur relative en moyenne quadratique sur la cavit@es ¢ domaine

1e+0.

<4 BEM

1e+00

Temps CPU / iter (s)

1e-02- .

Diffraction d’'une onde plane P incidente par un canyon hémiphérique.

le+02

vl P
le+03

| L
1le+04

Ll M
1le+05

Nombre de degres de liberte

Ll
1le+06

le+0

< BEM

le+02

Taille de la matrice stockee (Mo)

R
@
+
o
S

s
|- on?) g L oM -
E| o FMM mono e E | D FMM mono e
Fl_. 3/: Rid E |- o)
Fl-- o(N*% Rid [ | & FMM multi .
le+02+ ¢ FMM multi . b 1e+04= | _ O(NlogN) * 7
— O(N log,N)
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1e+05 ‘
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FiG. 1 — Complexités des différentes méthodes (gauche : temps @Bite : mémoire)

La diffraction d’'une

onde P plane verticale incidente par un canyon hémisphe&dguayonk dans un demi-espace
élastique ¥ = 0.25) est maintenant considérée. Il s’agit d’'une configuratiompéifiece d’ef-
fet de site topographique en sismologie. La surface hérérgpie du canyon et la portion de

4
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surface libre attenante sont incluses dans un disque da @ys R et sont discrétisées par
éléments de frontiere. Ce probléme a déja été étudié pah8aBesma (1983) de maniére
semi-analytique pour des fréquences normalisgemférieures al.5 (D = 3R). Sur la Fi-
gure 2, les deux méthodes sont comparées. On remarque letond &ntre les résultats mis a
part prés de la troncature de la surface libre. Cette difiégeest probablement due a la diffé-
rence de traitement de cette troncature.

Grace a la FMM multi-niveaux, un calcul pour une fréquencanaisée de 5 a pu étre
effectué (Figure 3)§ = 287 946, 5mn par itération e86 iterations sur un PC mono-processeur
avec une frequence CPU 840 Hz et3Go de RAM). Ce calcul met en avant le fait que, pour la
configuration classiquel{ = 3R) donnée dans la littérature, la partie discrétisée de facar
libre semble étre trop petite, des oscillations apparatgsaurr/R > 2.

3 - 3
-~ horizontal (FMM) ' ‘ ' ' ' ' 'T--- horizontal (FMM
— vertical (FMM) 4 b — vertical (FMM)
o vertical (Sanchez-Sesma)
_ 25| # horizontal (Sanchez-Sesma) 7 -
5 €
) ]
S £
@ o]
Q Q
8 It
3 <
3 o)
o °
= .
3 3
Qo )
32 =
o B 1 B
£ S
A
i
, B
051 “ b o.s—’;“\‘ A N Wi B
D S RNV "
*__; e [ e, ] o ) NN
- i [92s N ~ P Ll
R it | . | . ol , | . | . | L e .
1 2 3 0 05 1 15 2 25 3
rR R

Fic. 2 — Comparaison entre la solution numé-
rique par la FMM et les résulats de Sanchez-Seémnea 3 — Solution numérique par la FMM pour une
(1983) poump = 0.25 fréquence normaliségpr = 5

Un probléme naturel est alors d’étudier la valeur optimaddadpartie de surface libre dis-
crétisée, c'est a dire la plus petite valeurldeelle que la solution soit insensible a la troncature
de la surface libre. Grace a la FMM, qui permet d’accroitréaile des problemes traités,
cette étude paramétrique est rendue possible. Bien entiengaleur optimale dé dépend du
domaine d’étude de la solution et de la fréquence. On sedimita une domaine borné par
r/R < 3 et une fréequencep = 0.25.

Sur la Figure 4, le module du déplacement vertical est reptégpour différentes valeurs du
rayon de troncatur® (np» = 0.25). La sensibilité de la solution semble faible pdar> 5R.
Dans la table 2, I'erreur entre une solution de référence gou= 20R et la solution pour
différentes valeurs d® a été calculée. A nouveau, ces résultats montrent que langimale
dans ce cas esd = 5HR.

D 2R | 3R | 4R | bR |6R | TR
erreur pourr/R <3 (%) | 34 | 22| 33 | 13|15 |12
erreurenr/R=0(%) | 13.1 9.7 13.1|0.8|19|0.7

TAB. 2 — Erreur entre la solution numérique de référenbe< 20R) et les solutions numériques obte-
nues pour différentes valeurs du rayon de troncafoire
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FIG. 4 — Comparaison des déplacements pour différentes valeusyon de troncatur®

5 Conclusions

Dans ce papier, la FMM a été étendue a I'élastodynamiquesn domaine fréquentiel.
Combinée a la formulation BEM, elle permet de réduire lessen termes de temps CPU et
mémoire pour I'étude de la propagation des ondes élastigupsrmet de traiter des problemes
de taille au moinsV = O(10°). Des comparaisons avec des solutions analytiques motdrent
précision de la méthode. De plus, les temps CPU relevés shérents avec les estimations
théoriques de la complexité.
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