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Influence de la polydispersité sur la texture des milieux graulaires

Charles Voivret, Jean-Yves Delenne, Moulay Said El Yousséi& Farhang Radjai

LMGC UMR CNRS
Université Montpellier 2, 34095 Montpellier Cedex 5
voivret@Imgc.univ-montp2.fr

Résumé :

La texture des matériaux granulaires est fortement infléerar le degré de polydispersité des tailles de parti-
cules. Dans cet article on présente un modéle de distribugim@nulométrique associé a un protocole de dép6t
géométrique. Ce modéle est suffisamment efficace sur le pfaérigue pour permettre une étude systématique
des propriétés d’arrangement du milieu (compacité, cotinég, anisotropie) en fonction de la forme et de I'éta-
lement de la courbe granulométrique. Un résultat remardeale cette étude est la variation non linéaire de la
compacité avec I'étalement. On observe notamment un paliéa compacité n’évolue pas avec I'étalement. Une
transition a lieu vers les compacités plus élevées lorsttalément permet l'insertion des plus petites particules
dans les pores formés par les plus grosses. Cette transié@oatrouve au niveau de lI'arrangement granulaire qui
est relativement régulier sur le pallier et désordonné éesu

Abstract :

The texture of granular materials is strongly influencedty polydispersity of particles. In this paper we presents
a model of particle size distribution associated with a paoml of geometrical deposition. This model is sufficiently
efficient on the numerical level to allow for a systematiagtof the grading arrangement properties (compact-
ness, connectivity, anisotropy) as a function of form amdgtading of the particles size. A remarkable result of
this study is the nonlinear variation of compactness witlygispersity. We observes in particular a regime where
compactness does not evolve with polydispersity. A tiandiakes place towards higher values of the compact-
nesses when the polydispersity out allows for the insedf@malles particles in the pores formed by larges. This
transition is also observed for the granular arrangementahihs relatively ordered on the plateau and disordered
afterwards.

Mots-clefs :
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1 Introduction

Les matériaux granulaires présentent une dispersion iiiedas particules. L'influence de
la distribution granulométrique sur le comportement etesipropriétés d’empilement (texture)
des matériaux granulaires ont été étudiés pour des faiBleddard et al. (1998)) ou des fortes
(Herrmannet al. (2003))polydispersités. Le premier cas intéresse notmhia question de la
transition de I'ordre vers le désordre dans un arrangenmrantitpire. Le deuxieme cas concerne
plus particulierement le probleme du remplissage optiredlespace par I'insertion de petites
particules dans les pores créés par les plus grosses pestita difficulté de mener des études
expérimentales systématiques sur les paramétres graéiques entre ces deux cas limites
explique le faible nombre de résultats dans la littératDemns le cas des sols, la distribution
granulométrique est généralement décrite par une coudmigmétrique caractérisée par des
coefficients d’'uniformité et de courbure (Mitchell (2003))influence de ces coefficients sur
le comportement mécanique des sols a été étudiée par de epxrdarteurs mais reste souvent
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basée sur des considérations empiriques. Enfin, les milietement polydisperses restent dif-
ficilement accessibles aux simulations numériques dynaesigar éléments discrets du fait de
la nécessité d'utiliser un grand nombre d’éléments powrrasda représentativité de I'échan-
tillon.

Dans cet article, nous proposons un modeéle permettant tigerédes échantillons granu-
laires bidimensionnels composés de plusieurs millionsatéqules. Ce modele est basé sur
un algorithme de génération de particules circulaires &rpdiune granulométrie choisie et
sur un protocole de dépodt géométrique. L'algorithme de iggiovd permet d’obtenir diverses
formes de distributions & simple ou double courbures etrmmt@nt les cas particuliers impor-
tants des distributions monodisperse, uniforme en volurneiéorme en diamétre. Dans notre
étude, le protocole de dépbt s’apparente a un processupdetmgistique aléatoire conduisant
a des empilements homogénes, denses et trés proches dibféquécanique (Bratberget
al. (2002)). Un probléeme fondamental consiste a explorer lésamsmes de remplissage de
I'espace en fonction des paramétres granulométrique €@trdtalement), décrit soit en termes
de fractions volumiques des particules, comme en mécadiggisols, soit en termes de rapport
entre les diametres extrémes des particules. De plusdéétiu réseau de contact en termes
d’anisotropie (Oda (1993)), de connectivité et de répartiangulaire est d’'un intérét capital
pour la modélisation de la plasticité des matériaux graragda

2 Modéle granulométrique

Afin de générer une distribution de particules, on utilisssiquement une fonction de ré-
partition modeéle (e.g. normale, log-normale, loi de puissa. . ) des diametres et une méthode
de simulation de variable aléatoire (e.g. transformatimerise). Bien que cette approche soit
tres efficace, elle nécessite d'imposer le nombre de p&tc@igénérer. A priori, rien ne ga-
rantit que le nombre de particules imposé soit suffisant psaurer la représentativité de la
distribution a simuler. Afin de maitriser la représentaéivde la distribution granulométrique
des échantillons, nous avons développé une nouvelle m&ttedénération. Cette méthode se
base sur une courbe granulométrique modele et sur degsritereprésentativité pour détermi-
ner le nombre de particules a générer. On suppose alors goarae granulométrique modele
est décrite par une fonction continue monoté(é) ou d € [din; dinas) représente la taille des
particules aveé(d,,;,) = 0 eth(d..) = 1. Quatre étapes sont nécessaires pour la génération
d’'un échantillon de granulométrigd) :

1. Pour une discrétisation choisie de l'intervallg,;,.; d,,....], on décumulé(d) afin d’obte-
nir la fraction massiqug’ que représente chaque classe’’, = h(d’, ) — h(d’,,) ou
d' .. etd _ représentent les bornes inférieure et supérieure de Iseclae choix d’'une
discrétisation repose sur deux critéres : a) la fractionsigas de chaque clasgg doit
impliquer un nombre représentatif de particules par rapguonombre total de particules
N, ; b) lamasse d’'une particule influe peu gjir. Le respect de ces critéres est particulie-
rement important lors de la génération de grosses parsicGlela nous conduit & choisir
une discrétisation indépendante/de) dont la largeur des classes augmente suivant une
progression géométrique. Le seul parametre de controleamtflsur la discrétisation est

alors le nombre de class@s entred,,,;,, etd,,q..-

2. Pour une masse totale unitaire, on calcule pour chagssecla quantité de grains de
diametre moyem! = 477@,»/p7r(d§'my)2 correspondant a la masse = 1 - f! . Afin de sa-
tisfaire le critere (@), on introduit un nouveau paramegeahtrole : le nombre minimum
de particules par class€)}’". Lesnj sont corrigés par un facted; = N7* /Min(n})
et I'on extrait la partie entiére pour obtenir un nombre entle particules par classe
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Nj = E(kin}). On s’assure ainsi que chaque classe contient au mdjfs particules.

3. Le nombre total de particules & généker= 5" N* peut étre trop faible pour représenter,
statistiguement et structurellement aprés dép6t, uneugmarétrie. On définit le nombre
total minimum de particules/,* comme un parameétre de notre modele de génération.
SiN, < Ng”", on répéte I'opération précédente pour obtenir finalemamambre de
particules & générer par classé = k, N} aveck, = E(N,""/N,).

4. Pour chaque classe, on généfeparticules suivant une distribution uniforme en volume
normalisé sur la classe. Ainsi, les classes sont représepéd des segments de droite sur
la courbe granulométrique.

Cette procédure permet de générer des distributions deyag a partir d’'une courbe gra-
nulométrique. Les parametres a fixer pour estimer qu’uneujpanétrie est bien représentée
sontN,, Ng}f;" et N;"". Le modele continu de courbe granulométrique étant apgrpehdes
segments de droite, un nombre de clasSg®£levé garantira une bonne approximation mais
aura pour conséquence un nombre total de particules élay&afixé. De méme, un nombre
minimum de particules par classe élevé garantira une b@pmesentativité statistique de la dis-
tribution, mais augmentera le nombre total de particul®’s fixé. Le nombre total de particules
admissibles peut étre adapté selon l'usage auquel eshéles®chantillon (étude statistique,
dépbt géométrique, simulation dynamique...). En consgmpjesi le nombre de particules gé-
nérées dépasse le nombre admissible, la distribution negpas étre simulé pour un jeu de
paramétres donné. Nous avons choisi d'utiliser la distidious incomplete normalisée suivante
comme modeéle de courbe granulométrique :

1 ¢ a—1 b—1

Bla,b,d) = Ba.b) / (1 —t)"dt (1)
ou B(a,b) = I'(a)['(b)/T'(a + b). Cette distribution a I'avantage d’étre défini sur un ingdies
fini. Elle est paramétrée seulement par deux réels positést) et permet de reproduire diffé-
rentes formes classiques de courbes granulométriquesfioumie 1(a). De plus il est possible
d’obtenir des cas particuliers de distributions statigggjtels que les distributions uniformes en
volume ou en diametre en fixant les valeurs des parameges Afin d’étudier I'influence de
I'étalement de la courbe granulométrique, on pésge. = 1 et on fait diminuewi,,;,, en le pa-
ramétrant pag = (dyaz — dimin)/(dmaz + dimin ) - Ainsi les paramétres etb contrdlent la forme
de la distribution et le parameétkecontrfle son extension vers les petites particules. Eariéis
varier s de 0 a 1, la granulométrie évolue d’une distribution mongelise (poutl,,;, = 1) a
une distribution fortement polydisperse (palyf;,, = 0).

En pratique, pour un échantillon réel de matériau grarejl&rparameétre ne peut pas étre
utilisé comme parametre d’étalement de la distributionleartailles extrémes des particules
ne sont pas nécessairement significatives. En d’autregsemume classe granulométrique as-
sociée a,,;, n'est significative que si sa fraction volumique est actdssi la mesure. Pour
cette raison, dans le cas des sols par exemple, on préfaretérser I'étalement par le coef-
ficient d’'uniformité défini paiC,, = dgo/d10 OU d, désigne le diamétre pour lequel la fraction
volumique des particules plus petites est égalé@ Remarquons qué, varie de 1, pour une
distribution monodisperse, a des valeurs de I'ordre deaix pn sol bien gradué., augmente
de fagcon monotone mais non linéaire aggmur des parametres de formet b fixés.

dmin

3 Méthode de préparation

Le protocole de préparation utilisé consiste a déposerddiples une a une sur un substrat
ou sur les particules préalablement placées. Ce dépbtasér&n minimisant un potentiel

3
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configurationnel donné. Dans cet article, nous avons étiéipotentiel = S"I7 (i) oliy(i)

est la cote de la particuteEn pratique, nous déterminons d’abord, a la surface dalehsodéja
déposée, le point le plus bas pour placer une particule. kdigo d’équilibre correspond a une
position ou la particule est supportée par deux particutetekle sorte que son centre de masse
se situe entre les deux points de contact. Afin de limiter fietsede bord, nous avons utilisé
des conditions aux limites périodiques dans la directiopgadiculaire a celle du dépbt et une
couche de grains issus de la distribution granulométrigmsidérée est utilisée pour servir de
base al'échantillon. Les échantillons obtenus sont homegavec une surface supérieure assez
réguliére.

1
0.8+ B
< 0.6 :
<
&
o 0.4 — a=l;b=1
— a=1;b=3 |
a=3;b=1
021 — a=2;b=4 |
a=4;b=4
a=4;b=2 1 3
0 L L ! | L | L | L 0 L | L | L | L | L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X S

FiGc. 1 — (a) Quelques formes de courbes granulométriques posiepls valeurs des paraméttest b
du modéle ; (b) évolution d€’, en fonction de I'étalement.

4 Etude paramétrique

Les parametres de génération choisis pour cette étude 8pnt :10, N;}g" =10 etN;”" =
3 x 10*. Les granulométries nécessita¥jf > 10° sont rejetées. Dans cette partie, un ensemble
de courbes granulométriques accessibles a partir de kbdisdn 5 est étudié. Quelques cas
représentatifs sont présentés sur la figure 1(a)) : labigton uniforme en volumei(= b = 1),
une distribution strictement concave qui est aussi laidigion uniforme en diameétre:(=
3;b = 1), une distribution strictement convexe & 1;b = 3), trois distributions a double
courbure ¢ = 2;b = 4) et (@ = 4;b = 2) dont une symétriquea(= b = 4). Par souci de
clarté seule la distribution uniforme en volume est repr&sdans certains cas. La figure 1(b)
montre I'évolution deC’, en fonction des. On remarque que pour les distributions favorisant
le nombre de petites particulgs, augmente peu (inférieurs a 2). La distribution uniforme en
volume conduit aux valeurs les plus élevées(tle Dans tous les cas, la variation dg est
monotone en fonction de Ceci permet d'utiliser indifferammentet C,, comme parametre
d’étalement.

Le choix du protocole de dépbts influence nécessairemewniifigaration géométrique de
I'empilement obtenu. Cet empilement peut étre caract@rsé&tudiant les direction$ des
contacts ou la connectivité des particulgs définie comme la fraction des particules ayant
exactemeny contacts. La figure 2(a) représente la densité de probabildes directions de
contactd pour la distribution uniforme en volume pour six valeurs daissantes. On observe
une distribution symétrique a deux pics centrés sur destibires proches de 45° et 135°. On
constate que les pics s’atténuent avec I'étalement. Cistiebdition bimodale résulte du choix
du potentiel et de la régle locale d’équilibre qui impligten’en moyenne chaque particule
supporte et est supporté par deux particules. Par consetpuemordinance moyenne e5t= 4.

4
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FIG. 2 — (a) Distribution des directions de contacts pour laithstion uniforme en volume a différents
étalements ; (b) Variation de I'anisotropie calculée eftret 90° en fonction de I'étalemest

Il est possible d’associer un tenseur de fabrique (Oda ()@3&dre 4 a la forme bimodale
de P(#). La symétrie de la distribution permet de décomposer ceteren un produit de deux
tenseurs ortho-axiaux d’ordre 2. En pratique, cela re\aaerinsidérer le tenseur de fabrigtie
calculé pour les directions entre 0° et 90°, ou entre 90° @t. Nous avons alors, par définition
F; = NL fogo n;n; ol n; etn; désignent les composantes = cos(d) etn, = sin(f) des
directions de contact. L'anisotropie est alors donnée par. = 2(F; — F,) ou F; et F, sont
les valeurs propres du tenseur de fabrique. La figure 2(b)mada variation dez. en fonc-
tion de s pour différentes granulométries. On peut remarquer queskdropie diminue avec
I'étalement. Deux points d'inflexion proches de~ 0,2 ets ~ 0,4 pour la distribution uni-
forme en volume sont mis en évidence. Les valeurs élevéas ddaible étalement refletent
un ordre d’empilement correspondant notamment a des coafigons locales peu denses es-
sentiellement constituées de cellules carrées. La dimoimmion linéaire de I'anisotropie avec
s correspond a la disparition progressive de I'ordre darchBatillon. On constate aussi sur la
figure 2(b) deux transitions qui sont liées a I'effet des esidns stériques pour une polydisper-
sité croissante. Bien que la coordinance reste égale adsdau des contacts évolue fortement
avecs.

La connectivitéP, reflete bien cette évolution (Fig 3(a)). On retrouve la sigrexd’un
milieu ordonné pour les étalements tres faibles ou la quedisiité des particules s’empile en un
réseau a quatre contacts par particule,Pe~ 1. Lorsque I'étalement augmentg, diminue
au profit deP; et P5. Ce gain de particules a 3 et 5 contacts correspond a une atefioa
de la compacité du systeme sachant que le systeme danstarimnodisperse est lache par
construction. As = 0, 2, on observe une "bifurcation” entfg et Ps, et une diminution deé>;
en faveur deP; et P, a partir des = 0,4. La fraction P, représente les particules supportées
par deux particules, mais qui n’en supportent aucune. Cattggorie de particules contribue
directement au remplissage des pores.

La figure 3(b) montre I'évolution de la compacjién fonction de I'étalement. On constate
que, quelle que soit la forme de la distribution granuloigét, p augmente d’abord aveg
puis atteint un niveau constant pour= 0, 2. Il est remarquable que, posicompris entre 0,2 et
0,4, la compacité soit indépendantedé.a premiére transition observée sur cette figure, dont
on a vu la signature sur la variation de I'anisotropie (Fig)R(traduit le passage de 'ordre vers
un désordre global. La deuxiéme transition correspond aalaergent tel que la taille des plus
petites particules leur permet de s’'insérer dans I'espacal faissé libre par les plus grosses
particules. Au niveau du plateau de compacité, chaquecphetiiéposée apporte la méme pro-
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FiG. 3 — (a) Evolution de la connectivité en fonction de I'étaéns pour la distribution uniforme en
volume. (b) Variation de la compacité en fonction de I'étadmt .

portion de solide et de vide. Laugmentation significatieeodu-dela des = 0, 4 indique gu'il
faut une quantité raisonnable de grosses particules péer des pores et suffisamment de pe-
tites particules pour bien remplir ces pores. Pour d’autedsurs de paramétres de forme
et b, on observe le méme type de comportement, mais les tramsitiot lieu pour des étale-
ments différents. La distribution uniforme en volume régptamieux a ces critéres car c’est la
distribution pour laquelle on atteint la compacité la pllevée quelque soit I'étalement.

5 Conclusions

Dans cette étude, nous avons associé un modele de distrilgneinulométrique a une pro-
cédure géométriqgue de dépbt afin d’étudier I'influence deolsidispersité sur la texture de
milieux granulaires. Nous avons montré comment |'étalérgesmnulométrique pour différents
parametres de forme influence la texture en termes d’angetrde connectivité, de compacité
et de distribution radiale. Tous ces descripteurs de laitexefletent deux transitions en fonc-
tion de I'étalement. La premiére transition corresponddidaarition de I'ordre global dans le
systéme tandis que la deuxieme traduit I'effacement deli@a I'échelle locale conduisant a
une compacité fortement croissante. Contrairement aurpedra d’étalement, les paramétres de
forme influent peu et de maniere seulement quantitativesstgxture. La distribution uniforme
en volume semble conduire a des valeurs de compacité et ffeciems d’'uniformité C,, les
plus élevées.
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