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Résumé :

Nous caractérisons les instabilités qui apparaissent sur un anneau de vorticité à l’aide d’une méthode particu-
laire de type "vortex blob" dans laquelle un remaillage axi-symétrique évite l’apparition de modes parasites. On
initialise l’anneau avec un profil Gaussien et on simule ensuite sur quelques temps de retournement de manière
à atteindre un état quasi-stationnaire elliptique axi-symétrique. On superpose alors à cet état une perturbation
correspondant au mode le plus instable. Nous déterminons letaux de croissance et la structure exacte de ce mode
primaire. L’évolution ultérieure met en évidence une seconde phase que nous avons identifiée comme étant une
instabilité secondaire. Là encore, nous déterminons le taux de croissance et la structure des modes.

Abstract :

We characterize the instabilities arising on a vortex ring using a particle method known as "vortex blob" where
an axisymmetric remeshing avoids any spurious modes. The ring is initialized with a Gaussian profile and the
simulation is performed for several turnover time in order to reach a quasi-steady elliptic axisymmetric ring. A
perturbation corresponding to the most unstable azimuthalwavenumber is then superimposed. The growth rate
and structure of this primary instability mode is then determined. We have identified the following evolution as a
secondary instability. Here again growth rate and structure have been investigated.

Mots-clefs :

anneau de vorticité ; instabilité ; simulation particulair e

1 La méthode numérique

Le code de simulation numérique utilisé pour ce travail est un code de suivi lagrangien
de particules de typevortex blob(Leonard (1980)). Les particules considérées sont porteuses
d’une information tourbillonnaire, leur positionXi et leur intensitéΩi sont obtenues de la
manière suivante :

Xi =

∫

Pi

xdv
∫

Pi

dv
et Ωi =

∫

Pi

ωdv. (1)

Les équations de transport associées aux particules(Xi,Ωi) sont :

dXi
dt = Ui et dΩi

dt = (Ωi · ∇)Ui + ν∆Ωi. (2)

Nous prenons en compte la diffusion visqueuse par une méthode de type PSE (Particule Strenght
Exchange) qui s’inspire des travaux de Degondet al. (1989) et Choquinet al. (1989). Le schéma
en temps est un Runge-Kutta d’ordre 2. La vitesseUi d’une particule est calculée suite à la
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présence de l’ensemble des particules par la relation de type Biot et Savart :

Ui = 1
4π

NΩ
∑

j=1

Kδ (Xi − Xj) ∧ Ωj avec Kδ (x) = x

(|x|2 + δ2)
3

2

, (3)

où NΩ représente le nombre total de particules etKδ le noyau de Green régularisé avecδ le
paramètre de régularisation de la simulation. Afin de réduire les temps de simulation, nous
avons implémenté un algorithme deTree Coded’après la méthode présentée par Lindsayet
al. (2001). Et afin de garder une répartition spatiale homogènede particules, nous utilisons un
remaillage global du champ de particules tous les 4 pas de temps dans cette étude. Pour ne pas
favoriser une direction particulière dans l’écoulement lors de ce remaillage, nous l’effectuons
sur une grille en coordonnées cylindriques(r, θ, z), centrée sur le centre de l’anneau, grâce à
une formule d’interpolation d’ordre 6 d’après Beale (1986).

2 Étape initiale d’elliptisation des sections de l’anneau.

Simulations s/R h/R δ/R ReΓ Tmax/T0 Modem ǫ/R

INIT 0.2 0.02 0.03 40,000 60
INIT Re4000 0.2 0.02 0.03 4,000 60
INIT Re2000 0.2 0.02 0.03 2,000 60
Cas Perturb 0.2 0.02 0.03 4,000 260 [9] 5.10−4

TAB . 1 – Description des simulations :s/R, h/R et δ/R représentent respectivement la taille de coeur
s, la discrétisation interparticulaireh et le paramètre de régularisationδ adimensionné par le rayonR de
l’anneau.Tmax/T0 représente la durée totale de simulation. Pour le cas de l’anneau perturbé,on indique
le mode qui a été perturbé ainsi que l’amplitudeǫ/R adimensionnée de la perturbation d’après l’équation
5.

Différentes simulations ont été réalisées (Cf. tableau 1). L’initialisation de l’anneau est réa-
lisée sur une section à l’aide d’un profil Gaussien, écrit dans un second repère en coordonnée
polaire(ρ, φ) centré au centre de la section en(0, R, 0) dans le repère cylindrique, tel que :

ωθ (ρ, φ, t = 0) = Γ
πs2

0

e−(ρ/s0)2 avecρ2 = z2 + (r − R)2 , (4)

oùΓ représente la circulation totale de l’anneau,R le rayon ets0 la taille initiale du coeur. Afin
d’assurer une vorticité nulle au centre de l’anneau, nous utilisons une methode déjà introduite
dans les travaux de Shariffet al. (1994) : nous avons superposé un second profil Gaussien avec
une vorticité négative centrée en(0,−R, 0). Cette méthode s’est montrée spécialement efficace
notamment dans le cas d’anneauxépais. Enfin, nous obtenons l’anneau entier en effectuant une
rotation complète de cette section suivant l’angleθ du repère cylindrique.

Durant la phase d’initialisation de l’anneau, on simule la dynamique àfaibleviscosité. Nous
avons réalisé cette simulation dans la même optique que Shariff et al. (1994) afin d’obtenir un
anneauéquilibréassez rapidement grâce à l’utilisation d’une faible viscosité moléculaire mais
sans avoir pour autant une augmentation trop importante de la taille du coeurs (t) suite à la
diffusion visqueuse. Cet état d’équilibre conduit à une elliptisation de la section de l’anneau.
Notons néanmoins que cette simulation, correspondant à un ReynoldsReΓ = 40, 000 (Cf.
tableau 1), n’est pas complètement résolue dans le sens de laDNS car la discrétisation, tant
spatiale que temporelle n’est pas suffisante.
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FIG. 1 – Evolution de l’excentricité locale autour de sa valeur moyenneδǫc durant la phase d’initialisation
de la simulation de l’anneau (Cf. tableau 1). Trait plein :ReΓ = 40, 000, ligne et point :ReΓ = 4, 000
et pointillé :ReΓ = 2, 000.

Comme pour les tourbillons 2D co-rotatifs (Cf. travaux de Le Dizèset al. (2002)), nous
avons tracé la variation d’excentricitéδǫc de l’anneau autour de sa valeur moyenne en fonction
du temps et pour différents Reynolds, l’excentricité étantquant à elleǫc = (sr−sz)

(sr+sz)
, où s2

r =

1
Γ

∫

Sc

(Rc − r)2 |ω| ds et s2
z = 1

Γ

∫

Sc

(Zc − z)2 |ω| ds, avecSc une section de l’anneau,Rc et Zc

la position du centre de la section dans le repère cylindrique.
La figure 1 présente les résultats obtenus pour 3 simulationsdu tableau 1. Nous obtenons

une évolution très similaire à celle observée par Le Dizèset al. (2002) : une oscillation atténuée
de type onde de Kelvin qui permet à la vorticité initiale de seredistribuer de manière à atteindre
un état d’équilibre. Toutefois le signe de l’ellipticité est opposé : le cas d’un anneau 3D est en
effet plus proche d’une paire de vortex contra-rotatifs 2D.On arrive à un état d’équilibre de la
section de l’anneau au bout d’un temps de simulation correspondant approximativement à 30
ou 40 temps de retournementT0 =

2πs2

0

Γ
.

3 L’instabilité primaire

Après 40 temps de retournementT0, un état elliptique relativement stable de la section de
vorticité de l’anneau est obtenu.A ce moment précis, on perturbe l’anneau de manière à étudier
la brisure d’axisymétrie. La perturbation est réalisée à lamanière de Shariffet al. (1994). On
modifie la position radiale des particules dans le repère cylindrique(r, θ, z), chaque particule
passe de la positionr0 avant perturbation à la positionrp (θ) telle que :

rp (θ) = r0 [1 + ǫgm (θ)] . (5)

La fonctiongm (θ) représente une fonction périodique enθ imposant un mode azimutalm d’am-
plitudeǫ. Ce mode azimutalm, est le mode le plus instable suivant les travaux de Widnallet al.
(1974) i.e ;m = 9. La simulation est maintenant reprise pour un ReynoldsReΓ = 4, 000 (Cf.
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tableau 1).

FIG. 2 – Gauche : énergie des 32 premiers modes azimutauxm en fonction du temps pour la simulation
perturbée. Droite : énergie du mode azimutalm = 9 perturbé. Ces énergies ont été obtenues à partir
d’une transformée de Fourier.

La figure (2,a) présente l’évolution de l’énergie cinétiquedécomposée pour les 32 premiers
modes azimutaux en fonction du temps pour la simulation perturbée. On observe très nettement
le mode perturbé avec en permanence 2 décades environ entre celui-ci et les 31 autres modes.
Suite à la perturbation, après une petite phase d’adaptation, on observe clairement la phase de
croissance linéaire de ce mode comme le présente la régression réalisée en trait plein sur le
graphe de la figure (2,b). Nous avons pu obtenir ainsi le taux de croissanceα ≈ 0.206 de ce
mode que nous avons pu comparer avec la prédiction de Widnallet al. (1974) corrigée d’après la
correction visqueuse de Saffman (1978) ; qui est ici deαSaff = 0.22. Ce taux croissanceαSaff

a été déterminé d’après la circulation de l’anneau ainsi queses éléments géométriques, qui
évoluent au cours du temps notamment suite à la diffusion visqueuse du cœur, d’où une possible
source d’erreur. Néanmoins, le résultat obtenu correspondbien à la correction visqueuse de
Saffman.

4 Instabilité secondaire : Quelques éléments.

Si l’on observe la suite de l’évolution de l’énergie sur la figure (2,b), on observe une nette
modification de la pente. Ceci implique que nous ne sommes plusdans la phase primaire de
l’instabilité. En revanche, nous avons de nouveau une penteconstante ce qui fait penser à une
instabilité secondaire en train de se développer. Le nouveau taux de croissanceβ = 0.338 est
obtenu par régression. Cette nouvelle étape se caractérise également par la croissance d’autres
modes azimutaux, dont la présence est toutefois encore inférieure au mode que nous avons
perturbé (Cf. figure (2,a)). De manière similaire aux résultats expérimentaux de Dazinet al.
(2006), nous observons durant cette seconde phase l’apparition de tourbillons alignés suivant
l’axe (Oz) de notre repère cylindrique et de vorticité opposée deux à deux comme le présentent
les graphiques de la figure (3). Le premier instant observé (t/T0 = 175) correspond approxi-
mativement au début de cette seconde phase, où l’on observe déjà ces structures alignées selon
(Oz) mais de faible intensité (|ωz| = 1.0). Le second instant,t/T0 = 240, présente la fin de
cette seconde phase avec de plus fortes structures axiales (|ωz| = 3.5) et une structure azimutale
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FIG. 3 – Développement d’une instabilité secondaire de l’anneau de vorticité pour la simulation per-
turbée (Cf. tableau 1). Les figures de gauche représentent des vues isométriques et celles de droite des
vues de dessus. Partie supérieure : En gris, iso-surface de vorticité azimutaleωθ =

√

(Ensθ) ≈ 9.8 à
l’instant t/T0 = 175 et en rouge (resp. bleu), iso-surface de vorticité axialeωz = 1.0 (resp. -1.0). Partie
inférieure : En gris, iso-surface de vorticité azimutaleωθ =

√

(Ensθ) ≈ 9.4 à l’instantt/T0 = 240 et
en rouge (resp. bleu), iso-surface de vorticité axialeωz = 3.5 (resp. -3.5). On définit de plus l’enstrophie

selon la composanteθ commeEnsθ = 1
2

∫∫∫

ω2
θdv.
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de l’anneau déjà très déformée.

5 Conclusions

Des simulations numériques ont été réalisées sur l’évolution spatio-temporelle d’un anneau
tourbillonnaire perturbé en faisant varier le nombre de Reynolds et les caractéristiques du coeur
de la section. Nous avons observé d’une part la présence récurrente d’un changement du taux
de croissance dans l’énergie du mode pertubé (plusieurs simulations non présentées dans ce
résumé étendu) et d’autre part la similitude des structurestourbillonnaires obtenues avec celles
observées par Dazinet al. (2006). Ces structures sont attribuées au développement d’une l’insta-
bilité secondaire. Des résultats complémentaires sont toutefois nécessaires pour encore affiner
et conforter la détermination du taux de croissance de l’instabilité primaire, pour différentes
géométries d’anneaux et pour différents Reynolds. Lorsquece travail préliminaire sera réalisé
nous pourrons étudier la formations et le développement desstructures secondaires en fonction
des paramètres de l’anneau.
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