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Résumé :

Ce papier décrit I'application de la méthode de réductmpriori (APR) a plusieurs cas académiques. Cet algo-
rithme, qui consiste a déterminer sans échantillonage lpidla une base d'un écoulement, utilise la décomposi-
tion de Karhunen-Loéve et des sous-espaces de Krylov, étappliquée dans le cas de I'équation de convection-
diffusion 2D, ainsi que dans le cas de la cavité entrainéeple a un systeme dynamique, cette méthode présente
'avantage d’étre extrémement rapide et permet un réajuste dynamique de la base lors de modifications de
parametres contrélant I'écoulement.

Abstract :

This paper describes the application of the A Priori Reduttnethod (APR) in several academic test cases. This
algorithm, which consists in determining a basis of a flonhwitt prerequisite knowledge, uses the Karhunen-
Loéve Decomposition and Krylov subspaces, and has beerapgdied to the convection-diffusion equation and
also for the driven cavity configuration. Coupled with a dymeal system, this method has the important ad-
vantage to be computationally very fast and allows a dynahipdate of the basis when control parameters are
changing.

Mots-clefs :

Modéles d’Ordre Réduit; Navier-Sokes ; Systeme Dynamique

1 Introduction

La résolution numérique des équations de transfert a unertane grandissante du point
de vue fondamental mais aussi a un niveau industriel. Cegmencertaines méthodes requiérent
a I'heure actuel un effort de calcul trop important pour enélre a des applications indus-
trielles. Par exemple, le contréle actif nécessite des setepcalcul trés courts pour permettre
des adaptations du systeme mis engauemps réelDans ce contexte on trouve bon nombre
de méthodes de réduction de modeles. Dans le cas de la méeaeis|fluides, qui présente des
applications variées, la méthode intensivement utilistdaedécomposition orthogonale aux
valeurs propres (POD) qui possede I'avantage de constrogdase optimale du point de vue
énergétique. Plus de propriétés et de détails théoriquesette méthode peuvent étre trouvés
dans Holmeset al. (1996). Associée a un systeme dynamique obtenu par unede@aler-
kin, cette approche permet de représenter I'évolution éezsulement sur des temps bien plus
longs que ceux nécessaires a la construction de la dite®apendant, il est connu que le sys-
teme dynamique n’est valable que pour un certain temps Siogup et Karniadakis (2004),
avant que la solution ne diverge. De méme, un changementi@mparametres de contréle de
I’écoulement, a savoir le nombre de Reynolds ou la modiboatiune condition aux limites,
n'est pas bien représenté par le systeme dynamique. La bls#ée n’est effectivement va-
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lable que pour une gamme étroite de ces parameétres.

Pour s’affranchir des problemes liés a la POD, nous promagoa méthode itérative de construc-
tion de la base. Cette approche présente I'avantagéajesterla base lorsqu’elle n’est plus
valable (temps trop longs, changement de paramétres dénmtc...).

Le papier s’organise de la facon suivante : dans un premgogda méthode est décrite pour
une équation de transfert quelconque et dans un deuxiénpes tesi résultats obtenus pour la
convection-diffusion ainsi que pour les équations de N&aStekes dans la configuration de la
cavité entrainée seront présentes.

2 Présentation de la méthode APR

La méthode APR étant itérative, il convient d’initialisergrocessus de résolution, c’est-a-
dire ici de s’imposer une base initiale. Comme il a déja éte eni évidence par Ryckelynck
(2006), le choix de cette base n’est pas un élément tres targquour la qualité de la solution,
mais détermine la rapidité et le nombre d’itérations quigtethme devra effectuer. En effet,
choisir une base plus physique requiert moins d’itératamsalcul APR pour faire converger
la solution. On appelle cette base initialé La méthode étant expliquée en détails dans Verdon
et al. (2006), seules ses grandes lignes seront expliqguéesataparagraphes suivants.

2.1 Construction du systeme réduit

On considére donc le probléme physiduwgie I'on doit résoudre, que I'on note :
L(u,p) =1b (1)

La discrétisation de I'équation (1) conduit, apres lingatibn si nécessaire, au systeme d’équa-
tions linéaires suivant :
AC=B (2)

ou A est la matrice issue de la discrétisation de I'équationdé)taille N, { est le vecteur
inconnues et enfilB le second membre, incluant les conditions aux limites eddemeées de la
solution calculée au pas de temps antérieur.

Notons maintenant le nombre de vecteurs de basewén <« N). Le systéme réduit associé
au modele complet (2) est obtenu en écrivant I'inconpeer la base)

n

C(x,1) = i(x)ai(t) 3)
i=1
et en projetant le systeme obtenu sur cette méme base. laargyséduit dont les nouvelles
inconnues sont les coefficients tempokgly s’écrit de la facon suivante :

Flai(t) =0 WeT Yi=1,---,n (4)

ou T est I'intervalle de temps sur lequel on désire construiteakse de la solution. Il faut donc
résoudre ce systéme réduit pour tous les pas de temps daatie 7. La solution compléte
est alors reconstruite en utilisant I'expression de sam@osition (3) sur la base. La qualité
de la solution est alors évaluée sur tout l'intervalle ensabdrant le résidu du modéle complet
r = A( — B. Si la solution n’est pas satisfaisante, la base est al@agtéd comme expliqué
dans le paragraphe suivant.

Léquation de convection-diffusion, équations de Naviek&s, etc...
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2.2 Adaptation et enrichissement de la base

Lors de [l'itération courante, on a résolu I'équation réeustr tout l'intervalle de temps,
c’est-a-dire que I'on a déterminé les coefficients temsargl), V¢ € T'. Pour la phase d’amé-
lioration de la base, on réalise une décomposition de Kalumeve sur cet ensemble. On est
donc ammené a résoudre le probleme aux valeurs propresisuiva

CP = \P (5)

ou C est la matrice de corrélation définie de la fagon suivante :

Nt
Cij = Zai(tl>aj (t) (6)
=1

avec NV; le nombre de pas de temps. On obtient ainsiecteurs propres correspondant aux

n valeurs propres solutions de cette équation. On considers lasn plus grandes valeurs
propres, définies telles que, > .. - A\; 2 afin de ne garder que les modes propres dont la
contributions dans I'écoulement est significative de laadyiue observée sur l'intervalle de
temps. La matrice @méliorationl” est alors formée de la fagon suivante : ses vecteurs colonnes
sont lesn vecteurs propres conserves, c'est-a-dire= [®; ¢, --- ®,]. La nouvelle base est
alors améliorée a I'aide de cette matrige

V=9V (7)

Ensuite, il faut également tenir compte de I'erreur que Baztomise a I'itératiork, c’est pour-
quoi on conserve le premier résidu du modéle compietA( — B qui ne satisfait pas le critére
de convergence et on construit 'espace de Kryerdre m associé a ce résidu :

Ko = {r, Ar, A?r, .. Am_lr} (8)

A la base améliorée, on rajoute les vecteurs du sous-espace de Krylov que l'emt de cal-
culer, c’est ce qu’on appelle la phasedfichissementle la base, c’est-a-dire le moment ou
I'on prend en considération les erreurs de I'itération pdamte. Dans la suite, on premd= 1.

La base ainsi mise a jour, c’est-a-daenélioréepar la décomposition de Karhunen-Loeve et
enrichiepar les vecteurs de Krylov, est utilisée pour I'itératioivante. Si elle permet d’obte-
nir une solution suffisamment précise, elle sera conseragéasuite pour la construction du
systéme dynamique. Dans le cas contraire, elle sera mise uggu’a ce que la qualité de la
solution calculée soit jugée satisfaisante.

3 Systeme dynamique

Une fois que I'on a obtenu une base qui représente correntdmeolution du probleme
considéré sur lintervalle de temps étudié, on espere simalsolution sur un intervalle de
temps beaucoup plus long que celui nécessaire au calculbdeséa Pour ce faire, on construit
un systeme dynamique en effectuant une projection de Galdekl’équation sur la base de
I'écoulement.

En utilisant I'expression (3) de la décomposition de lass&sur la base, et par projection,
on obtient le systéme dynamique suivant :
Ciiatl = JZI Bl-jaj + Z Z Cijkajak + D; pouri =1,---,n (9)

j=1k=1

200 les valeurs propres sont rangées dans I'ordre décroissan,; est le coefficient de sélection que I'on se fixe
3Pour plus de détails sur les méthodes de Krylov, le lecteurrpese référer a Saad (1996)
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ou I'on a pour I'équation de convection-diffusion :
Bij = (Yn, =t +vA%y)  Ciyp=0 et D;=0 (10)

et pour les équations de Navier-Stokes :

By = (. vAy)  Cijp = —(tn, Vi) et Di:/mp-wnnds (11)

La résolution du systéeme d’équations différentielles @) yn algorithme de Runge-Kutta est
tres rapide en comparaison avec la résolution des équaiendant la précédente phase. La
solution complete est alors calculée a 'aide de (3) sur éegps$ bien plus long que le temps
nécessaire pour la méthode APR.

4 Résultats

Cette partie présente les deux cas tests que nous avonssstudavoir I'équation de convec-
tion diffusion et les équations de Navier-Stokes pour leddase cavité entrainée.

4.1 Cas1: équation de convection-diffusion

L'équation de convection-diffusion a été étudiée dans lealoe carré) < z,y < 2 avec la
connaissance de la solution analytique donnée dans Tiaa ¢2®075 :
1 (r —at—0.5)2  (y—at—0.5)?
= eX — J—
1P T(4t+ 1) T(4t+ 1)

o(z,y,t) (12)

de cette solution analytique. Par ailleurs, la base ieitd@ notre algorithme correspond aux
conditions initiales du probleme.

Plusieurs expérimentations numériques ont été effectigaset exemple.

Dans un premier temps, nous avons testé la faculr@adaptationde la base APR lorsque le
systéme dynamique diverge, et dans une deuxiéme apprachetadié I'adaptation rapide de
la base pour un changement de paramétre de contrdle, a kasgqinel” varie.

Dans tout ce qui suit, I'intervalle de calcul est n@tét correspond & une durée= 0.0125s.
Dans un premier temps les calculs on été menés sur un ideeival partir det = 0s afin de
déterminer une premiére base APR. A partir de cette basgamdamt 5 vecteurs, on construit
un systeme dynamique que I'on résout Sif’. On constate alors qu’a partir de= 67, la base
APR ne représente plus correctement la dynamique du systeleereur calculée par rapport
a la solution analytique dépasse ¢%° pour atteindre22% at = 107". On effectue alors un
nouveau calcul APR sur un intervalléa partir det = 0.075s et avec la nouvelle base obtenue,
on construit le nouveau systéme dynamique correspondaesgesolu jusqu’a = 107" c’est-
a-dire l'intervalle que I'on voulait étudier. L'erreur afm du calcul est alors aux alentours de
5% (voir fig. 1), ce qui est fortement amélioré par rapport aufgenances de la premiére base
et le temps de calcul nécessaire a été divisé par deux partaapmodele complet.

Dans une deuxieme approche, on a testé la sensibilité deséacban changement de para-
meétre, icil’. On repart de la premiére base calculée sur l'intervElét on construit le systeme
dynamique correspondant, mais cette fois-ci dvee (.02 alors que l'itération d’APR a été ef-
fectuée poui’ = 0.01. On se rend alors compte que méme sur l'intervaltai a été calculée la

“aveca = 0.8 etI" = 0.01
Son juge arbitrairement que la base n’est plus valable ler$gureur dépasse%

4
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(a) Solution analytique (b) Modele complet (c) Modele réduit + SD

FIG. 1 —Résultats du cas 1 : isolignes d@ourt = 0.0125s ett = 0.125s

base, le systéme dynamique n’est pas capable de reprodigienfient la solution puisque I'on
trouve une erreur égale22.16% pourt = T'. L'idée est alors de relancer la méthode APR, en
considérant comme base initiale la premiere base calddléseulement 3 itérations APR, on
arrive a une base, comprenant 4 vecteurs, qui représemgztnent la solution, c’est-a-dire
gue le systéeme dynamique formé a partir de cette base ne gtusigu’une erreur d’environ
1.9% at = 0.0125s.

Par ailleurs, la modification de la base n’a nécessitéGude temps de calcul alors que la
construction de la premiére base en a requis envifn ce qui présente un intérét en vue
d’applications en contréle actif.

4.2 Cas 2: équations de Navier-Stokes

Le cas étudié ici est la cavité entrainée unitaire<(z,y < 1) représentée sur la figure 2
pour un nombre de Reynold®, = 1 avec, initialement, le fluide au repos. Ce cas a été traité

FiG. 2 — Configuration de la cavité entrainée 2D

sans le systeme dynamique mais nous a tout de méme permibdi lmméthode APR pour
les équations de Navier-Stokes. On constate que la méthB&ep&rmet de retrouver la solu-
tion stationnaire (fig. 3) pour un nombre de Reynolds valnt 1 en environ deux fois moins
de temps que le modéle complet, c’est-a-dit8.3s de calcul contrer81, 8s pour le modeéle
complet, et une erreur relativement faible, comme présantéa figure 3(c).

5
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(a) Modele complet (b) Modele réduit (c) Erreur entre modele réduit et modele complet

FIG. 3 —Résultats du cas 2 : isolignes de la vitesse foue= 1

Cette étude est une étude préliminaire a un cas instati@ngai sera présenté lors de la com-
munication orale.

5 Conclusions

Dans ce travail, la méthode APR a été appliguée avec sucascadnfigurations : I'équa-
tion de convection-diffusion instationnaire et les équagi de Navier-Stokes dans le cas de la
cavité entrainée &. = 1. Les performances qui sont ici mises en avant sont d’une lgart
gain de temps comparé a un calcul avec un modeéle completupaigacilité et une rapidité
d’adaptation de la base APR, d’'une part lorsque le systemandigue diverge, et d’autre part
lorsqu’un parametre de contréle change. La prochaine éapavail consiste donc a appliquer
cette méthode a des écoulements turbulents.
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